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I. 

Beiträge  zur  Verwendung  des  freien 
Integrationsweges. 


Von 

Th.  Christen 

in  Basel. 


Die  vorliegende  Arbeit  hat  den  Zweck,  den  Cauchy’schen  Satz 
vom  freien  Integrationsweg,  der  sich  schon  lange  als  enorm  frucht- 
barerwiesen hat,  noch  weiter  zu  verwerten.  Die  zur  Anwendung 
gelangenden  Methoden  machen  es  möglich,  entweder  die  Resultate  auf 
kürzerem  und  eleganterem  Wege  abzuleiten , als  dies  bisher  ge- 
schehen ist,  oder  eine  Gruppe  verwandter  Integrale,  die  sich  in  ver- 
schiedenen Werken  zerstreut  finden,*  unter  einem  einheitlichen  Ge- 
sichtspunkte zu  behandeln,  oder  endlich  neue  Integrale  zu  berechnen 
und  solche,  für  welche  in  andern  Arbeiten  falsche  Werte  angegeben 
sind,  zu  berichtigen. 

Den  Satz  von  Cauchy  setze  ich  in  der  folgenden  Form  als 
bewiesen  voraus: 


1)  Zur  Entwicklungsgeschichte  dieses  Theorems  rerglciche  man  folgende 
Abhandlungen  Cauchy’s;  n^ur  un  nouveau  genre  de  calcul  analogue  au 
calcul  infinitesimal“.  Oeuv.  compl.  sdrie.  2 tome  VI.  pag.  23  „De  l’infiuence 
que  peut  avoir  sur  la  valeur  d’une  integrale  definie  l’ordre  dans  lequel  on 
effectue  les  integrations.“  Oeuv.  serie  2 tome  VI  page  11 2.  „Memoire  sur 
lei  integrales  definics  priscs  eutre  des  limites  imaginaires,“  Separatdruck  er- 
schienen 1S25. 


Arch.  d.  Math.  u.  Phya.  3.  R«ibe,  T.  I. 
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Ist  2 =ix’{-ig  und  besteht  zwischen  x und  y irgend  eine  Rela- 
tion, nach  welcher  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  x und  y auf  einer 
geschlossenen  Curve  liegt,  so  ist  das  Integral 


ausgedehnt  über  den  ganzen  Umlauf  der  geschlossenen  Curve  gleich 
dem  Product  von  ^2n:  in  die  Summe  aller  „R4sidus“  der  Function 
m(2),  soweit  sich  dieselben  auf  Pole  beziehen,  die  vom  dem  Integra- 
tionsweg umschlossen  werden. 


/ 


k=n 

u{z)  dz  z=z  i 2ir  2 Ch 
Ä=1 


0P-1 


Die  Werte  zu{h  = 1,  2...  u)  sind  die  vom  Integrationsweg  um- 
schlossenen Pole  von  u{z)  und  p ist  bestimmt  durch  die  Bedingung 

0 < mod  lim  ^ 

<f=o 


wobei  selbstverständlich  für  = 1 


Ch  = lim  d . u{zh-\~6) 
d—Q 


zu  setzen  ist. 

Es  sei  noch  daran  erinnert,  dass  Caucby  unter 


{(u{z)  )) 

*1  yi 

die  Summe  aller  R^sidus  versteht,  deren  Pole  innerhalb  der  Grenzen 

«I  < ® 

Vi  < y < Vi 

liegen. 

Schliesst  der  Integrationsweg  keinen  Pol  der  Function  u(z)  ein, 
so  ist  das  Integral  gleich  null. 


1.  Ableitung  einiger  Integrale,  die  mit  dem  Exponentialiiitegral 

verwandt  sind. 

Die  Berechung  des  Exponentialintegrales 


a 


(1) 
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geschieht  durch  Reihenentwicklung.  Durch  Differentiation  der  Glei- 
chuDg  (1)  nach  a kommt 


dtp 

da 


f-a 


a 


CO 


a*— 1 

TT 


woraus  durch  Integration 


<p(a)=y  + log  Q- 


h\ 


(2) 


Für  den  Wert  von  tp{a)  habe  ich  absichtlich  den  sonst  gebräuch- 
lichen Ausdruck 

<p{a)  Z=  — ^ - a) 

wobei 


vermieden,  weil  Ei{z)  für  positive  und  negative  Werte  von  z eine 
eindeutig  definirte  Function  ist,  während  das  Glied  lg  in  Glei- 
chung (2)  andeuten  soll,  dass  die  Function  <p{a)  für  negative  Werte 
von  a jegliche  Bedeutung  verliert,  wenn  sie,  wie  hier,  durch  das 
bestimmte  Integral  (1)  definirt  ist  (man  müsste  dann  schon  durchaus 
an  dem  unglücklichen  Begriff  der  „Valeur  principale“  festhalten 
wollen !) . 

Dass  die  Constante  y dem  negativen  Wert  der  Mascheroni’schen 
Constante  gleich  ist,  geht  aus  der  folgenden  Transformation  hervor : 


Die  Mascheroni’sche  Constante®)  ist  definirt  als 


1 00 
C = lg  ^Ig  c-vlogydy 


woraus  durch  partielle  Integration 


C = 


und  nach  (1) 


1)  Unter  C sei  durchweg  die  Mascheronische  Constante 

C — 0,  577  215  665  ..  . 

verstanden;  über  deren  genauen  Wert  vergl.  Grelles  Journ,  XLIX  pag.  375« 

2)  Mascheroni:  Adnotationes  ad  calc.  integ.  Euleri  (1790)  pag.  13. 
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C=  — lim  {logÄ-f-qp(d)}  — — y 
«f=o 

sodass 

V(a)  = fe--dx  = _ C + lg  (i)  - S (4) 

a 

Mau  setze  jetzt 

g-ai 

“W  - <5) 

und  nehme  als  Integrationsweg  das  unendliche  grosse  Rechteck 
OABC  (Fig.  1).  Innerhalb  desselben  liegt  kein  Pol  von  «(2);  das 
Integral  über  das  Rechteck  ist  daher  gleich  null.  Die  einzelnen 
Teilintegrale  ergeben  sich  als 


c®  q>(a) 


B CD 

A 0 


r udz  = — lim  r 

,/  i=0O  ♦/ 

B 0 


00 

ß-o(4t+»Är) 

77  da;  “ 0 


fud.  - - if 


00 


dy 


und  durch  Addition  kommt 

oc 

0 = e®  g>(a)  — i j 


e-tay 

1-fzy 


Setzt  man 


, . /^cos  ay  , . /^siL  ^ 

Fi»)  r+p-'y.  G(“)  -J 


00 

*sin  ay 


(6) 


(7) 


so  ergiebt  Gleichung  (6)  nach  Trennung  des  reellen  Teiles  vom 
imaginären 


d_G 

da 


e^q>{a) 


(8) 


F + 


da 


0 


(9) 
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Die  Integration  von  (9)  liefert  dio  längst  bekannte  Gleichung 


/*C08  ay 

il+y* 


/ysinay 

1 + 


Von  mehr  Interesse  ist  die  Differentialgleichung  (8),  deren  In- 
tegration *),  wie  man  leicht  ersieht,  auf  die  Gleichungen 


oo  ^ 

ile-«C5(a)-e«e(-o)l 

ö 


(10) 


(11) 


führt.  Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bleiben  für  negative  Werte 
von  a bestehen,  überhaupt  sind  beide  Integrale  für  alle  reellen  Werte 
von  a durchaus  bestimmt,  und  deshalb  ist  die  Verwendung  der 
Function  die  einzig  gegebene  Beide  Gleichungen  sind  von 
mehreren  Mathematikern  gefunden  worden,  so  von  Schlörailch  *), 
Arndt  , Meyer  *) , doch  sind  die  von  ihnen  angewandten  Methoden 
nicht  so  einfach. 


Im  Folgenden  kommen  die  mit  Ei(z)  verwandten  Reihen 
(5  (z)  = C+  i \g{z*)  + ^ 


00 

@(«)  = E 


(-  !)'•  ä2/.+1 


0 (2A  + 1)  . (2A-1- 1)1 

zur  Verwendung.  Sie  dienen  zur  Berechnung  des  Sinus-  und  des 
Cosinusintegrales.  Man  beweist  leicht,  dass 


j 


00 

*C08  * 


dx  = — Ci{a) 


a ^ 0 


(12) 


und 


1)  Das  Tollständigc  Integral  ist 

G = y . -|-  ^{c“"(£(cr)  — e“CS'( — a)} 

ond  für  a = 0 wird  y =:  0, 

2)  Grelles  J.  V pag.  204. 

3)  Ibid.  XI  pag.  70. 

4)  Ibid.  XLIII  pag.  72. 
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a 

Die  Identität  der  Constanten  des  Cosinus-  und  des  Exponential- 
integrales  hat  zuerst  Arndt  *)  nachgewiesen , indem  er  die  beiden 
Integrale  Yon  einander  subtrahirte  und  zeigte,  dass  die  Differenz 
yerschwindet,  wenn  a gleich  null  gesetzt  wird. 


Auf  die  Integrale  (12)  und  (13)  lässt  sich  nun  durch  eine  kurze 
Rechnung  die  Function 


zurttckführen . 


00 


t—ax 


dx 


Man  setze 


u(z) 


«tat 


i+. 


(14) 

(15) 


und  führe  das  Integral  / w<i*  um  das  Rechteck  OAi^C'  (Fig.  1.)  Es 
ergiebt  sich 


A 00 

/■*  Pco%ax 

“*=./  — I 


cosaic  + zsinao; 


-f-a; 


dx 


B 


/“O,  /“O 

A B 

0 QO 

/-  -f- 


dtlt(a) 


c 0 

und  durch  Addition 


i+yr-dy  = - •<('(«)  + -a„- 


0 


V(a)  -fl 


00 

sinoa; 


l + x 


dx 


0 


Bilt(a) 

da 


00 

/*  cos  ax 

+./  r+~x 


dx 


Setzt  man  in  beiden  Gleichungen 


1)  Grunert’s  Archir  X pag  22S, 
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a;«'  — 1 

a 


80  erhält  man  mit  Hilfe  von  (12)  und  (13) 

00 

in  ) 

rlj(a)  = y 2 I dy  = COSa  — Li{a)^  -f-  sin  a Q^i(a) 


Ma) 

da 


cc 

— — cos«6:(a)+  sina  — <S(a)| 


(16) 

a^O 

(17) 


Zu  gleichen  Resultaten  kommt  Schlömilch  *)  auf  folgende  Art: 
Man  liest  direct  aus  Gleichung  (14)  ab,  dass 

9V(«)  , .f  , 1 

Das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 
V^(a)  -=  {A  — ©(a)|  COSa + {H-|-S^(o)|  sina 


Nun  stösst  aber  der  exacte  Beweis  dafür,  dass 

B =»  0 

auf  erhebliche  Schwierigkeiten,  sodass  diese  anscheinend  sehr  ein- 
fache Ableitung  schliesslich  doch  bedeutend  complicirter  ausfällt,  als 
die  oben  angeführte. 


II.  Integrale  von  0 bis  cc  Uber  algebraisch-trigonometrische 

Functionen. 

Es  soll  zuerst  eine  allgemeine  Integrationsformel  abgeleitet 
werden,  umfassend  alle  Functionen  u{z)  welche  der  Bedingung 

lim  k . . u{ke*^)  =r  A (18) 

*:=» 

genügen,  wobei  A endlich  und  von  & unabhängig  sein  muss,  solange 
& zwischen  den  Grenzen  0 und  tc  bleibt  Ferner  darf  m(»)  für  kei- 
nen reellen  Wert  des  Argumentes  z unendlich  gross  werden.  Führt 
man  unter  diesen  Voraussetzungen  das  Integral  / udz  um  das  un- 
endlich grosse  Rechteck  ABCD^  so  wird 


1)  Grelles  J.  XXXIII  pag.  325. 
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00 

udz  = i'27t  (J  ((  u^z)  )) 
— 00  0 


(19) 


Die  Längen  OD  und  BC  sind  beliebig  verschieden,  beide  aber  un- 
endlich gross;  sie  seien  k und  x;  dagegen  ist  vorausgesetzt,  dass 


Dann  wird 


AO  ^ CB  -=  DP>=^  PC  = k 


^00  C k 

J "=  u{x)dx^  = i u{k-\-iy)dy 

-00  B a 


A —00 

D k 


^ u{x-\-ik)dz^  — X / u( — k 

7 ' -k  n 0^ 


+ ly)dy 


c -k 

und  nach  (18) 

C A 


■f  + /= 


dy 


D 


./  J X— *xj 


C 0 

woraus  durch  Addition 

C DA 


./  *2^  {»-arctg^  - arctg^l 

» />  n / 


B C D 

bekanntlich  gilt  aber  für  positive  x 


arctgx  -j- arctg 


sodass 


7t 

2 


CO 

udz  — f u{x)dx-^x7tA 


-00 


woraus  man  mit  Hilfe  von  (19)  erhält 


00 

u{z)  rix  = »71 1 2 @ °^  ((  u{z)  ))  — 

-X)  ^ ° 


(20) 


Stellt  man  ferner  an  die  Function  i»  die  Forderung 
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80  kommt  aus  (20) 


m(  — ® = u(x) 


0 


1 00  00 
E 

—GO  0 


((  »W  ))  - >) 


(18a) 

(21) 


Eino  grosse  Zahl  algebraisch-trigonometrischer  Integrale  lassen 
sich  ans  dieser  Gleichung  (21)  ableiten.  Es  sei  vorausgeschickt, 
dass  die  hier  zur  Behandlung  kommenden  Integrale  sämtlich  den 
Nenner 

e?  -j-  e— « — 2co^'px 

enthalten.  Setzt  man  an  dessen  Stelle  den  anderen 


1 — 2acospx  -f-  cfl 


so  liegt  darin  keine  principiello  Aenderuug.  Dagegen  wird  sich 
zeigen , dass  bei  Anwendung  der  zweiten  Form  die  Integrale  durch 
zwei  verschiedene  analytische  Ausdrücke  dargestellt  werden  müssen, 


jenachdem 


= 1 ist. 


Diejenigen  unter  ihnen,  die  bereits  von 


Anderen  gefunden  worden  sind , werden  auch  überall  doppelt  aufge- 
führt für  a*  > 1 und  für  < 1.  Um  beide  Fälle  zugleich  behandeln 
zu  können,  wähle  ich  die  erste  Form  des  Nenners,  aus  welchen  die 
zweite  dadurch  hergestellt  wird , dass  man  die  Gleichung  mit  ei« 


multiplicirt,  jenachdem  a* 


< 

> 


1 


sein  soll. 


Es  mögen  endlich  in  diesem 


Abschnitt  zur  Vereinfachung  die  folgenden  Bezeichnungen  festge- 
halten werden 


p = 2na  ^0,  2 = 27TÖ  ^0,  r = e?  -j- 


1.  Die  Reihe 


x=co  1 


wird  summirt  durch  Auswertung  des  Integrals 


p sin 

J 


X 


coso; 


dx 

X 


I)  Diese  Relation  hat  auf  andere  Art  bereits  Cauehy  naebgewiesen;  er 
bringt  sie  in  seiner  Abhandlung  „Sur  quelques  relations  qui  existent  entre  les 
rdaidns  des  fonctions  et  les  integrales  d^finies.**  Oeavres  compl.  sdrie  2 tome 
VI  pag.  124. 
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Die  Pole  der  Function 


u(z) 


sins 


r — 2 cos«  ’ z 


(22) 


sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


r — 2 cos«  = 0 

Da  nur  die  Pole  mit  positivem  imaginärem  Teil  in  Befracht  kommen, 
so  sind  dieselben  enthalten  in 

Zx  = 2rr(it  ib) 

worin  x alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchläuft. 
Dann  wird 


sin*x 

i'x  =■ . lim 

z=Zx 

—i  1 


z — Zx  1 

r — 2 cos«  2«x 

— 1 


^0  = 4^’ 


47r(j<+»6)’ 


C-x  = 


4yr(x  — ib) 


Ferner  ist 


A = lim  8in(A:  . c**’) 
r — 2cos(^e*^) 


t 

2 


und  nach  (21),  wenn  x ==  py 


QO 


dy 

— 2 cospy  * y 


= i|-”  + ^+2i-£  (23) 


Dieses  Integral  hat  Plana  *)  nach  einer  anderen  Methode  be- 
rechnet, die  ich  kurz  andeuten  will.  Es  ist 


00 


, V c-^sina;  . 

r u(x^  = ^ ^ e~*vsmxx 


00 

j u{x)dx  = i 


(23a) 


Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  (23),  so  erhält  man 


1)  Mem.  d«lla  reale  acad.  della  Science  di  Tori  no  1818  pag.  30. 
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1 QD  1 


^nb  ^ ^-nh 


n 


,nb fi—nb 


(24) 


Diese  ist  eine  bekannte  Reihe,  sie  entspricht  für  imaginäre  Werte 
von  h der  Reihe  für  die  Cotangento 

b 


la 


- — 2a  -r^— I 

X*  — ar 


a 1 


TT  ctg  na 

Ans  (24)  leitet  man  leicht  die  verwandte  Reihe 


(24a) 


1 

b 


^ (-1)^ 


2» 


4*2^^  ^2_L».2  — -7i6 ^-Til 


j e""  — e 

ab,  die  später  Verwendung  finden  wird. 

2.  Es  sei 

sinj7x 


(25) 


u{z)  = 


r — 2cOSp3  ’ 1 + a® 


sind 


nnd 


Die  Pole,  deren  R^sidus  unter  die  Summe  fallen, 

—x>  0 


azx 

z' 


cb 

« 

2 


Sind  die  entsprechenden  R^sidus  cx  und  c\  so  ist 

00  QD  00 

@ ((m))  = t'  eQ~\- 2 {ex~\~c-x) 

—00  0 1 

Berechnet  man  die  einzelnen  Rdsidus  und  definirt 

X*  + — a* 


F(^%,b,a)  = 
so  geht  (25)  über  in 


x4  + 2(6*  -f-  a*)  X*  4-  (Ä*  — a*)* 


(26) 


G 

— OO  0 


i { eP  — e-'P  b 

((**))  ^ ^ gP-^g—p  — gq  — g—q  ' 


endlich  ist 


sodass  nach  (21) 


00 


sin(pÄ;<5*^) 

»•  — 2cos(pA:e*^)" 


-\-2b  £ F{% 

I 

* 

2 


/sinpx  xdx  ( e9-\-e—9 — 2e~P 

2 cospx  * l-|-x*  gp  ^ g-p  ^ gq  ^ g-i 

+ jT^«  + =**f 


(27) 
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Ueberträgt  man  die  von  Plana  benutzte  Methode  auf  dieses 
Integral,  so  kommt 


smpx 

e9-\-e~^ — 2C08|>x  * 


xdx 

\-\-x^ 


7t/2 


(27a) 


Diese  Gleichung  liefert  mit  (27)  zusammen  die  Summe  der  Reihe: 

b 00  e?  — e-« 

-4+2&2;F(x,  6,a)  = ?r  ^ , „ (28) 

Die  Entwicklungen  der  Paragraphen  1.  und  2.  dienten  dazu,  die 
Summenformeln  (24)  und  (28)  abznleiten;  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten werden  auf  Grund  der  genannten  Formeln  weitere  Inte- 
grale berechnet.  Aus  (28)  erhält  man  für  i = 0 (nachdem  man 
vorerst  durch  h dividirt  hat.) 


00 

f (K'  + a*;* 


und  mit  Hülfe  vuu  (24) 

f (x*-f  a^)”^  \g7rrt  • \ 


C^Tia g—2na 

4 7ia 


(28a) 


(29) 


und 

f 1 1 (/  ^ — 

6 (x*-|-a^)®  — c-^^j  ' \ ' 47raj  / 

- (50) 

Für  das  hier  berechnete  Integral  (27a)  giebt  die  Läska’sche 
Sammlung  *)  einen  falschen  Wert  an,  indem  dort  steht 


o 


sinrx 

1 — 2p  cosrx-|-p* 


xdx 

5* 


n 

^ (1+P)('«^'p) 


V < 1 


mit  Angabe  der  Quelle  „Legeudre  Exerc.  4,  1*^2“.  Ebenso  ist  der 
Fall  p > 1 nach  Ohm  *)  falsch  citirt.  Die  beiden  angeführten  Stellen 
enthalten  das  Integral  so,  wie  es  sich  aus  meiner  Formel  (27a)  er- 
giebt,  wenn  man  dieselbe  mit  et<i  multiplicirt  und  die  Substitution 


1)  Dr.  O.  Laska,  Sammlung  von  Formeln  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  pag,  254,  1 11. 

2)  Ohm,  Auswertungsmethoden  bestimmter  Integrale  pag.  161. 
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X 


y 

s 


pz=s  ,p* 

einftihrt.  Ebenso  muss  die  Formel  101  auf  pag  253.  des  genannten 
Buches  corrigirt  werden,  indem  für  den  Fall  p > 1 in  den  Nenner 
nicht  1 — p,  sondern  p — 1 zu  stehen  kommt.  Man  vergleiche  meine 
Formel  (23a),  indem  man  in  derselben  beiderseits  im  Nenner  mit 
multiplicirt. 


lieber  die  Summen  (29)  und  (30)  sei  noch  bemerkt,  dass  aus 
ihnen  durch  Differentiation  nach  a die  Summen 


00  x2«» 

2 


m ^ n 


1 (x*-l-a^r 

bis  zu  beliebig  hohen  Werten  von  m und  n berechnet  werden  können. 
3.  Die  drei  Functionen 

1 1 


u 


«5 


^ r — 2 COSp*  * 1 + z* 
cos  pz  1 


r — 2 COS  pz  * 1-j“  z’ 


(31) 


1 — er«  cospz 
r — 2 cospz  * l + z 


y “ ± 1 


liefern  die  Integrale 


00  00  00 
==  u^(x)dx^  Ji  =‘  U^{x)du,  «4  — 


ix)dx 


von  denen  das  dritte  leicht  nach  der  Plana'schen  Methode  berechnet 
wird,  zugleich  aber  auch  direct  aus  Jy  und  sich  ergiebt  und  daher 
für  diese  eine  Controle  liefert. 

Alle  drei  Functionen  haben  die  nämlichen  Pole: 

z'  = i 

atx  — oo<x<oo 

Eino  weitere  gemeinsame  Eigenschaft  ist 

A^O 

Für  alle  drei  gilt  daher 

J = in  I«'  4"  ^0  "f“  (®x  4"  x)| 
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Für  Uj  erhält  man 

c'  = 

2 eJ»4-«-P  — c«  — «-? 

Cq  + 2 (cx  + c_x)  — — ^ • gt  _ ^-q  F(x,a,Ä)| 

mau  vergleiche  die  Definition  (26)  und  berechne  die  Summe  über 
F{x,a^b)  nach  (28),  indem  dort  a und  b und  dementsprechend  p mit 
q ZU  vertauschen  ist. 


Für  wj  berechnet  man 

^ i cP  c~P 
^ 4 cr-j-c"  P — c? — c~» 

oD  . t e^i  -\-e~i  ( a . CO  ) 

c,+  £ (c,+c_,)  = -j^.  |^+2aZ  /•(*,«,»)! 

und  mit  Hilfe  von  (2S)  wird  jetzt 

n «P^l+l 

‘ “2  ' — «P+9  — 1 

JT  1 

* ” 2 ’ — c~«  ’ eT+? 


n c'/9 

»/,  — eV?  . r-“ 


2 • i_ev(p+?) 

Alle  drei  Integrale  lassen  sich  noch  etwas  verallgemeinern,  wenn 

X 

man  j an  Stelle  von  x und  p . ^ an  Stelle  von  p setzt: 


CO 

r L_ 

./ ««+«-«- 


dx 


CO 

/* cospx 

e«  -f  — 


n 1 ey«l-g-f-l 

2cosp:i:  * 2«  * c^  — e~9  * cP«+9 — 1 

1 cP«  + «? 


7t 


2cos7>x  * s^-{-x^  2s'  «9— c~9’  ci’*!'? — 1 


(32) 


(33) 


oo 

/I  — eV^COBpx dx  7t  cV9 . 

«9-|-c~9  — 2co8|)a;  2s  1 — c'A^'*+9)'  ^ — 


Das  Integral  (32)  hat  bereits  Bigler  *)  berechnet  und  zwar  eben- 


1)  Grnnert’s  Archiv,  2.  Reihe  IX  pag.  81. 
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falls  nach  den  Methoden  der  Veränderung  des  Integrationsweges, 
wenngleich  auf  etwas  andere  Art.  Gleichung  (34)  indessen  stimmt 
überein  mit  einem  Resultate,  welches  viel  früher  schon  Boncom- 
pagni  gefunden  hat  nach  der  Plana’schen  Methode : Man  beweist 
leicht,  dass 

1 — «cospo;  Qo 
1 -2ocospi+o*  ~ 

wonach 


1 — « cosp* 
— 2rtCOSpa;-j- 


‘dx  7C 


4t 


0 

Dieses  Resultat  unterliegt  jedoch  der  Beschränkung 


71  1 

2s  1 — a«~P* 


a*  < 1 


weil  die  Reihe  Sa^cosxpx  divergirt,  sobald  a*  die  Grenze  1 er- 
reicht. Dagegen  hätte  Boncompagui  leicht  auch  den  Wert  des  In- 
tegrals füi;  «*  > 1 finden  können,  wenn  er  an  Stelle  seiner  Reihe 
die  andere 


1 — a cospx 
1 — 2a  cospa;-}- 


00  /i\x 

^ — 2.  cos  xpa? 


o*>  1 


verwendet  hätte  •,  man  erhält  mit  deren  Hilfe  *) 

CO 


/ 


1 — acospa; 


dx 


71 


1 — 2«cospa;-j-o*  ’ Ä®-|-a;^ 


2s  ' ««r»  — 1 


«2  > 1 


Ein  anderes  bekanntes  Integral  leitet  man  aus  (34)  ab,  indem 


mau  dort  ev«  = - setzt  und  nach  a integrirt: 


00 

/iloß  7C 

l0g{l--2aC08pa;+ff2j,_  _ lg  j(7  . (<y_«yps)|, 


«I 


y = ± 1 jenachdem  ^ 1 


F.s  ist  zu  erwarten,  dass  C zwei  verschiedene  Werte  hat,  jenachdem 
^ 1.  Es  sei  ö < 1,  y = 1,  so  findet  man  für 

ö = 0 


1)  Crelle’s  J.  XXV,  pag,  93. 

2)  Ohm,  Auswertungsmethoden  etc,  § 26, 
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0 = -lg{—  ^ =*  — «-P» 

QD 

/*  . ^ dx  n 

I lg{l  — 2(Tcosp*  + (J*)  • — -\g(l  — (Sc-f),  a*  < 1 (35) 

0 

Ton  dieser  Gleichung  subtrahire  man  die  Identitüt 

00 


o 


80  ergiebt  sich,  wenn  mau  - durch  t ersetzt, 


QD 

J lg{l  — 2rcospa;-j-T2j  . =»  ^lg(r  — «-J»“),  t*  > 1 (35a) 


Eine  ganze  Serie  weiterer  Integrale  lässt  sich  aus  den  Glei- 
chungen (32)  und  (33)  ableiten  Es  wurde  schon  einmal  die  be< 
kannte  Reihe 


sinpx 

eS-\-e~^  — 2 cosp® 


00 

sin  xpx 

I 


(36) 


citirt.  Nach  dieser  Reihe  entwickle  man  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (32)  und  (33),  die  rechten  dagegen  nach  der  geometri- 
schen Reihe 


= 2k 

1 — X 


< 1 


beide  nach  Potenzen  von  Mau  überzeugt  sich  leicht,  dass  beide 
Reihen  unbedingt  convergeut  sind;  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
von  müssen  daher  alle  links  und  rechts  übereiustimmen. 


Die  Berechnung  der  Coefficienten  führt  auf  die  Gleichungen 


/ 


00 

sin(2x-|-l)px  dx 
sinpa;  ’ $^-\-x^ 


f 


00 

sin  2xpx 


dx 


sinpx  * 8^-\-x^ 


n 

2s 


n gp8_j_g-p#_2«-(2xfi)ps 

“ 2s  ‘ ^7  _ e 

2_9<5-2xp, 

‘ eP«  — «-P« 


(37) 


(38) 


oo 

J sin(2x+l)p 


X . ctgpx  . 


dx 


o 


2 — («P«  fi-ps)  g-(2x  J l)ps 
eps  — «-P» 

(39) 
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f ctg;,*  . (40) 

0 

Von  diesen  Gleicbuogen  finden  sich  (37)  und  (38)  bei  Legendre  ‘) 
und  Cauchy*). 


Zwei  weitere  bemerkenswerte  Integrale  liefert  die  Addition 
resp.  Subtraction  der  Gleichungen  (32)  und  (33): 


t 



« — 2 cos 


px 


00 


— 2C0S/a  * 


€lx  n 1 

1 — 1 


dx  it  1 cP* — l 

eP^Vi  — l 


(41) 


Anstatt  aus  diesen  Gleichungen  durch  Reihenentwicklung,  wie 
aus  (32)  und  (33) , neue  abzuleiten , kann  man  einfacher  verfahren, 
indem  man  unter  den  Gleichungen  (37)  — (40)  die  entsprechenden 
addirt  oder  subtrabirt. 


Die  Additionen  (37)  + (39)  und  (38)  -j-  (40)  ergeben  keine  neuen 
Gleichungen,  sondern  bloss  Specialfälle  der  Gleichung  (40)'  Dagegen 
erhält  man  durch]  die  Subtractioneu  (37)  — f39)  und  (38)  — (40), 
nachdem  man  noch  2p  an  Stelle  von  p gesetzt  hat. 


00 

/*  dx  n 

9m(4x+2)p*  . tgp*  . -=  . 

0 


«P*  — e-p* 

ePs^g-ps 


. jl  + c-0*+2)psj 


(43) 


/dx  n eP^  — c~P*  , ^ , V 

9in4xp*  . tgp*  . =•  - ä,  • ;r'+7=P'’  • (**) 


Die  Natur  des  Integrals  (42)  gestattet  (im  Gegensatz  zu  den 
anderen  Integralen  dieses  Abschnittes)  « » 0 zu  setzen : 


1)  Excrc.  5,  36. 

2)  Sav.  £tr.  182  7 pag.  1;  rergl.  auch  Liebrecht  ^üeber  einige  heit. 
Int.“  Grunert’s  Archiv  LIX  pag.  218. 


Arcb.  d.  Math.  u.  Pbys.  2.  Beihe,  T.  XVI. 
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f. 


Bin' 


e?  -f~  — 2coa^a5  * 


dx 


x‘ 


V 


4 ‘ c?  — e-9 


(45) 


Doch  scheint  es  mir  aus  verschiedenen  Gründen  wünschens- 
wert, dass  für  die  Formel  (45)  noch  ein  besonderer  Beweis  erbracht 
werde. 


Es  sei  daher 

4. 


sin*- 


m(z)  = 


z 

2 


Hier  ist 
Die  Pole  sind 


r — 2 cos  z 
^ 0 


»X  = 27t(x  + iÄ), 


— 00  ^ X ^ QO 


-00  4'  ei+l-  V-i«)  ■ ¥* 


und  nach  (28a) 


/: 

0 


sm 


1 _ 


tlx  n 


e^-\~e~9  — 2cosa;  * x*  4 * eR  — e~~^ 


woraus  man  (45)  erhält,  indem  man  px  an  Stelle  von  x setzt. 

Entwickelt  man  jetzt  auch  Gleichung  (45)  links  in  die  Reihe 
(36)  und  rechts  in  die  geometrische  Reihe  und  vergleicht  die  Coef- 
hcienten  gleich  hoher  Potenzen  von  «,  so  kommt 


00 

/ 


dx 

sin(4x+  2)2?x  tg  px  n , p 

SC 


(46) 


CO 

fsl 

o 


sin4xpx  , tgpx  . 


dx 


X' 


0 


(47) 


Wie  zu  erwarten  war,  erweisen  sich  diese  Gleichungen  als  über- 
einstimmend mit  (43)  und  (44). 


Für  X 0 liefert  Gleichung  (46) 
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J 


00 

*sin*y)a;  7t 
= 2 


(48) 


Aus  (47)  kommt  lür  x = 1 


Psxn^px  __  ^8in*^a 

•/  kJ  ^ 


pxco%^px 


ilx  i) 


dazu  giebt  (48) 


QO  <30 

P^xii^px 

**  . / X 


'pxcosyx 


dx  "*2  • 2^ 


sodass 


_ /*8in*px 

O II 


cos7>x 


7t 


dx  = ^p 


(49) 


Jetzt  8etze  man  * = 1 in  (46)  und  löse  sinGjjx  auf  nach  Po- 
tenzen von  siojpx  und  cost>x.  Benützt  man  dazu  die  beiden  Glei- 
chungen (49),  so  kommt 


00  00 

J^^m^px  __y^sin*pxco8^yx  ^ 

O 0 

00 

/- 


^7t 

16 


(50) 


8in^/)x  cos’yx 


7t 

16  * 


Analog  findet  man  weiter 


00 

/^sin® 

J 

o 


sin®7>x  5tc 

«a?  “ ^ . jp,  etc.  etc. 


(51) 


Nach  dieeer  Methode  berechnet  man  successive  eine  beliebige 
Anzahl  Integrale  von  der  Form  ' 


/si, 


sin2»»px  . cos^px  , 


o 


^ w»  = 1,  2,  3 . . . 
*2  • n = 0,  1,  2 . . . 


(52) 


5.  Durchaus  analoge  Relationen  bestehen  für  die  Function 


^ * 


u(z)  = -- 


. * 
SlUg 


r — 2 COS  2 * 2 


(53) 


2* 
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Es  wird 
die  Pole  siad 


^ = 0 

«X  =■  2»(h  4-  »*) 


Zcx  = — 


4n 

nnd  nach  (25),  wenn  man  noch  x dnrch  p . x ersetzt, 
00 


I 


. px 
ßin^ 


dx  n 


«9  4”  — ,2C0S^)JC  * 05  2 «9  — e~9 


(54) 


Hieraus  ist  weiter 


00 

<»  psi 

£ c-*9  / - 

1 tj  ' 


sin2xpo;  dx  2?  /«  .,v 

C08|7X  X 1 


und,  weil  beide  Reihen  unbedingt  converglrcn. 


/ 

/ 


09 

sin  (4x  4“  2;pa:  dx 


cospx 


X 


n 


«0 

sin4xpx  dx ^ 

cos  px  X 


(59) 


(56) 


Vergleicht  mau  die  beiden  letzten  Gleichungen  mit  (46)  und 
(47),  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  allgemein  gelten  muss 

00  <30 

/dx  \ p dx 

8in2”»+ipa:  . cos2'"pas  . — = - I 8in®”*+2pa;(jo8*"‘px  . (57) 

^ p •/  * 


6. 


m — 0,  1,  2 , . . 0,  1,  2 . . 


cos; 


pz 


und 


r — 2 cos  pz'  14-** 

4-0 

Der  lutegrationsweg  umschliesst  zweierlei  Pole 

z'  = % 

axx  — X 4“ 


(58) 
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, i eP\% e~Pl* 

^ “4  • — g-7) 

(-1)*  a 


47t  ■ «9I»  — * a*  -|“  (**"1"  *^)* 

" -h  • si7i=?ü!ra-*  + 

Nun  ist  nach  28) 

a CO  gip} 1 

~i “}“  2a  £x  F(x^  a,  Ä)  =•  tt  7— 7-7 

a*  — Ä*  ' I V j ? / (eP  • - «?)  («P  — e~9) 

Beachtet  man  ferner,  dass 

«1  *) 


so  erhält  man,  wenn  für  a und  b (und  dem  entsprechend  für  p und 
q)  ihre  halben  Werte  gesetzt  werden, 

2a  00  gp  — 1 

-s — -s  4a  £h  F(2x,  a.  b)  *=•  7t  7— ; -7=7 

o*  — 6*  ' 1 VI»/  (cPl*  — e9ii)  («Pl»  — e~7:*) 

Subtrabirt  man  die  erste  dieser  beiden  Summengleicbungen  von  der 
zweiten,  so  kommt 


-f-2a  £x(—l)^  F(x^  a,  b)  ^ 7t  . 4P 
1 


a^-b^ 


(ßPli  _ e-Plt)  («7I*  -|“  ) 

(eP  — e9)  (eP  — e^) 


(59) 


Es  wird  somit 


i,  ” ((„))  - ? e.:.  + + 

-TO  0 4 (cP  — CV)  (cP  — €-9)  (c9  — 1) 


und,  wenn  mau  noch  x ersetzt  durch  - und  p durch  2ps 


cospx 

cv  -j-  c~  ? — 2 cos  2px  ’ 


dx 


7t  cP» + 9 

2c*  (c2p»f9  — 1)  (c?  — 1) 


Die  Reihenentwicklung  liefert  hier  nichts  neues,  es  ergiebt  sich 
die  Legendre’sche  Formel  (38).  Man  hätte  also,  nachdem  einmal 
(3tf)  gefunden  war,  das  Integral  (60)  nach  der  Reihe  (36)  entwickeln 
und  mit  Hilfe  der  genannten  Formel  auf  den  analytischen  Ausdruck 
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(60)  briDgen  können;  doch  habe  ich  die  directe  Berechnung  wieder- 
gegeben wegen  der  Analogie  mit  dem  nächstfolgenden  Integral, 
welches  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  nicht  berechnen  lässt. 


7. 


Pole : 


u{z) 


. p» 

sm^ 


r — 2 cos  pz  * 1 -j-  ** 

A — 0 

z'  — »,  azx  — ■ H -{-  *6 

, i , eP  — 1 

^ ^ ^v\%  ■ - — 

4 {eP  — e>i)  (eP  - e~9) 


Cx  = 


(-!)> 


— b “j“  tJc 


a* -f- (x -f- ü)* 


4-  24'^x(-l)xf(*,  i,  a)| 


tU 

und  nach  (59),  wenn  man  wieder  x durch  - und  p durch  p . « er< 

<5 

setzt: 


/ 


sin^ 


«V  e“ 9 — 2co827x  * 


Xfte  7c  e*lsr«  + 9 

2 * (c9  1)  (ci»»+9  — 1) 


(61) 


Die  hei  den  anderen  Integralen  angewandte  Reihenentwicklung 
liefert  die  Gleichungen 


oo 

/- 


sin  (4x -f- 2)px  xdx 


COBpX 


QC 

f- 

J ' 


sin4xpx  xdx 
COSjpx  * Ä*  -j-  ** 


1 «-0*+2)pf 

• eP«  + «-P*  ~ 


1 — e-^*P* 
• «p*  4-  «-P» 


(62) 


(63) 


Der  Fall  « — > 0 ist  zwar  durch  diese  letzte  Entwicklung  nicht 
streng  bewiesen,  doch  bleiben  die  Gleichungen  (61)  — (63)  für  diesen 
Grenzwert  bestehen , wie  aus  der  besonderen  Behandlung  desselben 
unter  5.  ersichtlich  ist.  Die  Gleichungen  (45)  — (47)  stellen  sich 
,jn  der  Tat  dar  als  Specialfälle  der  Gleichungen  (61)  — (63). 


Endlich  können  nicht  nur  aus  (62)  und  (63),  sondern  auch  aus  den 
Gleichungen  (37)  — (40),  (43)  und  f44)  nach  dem  auf  (46)  und  (47) 
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angewandten  Verfahren  die  entsprechenden  Integrale  abgeleitet  wer- 
den, welche  anstatt  sin  und  cos  der  Vielfachen  von  px  die  Potenzen 
von  sin  und  cos  enthalten. 

8.  Setzt  man  allgemein 


u{z) 


sin’* 

cos** 


-j-  — 2cosp2  * 


/>»(*) 


(64) 


wobei  qp^(2)  eine  algebraische  Function  vom  /ten  Grade  /"‘(z)  eine 
solche  vom  mten  Grade  bedeutet,  so  kann,  wenn  alle  Nullwerte 
von  f^(z)  bekannt  sind,  das  Integral 

00 

^ u(x)  dx 


immer  in  eine  convcrgente  Reihe  entwickelt  werden,  vorausgesetzt, 
dass  für  reelle  Werte  von  x 


u ( — a;)  = m(x) 


oder 


u . 8^  1 und  / V ~ 1 


n . Ä ^ 1 und  I = m — 1 


und  dass,  solange  ^ innerhalb  der  Grenzen  0 und  n bleibt, 

A = lim  k . . «(^  . c'^) 

*r=30 

einen  bestimmten,  endlichen  oder  verschwindenden,  von  ^ unabhän- 
gigen Wert  besitze. 

Aus  demselben  berechnet  man  weiter  die  Integrale 


00 

c . (sin** 
/ • \cos» 

\3  sinj7x 


(/x) 


?^(f) 


mit  Hilfe  der  Reihenentwicklung  (36). 


(64a) 


III.  Summirung  einer  Gruppe  von  trigonometrischen  Reihen. 
Im  folgenden  Abschnitte  bedeute 
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oo 


81Q  ax 


N 


dx,  U 


-J 


00 

e*  sin  orx 


N 


dx 


U 


oo 

■/' 


cos  «X 


N 


dx,  W 


00 

/- 


cosax 


N 


dx 


\ (65) 


JV  «=  «2*  _ 2e*  COSy  + 1 = (e*  — e*y)  («*  — e *y) 

Alle  Tier  Integrale  lassen  sich  in  trigonometrische  Reihen  ent- 
Tvickeln,  wie  folgt 

U «-»yr=  ^ dx  = 2?  i)y  «-^*sinaxrfx 


jv-^e-*yv^  1 «.(X-I)y  f e-xxcosoxdx 

Je*  — e’J'  1 J 

0^  0 

Die  unter  der  Summe  stehenden  Integrale  sind  nach  der  Formel 

iii 


/•"■eiw 


P*  + 3* 


zu  berechnen.  Die  erste  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  nach  Tren- 
nung des  reellen  Teiles  Tom  imaginären 

00  co8(x  — l)y 

U - Tcosy  - 


oder 


® sin(x  — l)y 
rsiny  - « f 

GO  cos  XV 
ÜC08y-r-«i 

. « gin  »y 

t?  Sin»  — « ^ *i^„g 


Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung 

« cos  xy  Bin  »tx 

x*-|-a»’  ^”7 

so  wird 


(66) 
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V cosy  — T ^ aCf  U sin y «==  aS 
and,  wie  sich  durch  analoge  Rechnung  ergiebt, 


W cosy 

Setzt  man  jetzt 


S St 


u{z) 


smcr« 

6*  ~ i 


(67) 


(68) 


und  führe  das  Integral  f udz  um  das  unendlich  lange  Rechteck 
OABC  (Fig.  3),  worin 

0^  «=*  CB  =»  00 


so  wird 

A 


OC  -=•  i4R  »=  y 
2nn  < y < 2n  -j-  2)n 


c /‘sin  ax  ® 1 

./  “*  = ./  = 

0 0 

^ 0 
O 00 

u . dz  = — ^ ,f*  — e“®y)j 


(68a) 


(68b) 


(loc 

. (c*COSy — 1~  ie*s\ny)  . — 


il(«oy+ß~*^)(  t^cosy — 70+(«“*'—«”“*')  IFsiny) 
-f-  2(c"y+«-«y)C7siny-  (««y— «-«!')( IFcosy—F)) 


und  nach  (66)  und  (67) 
c 


(68c) 


^ udz  ^ \ !(«»*#  -}-  «~“^)  . aC7  — {e^n  — «~«y) 

. » ( . ö/S) 

+ 2 1(«“*'  + «-“y) . ttS  - (e«y  — e-«y) 


u 

Das  Integral  j^u{x)dz  zerfällt  in  zwei  Gruppen  Von  Teil- 
c 

integralen:  solche  auf  Halbkreisen  mit  dem  Radius  d um  die  Pole 
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Zk  = i2hn  A = 1,  2,  3,  . . . n 

n j 

im  negativen  Sinn  der  Drehung  — ihre  Summe  sei  ^ . D2n  — und 
solche  zwischen  den  Polen  auf  der  Y Achse  — ihre  Summe  sei 

0 

udz  =>  Ä “j“  t>S  “I“  ^ . D2n  (68d) 

c 

Die  Radien  d sollen  gegen  null  convergirende  Grössen  sein. 

Nun  ist 

n 


iS 

Z>2n  ==•  — td  ^ u{zh  -{-  ie*^)e*^dd‘ 


7t 

2 


wird  aber  d verschwindend  klein,  so  geht  Z>2*  über  in 


n g(2n+l)7ro_l_g-(2x+l)7to__g;Ta_g-;ra 

i>2»  = (69) 

Sollte  y eine  der  Grenzen  erreichen,  so  wäre  der  Integrations- 
weg noch  um  einen  Viertelskreis  zu  vermindern  resp.  zu  vergrössern. 
Es  soll  aber  später  bewiesen  werden,  dass  die  auf  diese  Weise  be- 
stimmten Grenzwerte 


D'2»  ^ \{D2n-M  “l“  D2«) 
-Ö2Hfa=  -j-  D-2n{-^ 


y = 2»7I 
y — (2n  -|-  2)n 


(69a) 


vollständig  zwecklos  sind. 


Weiter  findet  man 


R 


» 

I J (c«9  — e-“»)dy  = — 


gay  _j_  g-ay  — 2 
2^ 


271—J  in—d 


s 


-i[  f + y* + • • • y |.d#i 

0 2n-^d  2nn+d 


(70) 


Die  Pole  der  Function  (68)  sind  alle  durch  den  Integrationsweg 
ausgeschlossen,  daher  ist 
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f u dz  = 0 

woraus  die  Trennung?  des  reellen  Teiles  vom  imaginären  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (68)  — (70)  ergiebt : 


i(e“y  + C — 


e°y  — e— «.V 

^ • 


— ^ +g-°y  - 2 

dy  ' 4a^ 


n <»  1 

~ 2o  + 7 **+  o* 


(71) 


2ti— 471— 

“ML’S  ! /+/+• 

0 2n-\-d 


(72) 


NB.  Gleichung  (72)  gilt  nur  für  verschwindend  kleine  Werte 
von  ö [wäre  ö endlich,  so  wäre  die  Summe  />2»  nicht  reell,  sondern 
enthielte,  wie  man  sich  überzeugen  kann,  imaginäre  Glieder,  die  in 
(72)  auftreten  müssten!]  Nichtsdestoweniger  bleibt  das  Integral  in 
(72)  endlich  und  bestimmt,  da  die  Pole  auf  Kreisen  umgangen  wur- 
den und  daher  die  ö an  den  Teilstollen  gleich  sind. 


Unter  C und  S hat  man  sich  nicht  die  Reihen  (66),  sondern 
den  analytischen  Ausdruck  für  deren  Summe  vorzustelleu . Dann 
kann  man  C und  S nach  Belieben  difforentiiren,|  während  die  Reihen 
selbst  schon  durch  die  zweite  Differentiation  divergent  werden. 


Man  differentiire  Gleichung  (71)  nach  y;  daun  nimmt  dieselbe 
folgende  einfache  Gestalt  an 


woraus 


ay* 


a^c  - } = 0 


-i- 


(73) 


Die  Constauten  A und  B wurden  von  vornherein  mit  einem 
Index  versehen,  da  sie  von  Z>2n  abhängig  und  also  Functionen  von 
n sein  müssen.  Aus  (73)  ist 

de  n ■ Ä2n  — B2h  e“'“*' 

a^  “ 2 * 

de 

Setzt  man  diese  Werte  von  C und  ^ ein  in  (72),  so  kommt 
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Mn  + Ih»  _ ^ , L f i I 

_ e-a;i  ^ ^ ^ 


UDd  mit  Hilfe  von  (24) 


A2n  + D2n  = «("+0«^  -|-  e-{2n-\^2)an 

Setzt  man  ferner  in  (73)  y = (2n+l)7r 
80  kommt 


^2,«e(2>»+i)g7T  B2n  e-(2»-H)«^  M^4-9  £ 

und  nach  (25) 

^2»  c(2«+l)o7r  _j_  = 2 

eodass  endlich 


A2n  •=  e-(2w  + l)a;r^  „ g(2n+l)a7i 

wonach  (73)  übergeht  in  *) 


1 I « cos  Xy  <,af(2w-f-l)7r-y]  I f,-a[{.2n-\-\)n -y] 

- 2«  2.x  -s-j — ^ = 7t  . — 


Die  Differontintion  nach  y ergiebt 


(74) 


00  xsinxy  7C  ««[(2»»+i)^-yl  — e-o[(2»+i)«-y] 

x*+ ^ 

2n  7C  < y < (2n  -}-  2)tc 


(75) 


Für  diese  Gleichungen  sind  die  Grenzwerte  D2n  und  Dtn"  ohne 
Bedeutung;  ihnen  zufolge  wäre 


A'2n  = ^ (^2n— 2 *4"  “ '^(-Ö2»t— 2 “|“  -Ö2i») 

A"2n  =*=  \{A2n  + A2n\-2),  B2n"  = 4(7^2h  -f-  Ä2n+2) 


Nun  erkennt  man  aber  leicht,  dass  (74)  an  den  Grenzen  gilt,  wenn 
man  allgemein 


Ä'2n 


pÄ2n-2  -f-  qA2n 

' CvCi 

2 


setzt,  wobei  p und  q beliebige  Zahlen  sind.  Allerdings  gilt  dann 
die  Gleichung  nicht  mehr  streng,  d.  h.  sie  gilt  unter  Umständen  nicht 
mehr  an  den  Grenzen,  nachdem  man  sie  dififerentiirt  bat.  Es  wäre 
demnach  zu  erwarten,  dass  (75)  an  den  Grenzen  nur  dann  bestehen 
bliebe,  wenn 


1)  Vgl.  SchlöOBilch,  „Nene  Methode  zur  Summirung  etc.®  Gruntrt’s 
Archiv  XII,  pag  131, 


Digitized  by  Google 


Christen:  Beiträge  zur  Verwendung  des  freien  Integrationsweges.  29 


p = 5 = 1 

Poch  ist  eine  weitere  Untersuchung  darüber  gegenstandslos,  da  die 
Summe  (75)  für  die  Werte 

y mn 


SO  wie  so  ihre  Bedeutung  verliert,  wie  im  Folgenden  kurz  bewiesen 
werden  soll. 


= lim  1 

4f=o  1 

*=flO 


Es  besteht  zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  d und  r 

k 


keine  Relation,  so  dass 


ß ^ 6 . k 


eine  willkürliche  positive  Grösse  ist 


n xsinT/5  / . 

5(m»)=:±(-l)«.  lim  Z - ± (_1).»  / 

k=X  1 * *T~  « c/  ® 

0 

S(m;r)  bat  also  einen  unbestimmten  Wert,  welcher  entweder  zwischen 
— Ä'  *)  und  0 oder  zwischen  0 und  S'  liegt,  jenachdem  m gerade 
oder  ungerade  ist  und  y gegen  die  Grenze  wächst  oder  abnimmt.  Für 


p =.  5 


1 


erhält  man  bloss  den  Specialwert,  welchen  S{mn)  aunimmt,  wenn  man 
willkürlich  festsetzt,  dass,  während  y gegen  die  Grenze  mn  wächst, 
^ » Qc,  d.  h.,  dass  k von  einer  höheren  Ordnung  unendlich  werden 

soll,  als  was  aber  absolut  keinen  Sinn  hat.  — 

Für  die  folgende  Ableitung  nehme  man 

0 < y < 27s 

(worin  weiter  keine  Beschränkung  liegt)  und  integrire  Gleichung  (74), 
nachdem  man  dieselbe  durch  die  Substitution 


auf  die  Form 


« “ 0,  n = 0 

Qo  cosxy  y*  « I 


(74a) 


1)  Wobei  S'  dM  Maximum  der  Function  0 (x)  bedeutet  [vergl.  Ab- 
■chnitt  I]  ntolich  S{n)  = 1,851  936. 
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gebracht  hat,  wiederholt  nach  y zwischen  den  Grenzen  0 und  y und 
führe  nach  der  Gleichung 


30  1 


(2;r)2« 

C2n) ! 


Bin 


die  Bernonlli’schen  Zahlen  ein.  Setzt  man  endlich  noch 


2nx 


so  erhält  man  allgemein  *) 

2 . (2n)!  OO  cos2xflfa;  „ /2n\  _ „ 

-^2^  • — ,2n—  = -02»  - 2 j * 

+ (4")  B2„-4X<  - . . . + (-1)”+!  (^2") 


( — \yig^2n—l  — /p| 


(76) 


Ttx  /2«4-l\  „ /2n+l\  „ 

— = (^  ^ ^ ^ J B2n-2X- 


2 . (2n-|-l) ! 8in2x7ra;  /2n-{-l 

(27r)2«+T"  • \2n  + l I 

+ . . . + (-1)»+.  (2”+l) 

+ (— 

0 < ic  < l 


(77) 


Setzt  man  in  (76)  a;  = J , so  geht  die  linke  Seite  über  in  die 
Summe 

2(2n) ! ^ (-;i)^ 

(2x;)2n  ’ f x2»* 

welche,  wie  man  leicht  beweist,  den  Wert 

„ 22n-i  - 1 

— Bin  2211-1 

hat,  man  erhält  somit  aus  (76)  die  folgende  Recursionsformel  für  die 
Bernoulirschen  Zahlen 

2(22»— l)Ba„  = ( 2*^22»-2£2„_2— (^’‘^22*-4if2„-4+(^g)22»-6B2„_» 

- . . . + (-1)»  ( 2")2*Ä2  + (-1)"+M2n- 11  (78) 

Es  lassen  sich  ferner  für  die  Reihen 


1)  cf,  Raabe,  Crelle’s  J.  XLII,  pag.  348. 
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_ QO  cOSXy  Sn 


X»» 


X® 


(79) 


eine  Serie  von  Recursionsformeln  aufstellen  durch  Integration  der 
Function 

«2n— 1 

“W  = ^—1  (80) 

über  den  Umfang  des  Rechteckes  OABC  (Fig.  3.) 

Da,  ^ie  schon  bemerkt,  in  der  Bedingung 

0 < y < 2« 

keine  wesentliche  Beschränkung  liegt,  so  soll  dieselbe  im  Folgenden 
gelten;  cs  ist  übrigens  nach  den  für  die  Function  (68)  angestellten 
Betrachtungen  nicht  schwer , zu  dem  allgemeinen  Fall  2nn  < y < 
(2n+2)7T  überzugehen. 

Die  Teilintegrale  stellen  sich  dar  als 


^ udli  — 


% /• 1 , (2n)2"A« 

f J * " = (2"-^)’  f = i — äT— 


/“ 


dz  ^0 


c 00 

udz  = — j 
B 


• — 1) 
«2*  — 2e-'cosy  1 


dx 


/•  » riiyr 


•(fy)2»-l  («-•>  — 1)  , 
dy 


cos  y_ 


und,  weil  der  Integrationsweg  keinen  Pol  umschliesst, 

00 


(2jt)2»»  B2n 


/dx 
(x  -f*  iy)^~^  («*  cos  y — 1 — 2«*  sin  y)  ~ 


y 

+(-1)-+' . i (^ +«•  yV"*-*  c‘«  I I 


wobei 
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^ __  2e^cosy  + 1 


CO 

Zur  Ausführung  des  Integrals  / setze 


man 


m 


CD  00 

/■-r.  -/ 


dx 

N 


Dann  erhält  man  analog  der  am  Anfang  dieses  Abschnittes  für  die 
Integrale  T und  U ausgeführten  Rechnung 

m!  qo  cosxy 

_ . 7»!  00  sinxy 

(?«,  siny  «=-  ^tn+i  ^ x”‘+^ 


wonach  schliesslich 

(2x]2«  B2n-{-(—W^^ 
(2n)l 


QO  COS  Ky 
, "^2« 


g COS  Xy 

— 2i  1 x2«-2 


» sin  xy  y®  sin  xy  , 

+ yf  ^2n-l  31  " x2«-3  • • • 

n-1  ( v2A  y2*+'  „ \ 


(81) 


/*  < OO  sinxy  y % Biuxy 

i • k^l)! / ‘^""‘=•«2  • f " 2!  f 

QD  cosxy  , y*  qo  cos  xy  ) (82) 

+ • • - y 3 ! f x2«-2  — . . . 

n— 1 ( «/2A  y2A+l  1 

m-'iy- 

Will  man  zu  dem  allgemeinen  Fall  2m7r  < y < (2m  + 2)7t  über- 
gehen, so  ist  der  lutegrationsweg,  wie  im  letzten  Beispiel,  um  die 
entsprechenden  Halbkreise  (Fig.  3)  zu  vergrössern.  Es  ist  dann  in 
(81)  rechts  das  Glied 

£2«  = (-1)“  • * • ^-lyi 
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2w*7r  ^ y ^ (2fJl  -f-  2);r 

hinznzafügen.  Eino  Bestimmung  von  Grenzwerten  für  E2m  wäre 

auch  hier  völlig  zwecklos,  da  (81)  immer  das  Glied  E 

1 X 

hält,  welches  an  den  Grenzen  unbestimmt  wird.  In  (82)  hat  diese 
Erweiterung  nicht  viel  Sinn,  da,  wie  in  (72)  ein  unbequemer  Grenz- 
wert auftritt. 


Die  Recursionsformeln  (81)  und  (82)  können  zugleich  als  Dif- 
ferentialgleichungen der  Functionen  C»  und  Sn  angegeben  werden, 
deren  Lösungen  in  der  Hälfte  der  Fälle,  nämlich  für  C2n  und  >S2n+i 
durch  die  Gleichungen  (76)  und  (77)  gegeben  sind. 

Transcendente  höherer  Ordnung  sind  die  Functionen  S-in  und 
Einzig  C,  wird  durch  eine  verhältnissmässig  einfache  Func- 
tion dargestellt.  Es  ergiebt  sich  aus  (82)  für  n = l 


sin  %x  QP  cos  Kx  p ^ 

— = xE = / Ci 

1 X J " 


dx  — ®C|  + const 


Man  differcntiirt  nach  x: 


für  X = 7c  wird 

y = — {1— i + i — T*  • 

G,  = 1 = — lg (2sin0  0 < a;  < 2ts 

Die  Beschränkung  0 < « < 2rr  fällt  weg,  wenn  man  schreibt 

f 5^  = -4)g(4sin»0  (83) 

Hieraus  kommt  durch  Integration  von  0 bis  * 

p - |lg  (4sin*  I)  + ifi  ctg  I . (84) 

Es  ist  also  bereits  nicht  mehr  durch  einfache  analytische 
Functionen  auszudrücken.  Die  numerische  Berechnung  geschieht 


Arcb.  d.  Math,  a.  Fbjs.  2.  Reihe,  TI.  XVI. 
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wohl  am  besten  mit  Hilfe  der  Kinkelin’schen  Function  G{x)  *),  welche 
für  ganzzahlige  Argumente  der  Function 

G(n  + 1)  = 1*  . 2*  . 3»  . 4*  . . . n« 

entspricht.  Es  wird 


X 


tctgnt  . dt  = «lg  (28injra;)  — lg 


g(l  -«) 
Gx 


(84a) 


Diese  Formel  empfiehlt  sich  ziir  Berechnung  von  Ä,,  da  für  den 
Logarithmus  der  Function  G rasch  convergente  Reihen  existiren, 
welche  denjenigen  für  lg  F sehr  ähnlich  sind.  Die  Berechnung  kann 
mit  sehr  grosser  Genauigkeit  ausgeführt  werden,  da  die  Constanten 
dieser  Reihen 

00  1 
^*  = f 

bis  zu  &JQ  auf  30  Decimalen  berechnet  worden  sind*). 

In  Gleichung  (87)  giebt  die  Substitution  y = n 

(22-  - ) } Ä2„  - (y)  (22»-ä  - 1)  ß2»-2  + (^^")  (22-6  - 1)  . 

+ (-!;"+'  (2)^2  + ^-2  = 0 (81a) 

Dividirt  man  jetzt  Gleichung  (7n)  durch  2 und  subtrahirt  sie  von 
(81a),  so  kommt,  wenn  man  noch  n~\-l  an  Stelle  von  7»  setzt, 

C”  - (2” +2)  B2..-2  + . . . - +(-!)»  . » = 0 (85) 


Diese  Formel  ist  der  einfachste  Specialfall  einer  allgemeineren, 
von  Arndt®)  gefundenen  Formel 


K-1 

2 


X— ft — 1 
. + (-1)  ^ 


für 


/ * + l 
V*  -ft  + 1 


) 


Bx—fA  + l 


X — 27»-f-li  ft  = 2 


1)  Kinkelin,  Uobcr  eine  neue  mit  der  r Function  verwandte  Transcen* 
dento  etc.  Grelles  J.  LVII,  pag.  122. 

2)  Stieljes,  Tnbles  des  valeurs  des  sommes  Sk,  Acta  math,  IX,  299, 

3)  Grelles  J.  XXXI,  pag.  249. 
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Es  ist  dies  die  einfachste  aller  bis  jetzt  gefaodenen  Kecarsions- 
formein  für  die  Bernoullischen  Zahlen,  soviel  deren  von  Schlömilch 
Göpel*),  üiengcr®),  Malmsten*),  Worpitzky^)  und  Anderen  aufge- 
stellt  worden  sind. 


Ganz  anderer  Natur,  als  die  Lösung  der  Differentialgleichung 
(71),  an  welche  sich  die  vorstehenden  Betrachtungen  anknüpften,  ist 
diejenige  von  (72),  deren  vollständiges  Integral 


iuS 


t 

ctg  2 . dt 


ctg dt 


P 9 

ist,  wobei  p und  q die  zwei  willkürlichen  Constauten  sind, 
selben  lassen  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  bestimmen, 
erhält  entweder 


(86) 


Die- 

Man 


71 


4a  1 f «-“(»-«l  Ctg  ^ 


X*  ( X 

oder  man  schreibt  den  folgenden  Grenzwert 

p 

4«  2 = mn  ^ . .H 

d 

7t 

goy «V  /'  / ^ 

+ - 2-“(^-0]ctg  2 . d<  I 


(86a) 


(86b) 


Für  beide  Formeln  ergiebt  sich  die  Ableitung  aus  (86)  mit 
Leichtigkeit.  Jedoch  muss  ich  an  dieser  Stelle  von  einer  Behänd* 
lung  der  Function 

e ? 

1 **+a* 


in  extenso  absehen,  da  sie  zu  weit  vom  eigentlichen  Thema  dieses 
Aufsatzes  ablenken  würde. 


1)  Grunert’fi  Archiv  III.,  pag.  9. 

2)  ibid.  lll,  pag.  64. 

3)  Crelle’s  J.  XXXIV,  pag.  75. 

4)  ibid.  XXXV,  pag.  59. 

5)  ibid.  XCIV,  pag.  203. 
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II. 

Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 
von  Linien,  Flächen  und  Körpern. 


Von 

Dr.  E«  Rehfeld 

in  Elberfeld. 


Als  Huyghens  sich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte  die  Schwingungs- 
zeit eines  physischen  Pendels  zu  berechnen,  wurde  er  auf  den  Be- 
griff des  Trägheitsmomentes,  auf  den  Ausdruck  Z mr^  geführt.  Ihm 
verdankt  man  auch  den  wichtigen  Satz,  dass  das  Trägheitsmoment 
irgend  eines  geometrischen  Systems  (Strecke,  Fläche,  Körper) 
für  eine  Drehachse  gleich  ist  dem  Trägheitsmoment  des  Systems  für 
die  parallele  Schwerpunktsachse,  vermehrt  um  das  Product  der  Ge- 
samtmasse des  Systems  in  das  Quadrat  der  Abstände  der  beiden 
Achsen.  Erst  Euler  führt  für  den  Ausdruck  Zmr^  den  Namen 
Moment  der  Trägheit  — ein.  Da  das  Trägheitsmoment  eines  Systems 
in  Bezug  auf  irgend  eine  Achse  als  die  Summe  unendlich  vieler 
Producte  aus  den  einzelnen  Massenteilchen  und  das  Quadrat  der 
Abstände  dieser  Massenpunkte  von  der  Momcntenachse  ange- 
geben wird,  so  kann  dasselbe  im  allgemeinen  nur  unter  Anwen- 
dung der  Infinitesimalrechnung  gefunden  werden.  Das  in  vielen 
elementaren  Lehrbüchern  der  Physik  angewandte  Verfaliren  zur  Be- 
rechnung der  Trägheitsmomente  etwa  von  Strecken,  rechteckigen 
und  quadratischen  Platten,  Dreiecks-  und  Kreisflächen,  rechtwinkligen 
Parallelepipeda,  geraden  Cy lindem  und  Kegeln,  und  welches  darin 
besteht,  dass  mau  das  vorliegende  System  in  n Teile  teilt,  die  bei 
der  einen  Entwickelung  gleich,  bei  der  andern  ungleich  sind,  und 
für  jeden  Teil  das  Trägheitsmoment  durch  zwei  Grenzen  oiuschliesst, 

I 

I 
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führt  streng  genommen  doch  zur  Integration,  denn  man  benutzt 
schliesslich  ein  Additionsverfabren,  bei  welchem  der  Quotient 


n 


AH 


bei  constantem  ganzen  positiven  k und  unendlich  wachsendem  n 

1 


gegen  die  Grenze 


convergirt. 


Dass  aber  eine  ganz  elementare  Behandlung  der  Trägheits- 
momente vieler  homogener  Systeme  möglich  ist,  soll  diese  kleine 
Arbeit  zeigen:  sie  soll  den  Beweis  erbringen,  dass  in  vielen  Fällen 
die  geometrische  Verwandtschaft  von  Systemen  zur  Bestimmung  be- 
nutzt werden  kann.  Das  Wesen  dieser  neuen  Bestimmungsart  be- 
steht darin,  dass  man  die  gegebenen  Systeme  in  unter  sich  und  dem 
ganzen  ähnliche  Elemente  zerlegt,  und  mit  Hülfe  der  bestehenden 
Beziehungen  zwischen  den  Trägheitsmomenten  der  Teile  und  des 
ganzen  Systems,  das  letztere  berechnet.  Besonders  ist  bei  diesem 
Verfahren  noch  hervorzuheben,  dass  die  gefundenen  Resultate  in  der 
allgemeinsten  Form  auftreten,  d.  h.  für  alle  Momentenachsen  gültig 
sind.  Dieses  wird  dadurch  erreicht,  dass  bei  der  Bestimmung  der 
Trägheitsmomente  keine  Grössen  verwandt  werden,  die  dem  System 
direct  entnommen  sind,  es  werden  Projectionen  von  Strecken  auf 
eine  zur  Momeutenaebse  senkrechte  Ebene  benutzt;  und  diese  Pro- 
jectionen nehmen  eben  für  jede  neue  Achse  neue  Werte  an.  Be- 
handelt werden  die  Trägheitsmomente  der  Strecke,  des  Dreiecks, 
Parallelogramms,  der  Ellipse,  des  dreiseitigen  schiefen  Prismas, 
schiefen  Parallelepipedons , elliptischen  Cylinders,  der  dreiseitigen 
Pyramide,  des  elliptischen  Kegels  und  des  Ellipsoids. 


Die  Beziehungen  zwischen  den  Trägheitsmomenten  von  ähnlichen 
homogenen  geometrischen  Systemen  bezogen  auf  ähnlich  liegende 

Achsen. 

Werden  ähnliche  geometrische  Systeme  (Linien,  Flächen,  Körper) 
von  gleicher  Dichtigkeit  in  gleich  viel  ähnliche  Elemente  geteilt, 
ind  sind  die  Massen  von  entsprechenden  Elementen  m und  /k,  die 
Abstände  dieser  Elemente  von  ähnlich  liegenden  Achsen  r und  p, 
so  stehen  die  Trägheitsmomente  dieser  Elemente  mr*  und  /itp*,  sowie 
die  Trägheitsmomente  der  ganzen  homogenen  Systeme  und 

für  ähnlich  liegende  Achsen  in  einem  constanten  Verhältniss. 

Ist  X das  Verhältniss  von  zwei  entsprechenden  Strecken  in  dem 
ähnlichen  homogenen  Systeme,  so  ist 
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ml  fi  ""  1 : k”* 

und  zwar  ist  m — 1 für  Systeme  von  einer  Dimension  (Linien),  m = 2 
für  Systeme  von  zwei  Dimensionen  (Flächen) , w = 3 für  Systeme 
mit  drei  Dimensionen  (Körper).  Und  da  ferner 

r : p »=■  1 : X 
r*  : p*  = 1 : A* 

so  verhalten  sich 

«ir*  : |ap*  = 1 : P.»» 

2mr*  : = 1 : A** 

Für  Linien  ist  n «*=»  3,  für  Flächen  n = 4,  für  Körper  n = 5. 

Bezeichnet  man  die  Trägheitsmomente  ähnlicher  homogener 
Systeme  bezogen  auf  ähnlich  liegende  Achsen  mit  'T  und  t , so 
gilt  allgemein 

X k**T 


Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  materiellen 

Streck  e. 

Enthalte  die  homogene  Strecke  AB  (Fig.  1)  |bei  gleichmässiger 
Verteilung  die  Masse  m,  und  werde  das  Trägheitsmoment  derselben 
bezogen  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  S gehende  Momcntenachso 
hs  mit  Ts,  bezogen  auf  eine  durch  den  Eckpunkt  A zu  hg  parallele 
Momentenachse  ha  mit  Ta  bezeichnet,  so  besteht  nach  dem  Huyghens- 
schen  Satze  die  Beziehung 


wenn  l den  Abstand  des  zweiten  Endpunkts  i>  der  Strecke  von  der 
Achse  ha  oder  die  Projection  der  Strecke  AB  auf  eine  U oder  ha 
senkrechte  Ebene  angiebt.  Das  Trägheitsmoment  7$  ist  aber  gleich 
der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  beiden  Hälften  8A  und  SB. 
Da  aber  entsprechende  Punkte  dieser  Teile  von  It  gleiche  Abstände 
haben,  so  sind  die  Trägheitsmomente  von  SÄ  und  SB  bezogen  auf 
hs  gleich  und  halb  so  gross  als  Ts  selbst.  Das  Trägheitsmoment  von 
A8  bezogen  auf  ha  hat  denselben  Wort  wie  das  Trägheitsmoment 
von  SB  bezogen  auf  A«,  nämlich  ^Tg.  Nun  sind  aber  AB  uud  ÄS 
ähnlich  liegende  Systeme  für  das  Aehnlichkeitsverhältniss  k = 2 be- 
zogen auf  dieselbe  Achse  ha,  cs  ist  deshalb 

Ta  =»  2»  . ^Tg  «=  4:Tg 

Aus  den  beiden  Gleichungen  von  Ta  leitet  man  schlieslich  ab 


VOA  Linien^  Flächen  und  Körpern. 
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Belastet  man  die  Projection  um  AB  aufj  eine  zu  A«  senkrechte 
Ebene,  nämlich  AqB^  gldchmässig  mit  der  Masse  m von  AB,  so 
kann  auch 

r,  - - mP 

gedeutet  werden  als  das  Trägheitsmoment  der  Projection  Aq  B^  be- 
zogen auf  die  im  Schwerpunkt  Sq  senkrecht  stehende  Momentachse. 
Es  kann  mithin  das  Trägheitsmoment  einer  Strecke  für  eine  schiefe 
Schwerpunktsachse  ersetzt  werden  durch  das  Trägheitsmoment  der 
Projection  der  Strecke  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene, 
wenn  nur  die  Projection  die  Masse  der  gegebenen  Strecke  gleich- 
mässig  auf  die  Länge  verteilt  in  sich  birgt. 

Geht  die  Achse  durch  den  Endpunkt  A der  Strecke,  so  ist  der 
Wert  des  zugehörigen  Trägheitsmomentes 

Ts  = 4Ts  - JmZ* 

Für  die  durch  den  beliebigen  Punkt  P parallel  zu  hg  verlaufende 
Achse  Ap,  welche  von  A5  den  Abstand  u hat,  wird  das  gesuchte  Träg- 
heitsmoment 

Tp  “ Tö-f-iwtt* 

und  liegt  der  Punkt  P auf  der  Strecke  AB  selbst,  und  heissen  die 
Projectionen  der  Teile  auf  die  zu  Ap  senkrechte  Ebene  und 
s(^a  > /i),  so  ist 

i -f-  u = - - “2  ' 

und  es  wird 


Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  materiellen 

Dreiecksfläche. 

Enthalte  das  homogene  materielle  Dreieck  ABC  bei  gleich- 
mässiger  Verteilung  der  Masse  über  die  ganze  Fläche  die  Masse  m. 
Seien  DEF  die  Halbirungspunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  (Fig.  2). 
Das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  bezogen  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  S gehende  Momentenachse  As,  nämlich  Tg,  ist  für  dieselbe 
Achse  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  vier  ünterdrei- 
ecke,  welche  unter  sich  congruent  und  dem  ganzen  Dreieck  nach 
dem  Yerbältniss  A = ^ ähnlich  sind.  Die  um  das  mittlere  Unter- 
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R eh  f eldi  Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


dreieck  heramliegendcn  Dreiecke  haben  für  die  durch  die  Ecken 
B,  C parallel  zu  h,  verlaufenden  Achsen  hahhe  dieselben  Trägheits- 
momente wie  für  ha. 

Wird  nämlich  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  AEF  mit  dem 
Schwerpunkt  G für  die  zu  K parallele  Schwerpunksachse  hg  mit  tg 
bezeichnet,  während  das  Trägheitsmoment  dieses  Dreiecks  für  hs 
durch  tgt  angegeben  wird,  so  ist  das  Trägheitsmoment  dos  üuter- 
dreiecks,  wenn  der  Abstand  der  Achsen  ha  und  hg  noch  u heisst 

I ^ • 

^gs  4"  J w 

Andererseits  ist  für  die  Achse  ha  das  Moment  desselben  Dreiecks, 
wenn  v den  Abstand  der  Achsen  ha  und  hg  ergiebt 


m 


tfa  — 


Nun  ist  aber  AG  GS,  woraus  folgt  u •=  v,  es  ist  mithin 


Ebenso  besteht 


tga  tga 


ths  = thb 


iks  ^ tke 

Heisst  das  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  DEF  für  die  Achse 
ha ; ts,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Dreiecks  für  ha 

^8  Iga  "{■  fhb  -f”  4“ 


Werden  die  Trägheitsmomente  des  ganzen  Dreiecks  für  die 
Achsen  ha,  hb,  hc  mit  Ta,  Tb,  Tc  bezei  chnet,  so  liefert  die  Aehnlich- 
keit  der  Teildreiecke  mit  dem  ganzen  die  Beziehungen 


Ta  = 2^tga 
Tb  «-  2^/a6 

Ta  2^tkc 
Ta  = 2^  ta 


Nach  dem  Huygens’schen  Satze  ist  aber,  wenn  die  Abstände  der 
Achse  ^5  von  ha,  hf,  und  hc  einzeln  mit  p,  q,  r bezeichnet  werden. 

Ta  = 4“ 

Tb  ^ Ta  + mq^ 

Tc  ==  T«  4“  »”»*2 

Aus  den  letzten  Gleichungen  folgt  aber 
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7;  = jg  (Ta  + 7^  + Tc+Ts) 


12 


m(  ;,2  -f.  ^2  r*) 


Fällt  Ä5  in  die  Ebene  des  gegebenen  Dreiecks,  so  bezeichnen 
g,  und  r die  Abstände  der  Ecken  des  Dreiecks  von  der  Achse 
Steht  die  Achse  geneigt  zur  Ebene  des  Dreiecks  und  heisst  seine 
Projection  auf  eine  zu  hg  senkrechte  Ebene  so  sind  p,  3,  r 

d.  h.  die  Abstände  der  Ecken  ABC  von  ä«,  gleich  den  Verbindungs- 
linien des  Schwerpunktes  Sq  des  projicirten  Dreiecks  mit  den  Ecken 
dieses  Dreiecks  selbst.  Heissen  die  Schwerpunktstransversalen  des 
projicirten  Dreiecks  tahte-,  so  besteht  zwischen  diesen  und  den  Seiten 
rt,  b,  c der  Projection  die  bekannte  Beziehung 


und  weil 
also 


+ tc^)  - d[a^ c^) 
P Q = Vb,  r = \tc 

-j-  5*  -f-  r*  “ 


ist,  so  findet  man  auch  für  Tg  die  Ausdrücke 


Ts  •=  20  “h  + c*)  = "h  ^b"^  4" 

Steht  die  Achse  A«  zur  Ebene  des  Dreiecks  ABC  senkrecht,  so 
nehmen  p,  5,  r sowie  a,b^c  ihre  grössten  Werte  A5,  BS,  CS  an. 
Das  Trägheitsmoment  eines  Dreiecks  wird  daher  ein  Maximum  für 
eine  zur  Ebene  des  Dreiecks  senkrechte  Achse. 


Da  hg  zur  Ebene  der  Projection  senkrecht  steht,  so  kann 

l™(a»  + iä  + cS) 

auch  als  das  Trägheitsmoment  dieser  Projection  aufgefasst  werden. 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  materiellen  Dreiecks  für 
eine  beliebige  zur  Ebene  des  Dreiecks  schief  stehende  Schwerpunkts- 
achse ist  demnach  für  dieselbe  Achse  gleich  dem  Trägheitsmoment 
der  Projection  des  Dreiecks  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte 
Ebene,  wenn  die  Masse  des  gegebenen  Dreiecks  gleichmässig  über 
die  Projection  verteilt  gedacht  wird. 

Mit  Hülfe  der  gefundenen  Werte  für  das  Trägheitsmoment  eines 
Dreiecks  bezogen  auf  eine  Schwerpunktsachse  kann  das  Trägheits- 
moment für  jede  andere  Achse  nach  dem  Satze  von  Huyghens  leicht 
abgeleitet  werden. 

Für  die  zu  H iparallel  laufende  Achse  ha  durch  den  Eckpunkt 
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Reh  fe  l d : Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


A wird  das  zugehörige  Trägheitsmoment  Ta,  gleichviel  ob  ha  in  der 
Ebene  des  Dreiecks  liegt,  oder  dazn  geneigt  ist,  angegeben  durch 

Ta  ^ T,’\- 

oder  da 

P*=  + a«) 

durch 

T,  _ 1 „(3i«  + 3o*  - o*)  = ji  »I(i»  + c*  + 4(,*) 


Geht  die  Achse  durch  die  Mitte  D der  Seite  BC^  so  ist  für  die  Achse 
hd  das  Trägheitsmoment 

Tä^T.  + m (|V  - ^ m(4»  + c*) 


Wird  die  Seite  BC  Momentonachse,  so  wird  b •-=  c und  das  ge- 
suchte Trägheitsmoment  hat  den  Wert 


Fällt  die  Momeutenachso  mit  der  Transversalen  AD  zusammen, 
so  wird 


a 


und  man  erhält  für  das  zugehörige  Trägheitsmoment  den  Ansdruck 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  materiellen 

Parallelogramms. 

Enthalte  das  homogene  materielle  Parallelogramm  ABCD  (Fig.  3) 
bei  gleichmässiger  Verteilung  der  Masse  über  die  ganze  Fläche  die 
Masse  m.  Man  zerlege  das  Parallelogramm  durch  Parallele  zu  den 
Seiten  in  den  mittleren  Abständen  der  Gegenseiten  in  vier  congmente 
Parallelogramme,  die  dem  ganzen  nach  dem  Verhältniss  A = ^ ähn- 
lich sind.  Die  über  Kreuz  liegenden  Unterparallelogramme  AS  und 
CS,  sowie  BS  und  DS  haben  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwer- 
punkt S des  gegebenen  Parallelogramms  gebende  Achse  hs  dasselbe 
Trägheitsmoment,  weil  entsprechende  Punkte  von  der  Momenten- 
aebse  gleichen  Abstand  haben.  Wird  bezogen  auf  ha  das  Trägheits- 
moment des  ganzen  Parallelogramms,  sowie  der  Unterparallelogramme 
AS  und  BS  einzeln  mit  Tb,  tao)  tab  bezeichnet,  so  ist 

Ts  *=*  2{taa  “|~  Isb) 
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Heissen  nnn  die  Trägheitsmomente  des  ganzen  Parallelogramms 
für  die  zu  hs  durch  die  Eckpunkte  C und  D parallel  laufenden 
Achsen  he  und  ha  beziehungsweise  Tc  und  7k,  so  ergeben  sich  aus 
der  Aehulichkeit  der  Parallelogramme  AS  und  AC,  sowie  BS  und 
BD  für  die  ähnlich  liegenden  Achsen  hg  und  sowie  hs  und  hg,  die 
Beziehungen 

7c  = 2^tgai  7k  ==“  2^  tgb 

Andererseits  besteht  aber  nach  dem  Satze  von  Huyghens,  wenn 
e und  f die  Abstände  der  Achse  hg  von  he  und  hd  bezeichnen, 

Te=  Tg me\  Td  ^ Tg  + mp 
Aus  den  letzten  Gleichungen  leitet  man  ab 

7i  = i (r,  + Ti)  = i -1-  f^) 

Liegt  hg  in  der  Ebene  des  Parallelogramms,  so  geben  e und  f 
die  Abstände  der  Eckpunte  C und  D von  hg  an.  Für  eine  zur  Ebene 
des  Parallelogramms  geneigte  Achse  hg  können  e und  f nicht  grösser 
werden  als  die  halben  Diagonalen  des  gegebenen  Parallelogramms, 
deren  Projectionen  auf  eine  zu  hg  senkrechte  Ebene  oben  e und  f 
sind.  Es  ist  deshalb  T$  für  eine  zur  Ebene  des  Parallelogramms 
senkrechte  Ebene  ein  Maximum. 

Werden  die  Projectionen  der  Seiten  des  Parallelogramms  auf 
eine  zu  hg  senkrechte  Ebene  mit  a,  ä,  c,  d bezeichnet , so  ist , gleich 
viel  ob  hg  in  der  Ebene  des  Parallelogramms  liegt  oder  zu  derselben 
geneigt  ist, 

4(c*  -|“  f*)  “ a*  -j-  “f*  “i“ 

und  es  wird 

^ + c*  + *=  p 

Hieraus  folgt: 

Das  Trägheitsmoment  eines  Parallelogramms  für  eine  beliebige 
zur  Ebene  der  Fläche  geneigte  Schwcrpunktsachsc  ist  für  dieselbe 
Achse  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  Projection  des  Paralle- 
logramms auf  eine  zur  Momentenachsc  senkrechte  Ebene,  wenn  die 
Masse  des  gegebeneu  Parallelogramms  gleichmässig  über  die  Pro- 
jection verteilt  gedacht  wird. 

Die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  eines  Parallelogramms 
für  eine  schiefe  Achse  ist  mithin  auf  das  Trägheitsmoment  der  Pro- 
jection der  Fläche  für  eine  senkrechte  Achse  zurückführbar. 

Das  obige  numerische  Ergebniss  hätte  auch  sofort  aus  dem 


44 


Reh f eld : Jülementare  Berechnung  der  Tiägheilsmomente 


Werte  des  Trägheitsmomentes  eines  Dreiecks  für  die  Schwerpunkts- 
achse einer  Seite  gefunden  werden  können. 


Auch  hätte  man  aus  dem  Werte  für  das  Trägheitsmoment  des 
Parallelogramms,  welcher  verhältnissmässig  leichter  gefunden  wird 
als  der  Wert  des  Trägheitsmomentes  des  Dreiecks,  auf  letzteren 
schliessen  können.  Doch  sind,  wie  auch  später  noch  einige  Male, 
an  dieser  Stelle  die  Ableitungen  getrennt  durchgeführt,  um  die 
Fruchtbarkeit  des  Principes,  welches  die  Trägheitsmomente  von 
homogenen  ähnlichen  Systemen  in  Bezog  auf  ähnlich  liegende  Achsen 
in  einfache  Beziehung  setzt,  ausführlicher  darzutuu. 

Mit  Hülfe  des  gefundenen  Wertes  für  das  Trägheitsmoment 
eines  Parallelogramms  bezogen  auf  eine  Schwerpunktsachse,  kann 
das  Moment  für  jede  andere  Achse  nun  leicht  berechnet  werden. 

Für  die  Eckenaebse  hc  ist  das  zugehörige  Trägheitsmoment 


Geht  diese  Achse  durch  den  Schwerpunkt  parallel  der  Seite  BC,  ist 
also  Ä = 0,  so  ist 


Fällt  die  Achse  mit  BC  zusammen,  so  ist  das  zugehörige  Trägheits- 
moment 


Für  die  Diagonale  AC  als  Achse  ist  a = b e ^ und  es  wird 


Das  Trägheitsmo meut  einer  homogenen  materiellen 

Ellipsenfläch  e. 

Die  Ellipse  enthalte  bei  gleichmässiger  Verteilung  der  Masse 
über  die  ganze  Fläche  die  Masse  m. 

Man  teile  die  Fläche  (Fig.  4)  durch  Radienvectoren  in  eine 
grade  Anzahl  gleicher  Ellipsenausschuitte,  einer  Forderung,  der  da- 
durch genügt  wird,  dass  man  den  Hauptkreis  der  Ellipse  in  die  ge’ 


Ti  = i m'Je*  + /*)  = m(a»  + 4*  + 12  e*) 


T,  - -X,ma» 


= 
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forderte  Anzahl  gleicher  Teile  teilt  und  die  Schnittpunkte  der  Ordi- 
nalen dieser  Teilpunkte  und  der  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  verbindet.  Für  eine  durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche  S 
gehende  Momenteuachse  ha  ist  dann  das  Trägheitsmoment  der  Ellip- 
senfläche gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  einzelnen 
Ausschnitte- 

Nun  ist  aber  nach  dem  Früheren  S.  42  das  Trägheitsmoment 
eines  Dreiecks  für  eine  beliebige  Eckenaebse  ha  (Fig.  2) 


wenn  c,  /a  die  Projectionen  der  Seiten  und  der  Transversale,  die 
von  der  Ecke  A ausgehen,  bezeichnen. 

Wird  die  Anzahl  der  Ellipsenausschnitte  aber  gross,  so  kann 
man  jedem  Ellipsenausschnitt  als  ein  schmales  Dreieck  auffassen, 
m 

dessen  Masse  — ist  und  für  den  Fall,  dass  n ==  oc  wird,  erhält  man 

n 

als  Wert  für  das  Trägheitsmoment  des  ersten  Ellipsenausschnittes 
6' AB  für  die  Momenteuachse  h$ 


hl 


12 


weil  i,  c,  ta  für  die  Grenze  n oo  den  Wert  rj  des  Radiusvector  der 
Projection  des  Halbmessers  des  ersten  Ellipsenausschnittes  auf  eine 
zu  ks  senkrechte  Ebene  annimmt. 

Für  die  folgenden  Ellipsenausschnitte  flndet  man  entspechend 


1 ^ 9 

ts2  = i - V 


m 

hn  = i 

n 

woraus  durch  Addition  bervorgeht 

T«  = i - (r|  * r 4-  . . . r,»*) 

Nun  lässt  sich  aber  für  die  Projection  der  Ellipse,  welche  im 
allgemeinen  selbst  wieder  eine  Ellipse  ist,  die  Summe  der  Quadrate 
der  Radienvectoreu  zu  Paaren  so  ordnen,  dass  man  Summen 
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Rehfeld:  Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


von  Quadraten  conjugirter  Halbmesser  der  projicirten  Ellipse  er- 
hält. Heissen  ein  Paar  conjugirte  Halbmesser  der  Projection  q und 
T,  so  ist 

n*  + rj,*  -j-  . . . -f  r„*  =. 

und  es  hat  7g  den  Wert 


Ts  « + T*) 

Es  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  einer  Ellipse  für  eine  be- 
liebige Schwerpunktsachso  gleich  dem  Product  aus  der  Masse  der 
Ellipse  in  den  vierten  Teil  der  Quadrateusumme  der  Abstände  der 
Endpunkte  conjugirter  Halbmesser  von  dieser  Achse,  oder  gleich 
dem  Product  aus  der  Masse  der  Ellipse  in  den  vierten  Teil  der 
Quadratensumme  der  Projectionen  von  zwei  conjugirten  Halbmessern 
der  Ellipse  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene. 

Der  gefundene  Wert 

kann  auch  für  die  projicirte  Ellipse  (Grundellipso)  gedeutet  werden, 
und  man  findet  dann,  dass  das  Trägheitsmoment  einer  Ellipse  für 
eine  schiefe  Schwerpunktsachso  immer  auf  das  Trägheitsmoment 
der  Grundellipse  mit  senkrechter  Schwerpuuktsachse  zurückgeführl 
werden  kann,  nur  muss  dabei  der  Grundellipso  die  Masse  der  ge- 
gebenen Ellipse  zuerteilt  werden. 

Aus  dem  gewonnenen  Resultat  ergeben  sich  leicht  die  Werte 
der  Trägheitsmomente  für  bestimmte  Fälle. 

Steht  die  Achse  im  Schwerpunkt  der  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen a und  b senkrecht,  so  ist  das  Trägheitsmoment 

Ts  = iw(a*  + 6*) 

Für  den  Kreis  hat  man  für  diesen  speciellen  Fall 

Ts  «= 

Fällt  die  Achse  mit  einem  Durchmesser  k der  Ellipse  zusam- 
men, so  gilt  auch 

T,  ^ i + t*) 

es  geben  aber  in  diesem  Falle  q und  r die  senkrechten  Abstände  der 
Endpunkte  von  zwei  conjugirten  Halbmessern  der  Ellipse  von  der 
Achse  k an.  Nun  ist  aber,  wie  am  Schlüsse  dieser  Betrachtung  be- 
wiesen werden  soll,  in  jeder  Ellipse  die  Quadratensumme  der  Pro- 
jectionslote  aus  den  Endpunkten  von  zwei  conjugirten  Halbmessern 
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auf  irgend  einem  Durchmesser  X eine  constante  Grösse , gleich  dem 
Quadrate  des  Projectionslotes  aus  dem  Endpunkte  des  zu  A conju- 
girteu  Durchmessers  r auf  den  Durchmesser  k selbst.  Hat  dieses 
Projectionslot  die  Länge  so  ist 

7 s = imd* 

Fflr  die  Hauptachsen  a und  b als  Rotationsachsen  erhält  man 
die  zugehörigen  Trägheitsmomente 

Ta  — Iwö* 

Tb  i ma* 

und  für  den  Kreis  hat  man  das  specielle  Resultat 


T,  = imr« 


Lehrsatz.  In  jeder  Ellipse  ist  die  Quadratsnmme  der  Pro- 
jectionslote  ans  den  Endpunkten  conjugirter  Halbmesser  auf  irgend 
eine  Mittelpunktsachse  eine  constante  Grösse,  nämlich  gleich  dem 
Quadrate  des  Projectionslotes  aus  dem  Endpunkte  des  Halbmessers, 
der  der  Projectionsachse  conjugirt  ist. 


Haben  die  Endpunkte  E und  F (Fig.  4)  von  zwei  conjugirten 
Halbachsen  OE  ==*  a,  und  0F=  ß auf  das  schiefwinklige  Coordinaten- 
Bystem  der  conjugirten  Halbaxen  OC  =>  y,  OD  = S bezogen,  die 
Coordinaten  und  Es  bestehen  dann  die  Gleichungen 


+ yi*  ” 


y*  d* 


1 


folgt 


woraus  bei  Beachtung  der  Relation 

a*  -f-  *»  y*  -f-  d* 

«i*  + «2*  = y* 

Wird  der  spitze  Coordinatenwinkel  COD  mit  p bezeichnet,  so  ist 

a5j*8in*p  -j-ajg^sin^p  ==*  y*siu*p 
EE,*  + FE,*  -=  CC,* 
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Rehfeld:  Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  dreiseitigen 

schiefen  Prismas  mit  parallelen  Grundflächen. 

Man  zerlege  das  dreiseitige  Prisma , welches  bei  gleicher  Dich- 
tigkeit die  Masse  m haben  möge,  durch  drei  durch  die  Mitten  der 
Grundkanten  geführte  Schnitte  und  durch  einen  Schnitt  parallel  der 
Grundfläche  in  der  mittleren  Höhe  in  acht  unter  sich  congruente 
Teilprismen,  welche  dem  ganzen  Prisma  im  Vcrhältniss  A = J ähn- 
lich sind  (Fig  5). 

Das  Trägheitsmoment  des  Prismas  für  irgend  eine  Schwerpunkts- 
achse hs  wird  gleich  sein  dem  Trägheitsmoment  der  8 Teilprismen 
für  dieselbe  Achse. 

Bezogen  auf  die  Momentenachse  ä«  sei  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Prismas  T«,  das  Trägheitsmoment  des  der  Kante  AH 
anliegenden  Prismas  für  dieselbe  Achse  hs  werde  mit  tsa  bezeichnet, 
die  Bezeichnungen  für  die  anderen  Teilprismen  seien  entsprechend 
tah^  t$d  tsd,  <8c,  fs/.  Die  beiden  mittleren  Teilprismen  liegen  für  h$ 
so,  dass  sich  immer  je  zwei  entsprechende  Punkte  bestimmen  lassen, 
welche  von  hs  gleichen  Abstand  haben,  diese  Prismen  haben  des- 
halb gleiches  Trägheitsmoment,  welches  mit  t$  bezeichnet  werden 
soll  Es  besteht  demnach 

Tsa  =*  ha  “}“  hb  ”f"  hc  “j“  “1“  he  ”{~  hf  4“  2ts 

Die  um  die  mittleren  Prismen  herumliegenden  sechs  Teilprismen 
haben  für  die  durch  die  Ecken  ABCDEF  parallel  zu  hs  verlaufenden 
Achsen  ha  . . . ä/  dasselbe  Moment  wie  für  /t*;  heissen  die  Träg- 
heitsmomente für  die  neuen  Achsen  ta  . . . </,  so  ist  beispielsweise 
tga  ^ d.  h.  das  Trägheitsmoment  des  Teilprismas  an  der  Kante 
AH  hat  für  die 'Achsen  hs  und  /<«  denselben  Wert. 

Liegt  der  Schwerpunkt  des  Teilprisraas  an  der  Kante  AH  in 
und  heisst  die  durch  parallel  zu  hs  und  ha  verlaufende  Achse 
Ai  und  das  Trägheitsmoment  des  Teilprismas  für  diese  Schwerpunkts- 
achse tj,  so  bestehen,  wenn  die  Abstände  der  Achsen  hs  und  ä,, 
sowie  A,  und  h»  durch  m und  v angegeben  werden,  die  Gleichungen 

. I 9 

+ y w 

m 

ta  = <1  + g 

Nun  liegt  aber  auf  der  Verbindungslinie  von  A nach  S und 
halbirt  dieselbe,  denn  ist  G der  Schwerpunkt  der  unteren  Grund- 
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fläche  des  Teilprismas,  so  ist  einmal,  wie  beim  Dreieck  gezeigt 
wurde, 

GS  = GH 

zum  andern  liegt  auf  der  durch  G zu  HA  parallelen  Achse  in 
halber  Höhe,  d,  h.  es  ist: 

GS^  = \ HA 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Punkte  AS^S  in  gerader  Linie  liegen  und 

AÄi  = SyS 

ist.  Sind  aber  diese  Strecken  gleich,  so  sind  es  auch  ihre  Pro- 
jectionen  u und  v auf  eine  zu  senkrechte  Ebene.  Hieraus  geht 
aber  hervor 

ha  — ia 

Auf  ähnliche  Weise  wird  gezeigt,  dass 

hb  — tb 

es  ist  deshalb  auch 

Ts  = ta'^  tb  tc  td-\-  te  If  -\- 

Führt  man  für  die  Trägheitsmomente  des  ganzen  Prismas  be- 
zogen auf  die  Eckenarhsen  Äa  . . .hj  die  Bezeichnungen  Ta  . . . T'j 
eiu,  so  liegen  für  jede  Eckenachse  je  ein  Teilprisma  und  das  ganze 
Prisma  ähnlich,  und  es  liefert  die  Aehnlichkeit  der  Prismen  für  ähn- 
lich liegende  Achsen  die  Beziehungen 

Ta  = 25/a  Td  = 

Tb  = 25/i  Te  = 25/, 

Tc  = 25 /,  Tf  = 25// 

In  Bezug  auf  hs  liegt  das  ganze  Prisma  zu  den  beiden  mittleren 
Teilprismen  nicht  ähnlich.  Zieht  man  aber  durch  die  Schwerpunkte 
der  Grundflächen  des  ganzen  Prismas  O und  N zu  hs  parallele 
Achsen,  welche  von  hs  den  Abstand  haben  mögen,  so  liegen  für 
diese  neuen  Achsen  und  für  A«  die  Toilprismen  und  das  ganze  Prisma 
ähnlich,  es  besteht  deshalb  die  Beziehung 


Unter  Benutzung  der  sieben  letzten  Gleichungen  findet  man 
16  ^ ^ “t“  4"  + T»  4-  ^ 

Andererseits  bestehen  aber  nach  dem  Huyghens’schen  Satze, 
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Reh/  el dl  Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


wenn  die  Abstände  der  Achsen  hahb  • • • h/  von  hs  mit  r«  . . . r/ 
genannt  werden,  die  Gleichungen 

Ta  = ^*  + mra*  Ti  — T%  + 

71^  -=  7s  -|-  mrh  TV  =»  T»  -f- 

7c  ^ 7#  -j~  wir#*  Tf  =*  7s  -j-  wir/* 

und  es  wird 

TV  m(ra*.4-ri*  + ♦'c*  + »*o*  + ****  + 7*)+  ^ 

In  dieser  Form  können  die  Grössen  ra  . . . r/  noch  durch  die 
Projectionen  der  Kanten  des  gegebenen  Prismas  auf  eine  zur  Mo- 
mentenachse  senkrechte  Ebene  ersetzt  werden. 

Heissen  die  Abstände  des  Schwerpunktes  S von  den  sechs  Ecken 
Ra  > . . Rf  die  Grundkanten  A,  By  C,  die  Seitenkante  so  folgt 
aus  dem  Dreieck  ASD 

AS*  + DS*  = AH*  + DH*  + 2SH* 

oder 

Ra*  + Rd*  = iD*  + 2SH* 

ebenso  bestehen 

Rb*  + Re*  ==  iD*  + 2SK* 

Rc*  -1-  Rf*  — JD*  + 2SL* 

Durch  Addition  findet  man  hieraus 

Ra*  + + Rc*  + 7?d®+  Re*  + Rf*  = jD*+2(iSH-|-  SK^SL)* 

« \D*  + |(A*  + ^ + C^) 

Diese  Beziehung  geht  bei  der  Projection  auf  eine  zu  hs  senkrechte 
Ebene  über  in 

Ta*  rft*  -f“  “I“  ~h  "I“  ♦*/*  ~ 1^*  “I"  f (<**”{“  Ä*  -f*  C*) 

und  es  wird 

TV  ^ tn(a*  h*  c*  -|-  3d*) 

Das  Trägheitsmoment  eines  dreiseitigen  Prismas  für  eine  belie- 
bige Schwerpuuktsachse  ist  demnach  gleich  dem  Product  aus  der 
Masse  des  Prismas  und  dem  36ten  Teil  der  Quadratensumme  der 
Projectionen  der  drei  Grund-  und  drei  Seitenkanten  auf  eine  zur 
Momentenachse  senkrechte  Ebene. 

Stellt  man  TV  dar  durch 

r.  = im(a*  + i*  + c*)+im<i» 
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und  beachtet,  dass  ^m(a*+6*  + c*)  das  Trägheitsraoment  eines 

Schnittes  HKL  (Mitteldreieck)  parallel  zu  den  Grundflächen  durch 

den  Schwerpunkt  des  Prismas,  md^  das  Trägheitsmoment  der 

Achse  ON  des  gegebenen  Prismas  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  der 
Satz: 


Das  Trägheitsmoment  eines  dreiseitigen  schiefen  homogenen 
Prismas  ist  für  eine  beliebige  Schwerpnuktsachse  gleich  dem  Träg- 
heitsmoment des  Mitteldreiecks  und  der  Achse,  wenn  sowol  das 
Mitteldreieck  als  auch  die  Achse  mit  der  Masse  des  Prismas  be- 
lastet werden. 


Heissen  die  Schwerpunktstransversalen  des  Mitteldreiecks  /a,  hf 
tc,  so  kann  man,  wie  beim  Dreieck  Ts  auf  die  Form  bringen 

^ “1“  12 

Es  sollen  noch  einige  specielle  Werte  für  das  Trägheitsmoment  an- 
gegeben werden. 

Ist  ha  der  Seitenkante  parallel , fällt  also  A«  mit  der  Achse  zu- 
sammen, so  ist  d = 0 , und  es  wird  das  Trägheitsmoment  des  Pris- 
mas gleich  dem  Trägheitsmoment  der  Grundfläche,  wenn  dieselbe  die 
Masse  des  Prismas  enthält 


Ta  =^m(a»  + 6*  + c*) 

Ist  AH  Momentenachse,  so  ist  das  Trägheitsmoment 

r.  = i m(34*  + 3c*  - o*)  = i m(i*  + c*  +(.*) 

Das  Trägheitsmoment  für  die  Schwerpunktstransversale  HT  des 

a 

Mitteldreiecks  ist,  weil  A =>  c = ^ 


^ »wa*  + ^ ^ 

Läuft  h,  parallel  XL  durch  S,  so  ist  a = 0,  A = c und  das  Moment 
wird  angegeben  durch 

i m(24*  + 3d>) 


Für  die  Momentenachse  XL  wird  das  Trägheitsmoment 

4* 
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Rehfeld:  Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


+ 3«*)  + m (|y  = ^«.(24»  + 

Geht  die  Momentenachse  durch  die  Ecke  L des  Mitteldreiecks 
HKL^  so  ist,  da  der  Abstand  der  parallelen  Achsen  hs  und  ht  gleich 
Itc  ist, 

Ti  = + 

welcher  Ausdruck  wegen  der  Relation 

“ 2a»  + 2^.2  _ c» 

auch  in  die  Form  gebracht  werden  kann 


7^  = gg  w(3a2  + 3J2  + \2tc^  ■+  3rf*) 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogen  schiefwinkligen 

Parallelepipedons. 

Man  zerlege  das  Parallelepipedon,  welches  bei  gleicher  Dichtig- 
keit die  Masse  m enthalten  möge,  durch  drei  durch  die  Mitten  von 
je  vier  parallelen  Kauten  geführte  Schnitte  in  acht  congruente  Teile, 
welche  dem  gegebenen  Körper  nach  dem  Verhältniss  ä «=  4 ähnlich 
sind  (Fig.  6). 

Inbezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  S des  ganzen  Paral- 
lelepipedons gehende  Momentenachse  hg  haben  je  zwei  über  Kreuz 
liegende  Teilparallelepipeda,  so  SA  und  SG  etc.  dasselbe  Moment, 
weil  die  Elemente  dieser  Körper  einander  so  zugeordnet  werden 
können,  dass  dieselben  von  der  Achse  h»  gleichen  Abstand  besitzen. 
Die  Trägheitsmomente  der  Teilparallelepipeda  für  die  Achse  ä,  mögen 
heissen  Isa  « • • /sA,  dann  wird  das  Trägheitsmoment  des  ganzen 
Parallepipedons  für  die  Achse  hs  angegeben  durch 

Ts  = '^{tsa  “l“  hb  “f“  tsc  -|-  tsd) 

Heissen  nun  die  Trägheitsmomente  des  ganzen  Parallelepipedons 
für  die  zu  hs  durch  die  Eckpunkte  EEGH  parallel  laufenden  Achsen 
he  . . . hh  beziehungsweise  Te  . . . 7*,  so  ergeben  sich  aus  der 
Aehnlichkeit  der  Parallelepipeda  SO  und  EC,  für  die  zu  den  Körpern 
ähnlich  liegenden  Achsen  hs  und[/i#;  SD  und  FD  für  ä,  und  A/;  SA 
und  GA  für  hs  und  hg\  SB  und  HB  für  hs  und  hh  die  Beziehungen 

Te  = '2H,c  Tg  = 

Tf  — Th  =•  2Hsh 
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V erden  die  Abstände  der  Ecken  EFGH  von  hs , oder  die  Pro- 
jcctiouen  der  halben  l'iagoualeii  des  Parallclcpipedous  auf  eine  zu 
hs  senkrechte  Ebene  mit  rf  V/rgTh  bezeichnet,  so  bestehen  auch  nach 
dem  Satze  von  Huyghens  die  Gleichungen 

Ts  ==  Ts  + Tg  = Ts  + mr/ 

Tf  = Ts  -f  mr/®  Th  = ^ -f  mr/.« 

woraus  man  ableitet 

Ts  ^ 

Zwischen  den  halben  Diagonalen  des  Paiallelepipedons  /?c,  -ß/,  Fg.  Eh 
und  den  Kanten  desselben  A,  Ä,  C besteht  aber,  wie  durch  einfache 
Rechnung  gefunden  wird,  die  Beziehung 

/?,*  + Rf^  + Rg^  + Rh^  = -f  -j-  c* 

welche  für  die  Projection  auf  eine  zu  A«  senkrechte  hibene  über- 
geht in 

-h  7*  + + »’Ä*  =«  «2  4-  A*  -f  6-2 

so  dass 

T.  ■ i m(o»  +b^  + c*) 

wird,  wenn  abc  die  Projectiouen  von  drei  in  einer  Ecke  zusaranieu- 
stossenden  Kanten  auf  eine  zu  hs  senkrechte  Ebene  bedeuten. 

Das  Trägheitsmoment  eines  schiefen  Parallelepipedons  ist  dera- 
uach  gleich  dem  Producto  aus  der  Masse  in  den  zwölften  Teil  der 
Quadratensumme  aus  den  Projectioneu  der  vier  halben  Diagonalen 
oder  der  drei  Kanten,  die  eine  Ecke  bilden. 

Bringt  man  Ts  in  die  Form 

Ts  = ^ wi(a*  + + p 

und  beachtet,  dass  ~ des  Trägheitsmoment  eines  Schnittes 

X w 

KLMN  (Mittelparallelogramm)  parallel  den  Grundflächen  durch 
den  Schwerpunkt,  me*  das  Trägheitsmoment  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  der  Grundflächen  OP  d.  h.  der  Achse  be- 
zeichnen, so  kommt  man  zu  dem  Satze; 

Das  Trägheitsmoment  eines  schiefen  Parallelepipedons  für  eine 
beliebige  Schwerpuuktsachse  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  des 
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Rehfeld:  Kleineniare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


Mittel  Parallelogramms  und  der  Achse,  wenn  Mittelparallelogramm 
und  Achse  einzeln  mit  der  Masse  des  Parallelepipedons  belastet 
werden. 

Ist  Äs  der  Kante  AE  parallel,  so  ist  r,  = vg  und  r/  = rh  und 
ferner  c =*  0,  man  erhält  die  bei  dem  Parallelogramm  gefundenen 
Werte 

üTa  — I w(rs®  + r/)  — I + q^) 

= ^ + Ä*) 

Fällt  Äs  mit  AE  zusammen,  so  ist 

Ta  = Ts  + + r/*) 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  elliptischen 
Cylinders  mit  parallelen  Grundflächen. 

Man  zerlege  den  Cylinder,  dessen  Masse  bei  gleicher  Dichtigkeit 
m sein  möge,  durch  Achsenschnitte  in  eine  gerade  Anzahl  (n)  glei- 

7tl 

eher  Ausschnitte  von  der  Masse  — . Legt  man  durch  den  Schwer 

n 

punkt  S des  Cylinders,  der  im  Mittelpunkt  der  Achse  AD  liegt, 
eine  Momentenachse  äs,  so  ist  bezogen  auf  diese  Achse,  das  Träg- 
heitsmoment  des  Cylinders  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente 
der  einzeln  Cylinderausschnitte  (Fig.  7.) 

Nach  dem  Früheren  ist  aber  das  Trägheitsmoment  eines  drei- 
seitigen Prismas  für  eine  Achse  durch  die  Mitte  einer  Kante  (Fig.  5) 

«=»  gg  m(3n*  -j-  3ä*  -|-  -j-  3d*) 

wenn  a,  Ä|,  u die  Projcctionen  der  Seiten  und  der  Transversale  des 
Mitteldreiecks  von  der  Ecke  L aus  und  d die  Projection  der  Seiton- 
kante  des  Prismas  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene 
bezeichnet. 

Wird  die  Anzahl  der  Cylinderausschnitte  sehr  gross,  so  kann 
man  jeden  Ausschnitt  als  ein  schmales  dreiseitiges  Prisma  von  der 

m 

Masse  — betrachten , und  für  den  Fall  n oo  wird  das  Trägheits- 
moment des  ersten  Ausschnittes  für  die  Achse 
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s 

1 


1 =(3V  + 3.,>  + 12V+3<i*) 

Im  1 m 

2 n * ' 12  n 


weil  für  n = 00,  a = b = = r,  gleich  dem  Radiusvector  der  Pro- 

jection  dos  Halbmessers  des  ersten  Ellipsenausschnittes  wird,  der  in 
der  Mittelellipse  des  Cylinders  liegt. 

Für  die  folgenden  Cylinderausschnitte  erhält  man  die  entspre 
cheuden  Werte  für  die  Trägheitsmomente 


ts 

2 


+ 12  n 


*=*  5 + »*2®  + • • • 

Durch  Addition  findet  man  das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  für 
eine  beliebige  Schwerpunktsachse 

Die  Summe  der  Quadrate  der  n Radien vectoren  der  Projection 
der  Mittelcllipse,  lassen  sich  aber  zu  Paaren  so  anordnen , dass  man 
iU  Summen  von  Quadraten  conjugirter  Halbmesser  der  projicirten 
Ellipse  bekommt  Heissen  demnach  ein  Paar  conjugirte  Halbmesser 
der  Projection  q und  t,  so  ist 

+ T*)+  i md» 

Für  die  Achse  ä«  kann  gedeutet  werden  als  das 

Trägheitsmoment  des  elliptischen  Schnittes  (Mittelellipse),  der  pa- 
rallel einer  Grundfläche  durch  den  Schwerpunkt  des  Cylinders  gelegt 

ist,  ebenso  kann  als  das  Trägheitsmoment  der  Cyliuder- 

Achse  AD  angesehen  werden.  Man  kann  demnach  für  die  Schwer- 
punktsache den  Satz  aufstellen: 

Das  Trägheitsmoment  eines  elliptischen  Cylinders  ist  gleich  dem 
Trägheitsmoment  der  Mittel- Ellipse  und  der  Achse,  wenn  die  Mittel- 
Ellipse  sowol  wie  die  Achse  mit  der  Masse  des  Cylinders  belastet 
werden. 
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Rehfeld:  Elementare  Rerechminq  der  Trägheitsmomente 


Wird  die  Achse  des  Cyliuders  zur  Moraeutcuachse,  so  ist  O 
uud 

7^6  == 

Fällt  die  Achse  mit  einem  Durchmesser  der  Mittel-Ellipse  zu- 
sammeu,  so  ist  nach  dem  bei  der  Ellipse  angestellteu  Betrachtungen 

r,  ^ -f  n*)  -f  ^2  \ f2 

wenn  I und  n die  Abstände  der  Endpunkte  conjugirter  Durchmesser 
von  der  Momcntenachse  bezeichnen,  und  o den  Abstand  des  End- 
punktes des  zur  Momcntenachse  conjugirten  Durchmesser  "von  der 
Drehachse  angiebt. 

Für  die  mit  den  Hauptachsen  2p  und  2q  der  Mittel-Ellipse  zu- 
sammenfallenden Momentenaclisen  sind  die  Trägheitsmomente 

Tp  i 

Tq  i ^2 

Wird  der  Cylinder  zu  einem  Rotationscylinder,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment für  eine  im  Schwerpunkt  auf  der  Achse  senkrechte 
Momcntenachse 

TV  = i mr*  ^ 

Für  die  geometrische  Achse  des  Rotationscylinders  erhält  mau 
das  Trägheitsmoment 

T = 


Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  dreiseitigen 

Pyramide. 

Es  sollen  zunächst  einige  allgemeine  Betrachtungen  über  die 
Lage  des  Schwerpunktes,  und  überdies  Beziehungen,  idie  zwischen 
den  Kantenlängen  und  den  Verbindungsstrecken  des  Schwerpunktes 
mit  den  Ecken  und  den  Kantenmitten  bestehen,  abgeleitet  werden. 
(Fig.  8). 

Drei  durch  die  Mittender  Kanten  geführte  Ebenen  EFG^  FJK,  FGIIJ, 
zerlegen  die  Pyramide  in  zwei  congruente  Pyramiden  (gleiche  Grund- 
fläche und  Höhe),  welche  der  gebenen  Pyramide  nach  dem  Verhält- 
niss  A » ^ ähnlich  sind  und  in  zwei  dreiseitige  iuhaltsgleiche  Prismen 


Digltized  by  Google 


von  Liuien,  Flächen  und  Körpern. 


57 


Grundfläche  X ^ zugehörig.  Höhe  = | geh.  Pyramide).  Es 
teilt  demnach  das  Parallelogramm  FGHS  {FG  und  JII  parallel  und 
gleich  \ BC)  die  gegebene  Pyramide  in  zwei  inhaltsgleiche  Hälften, 
es  enthält  deshalb  das  Parallelogramm  den  Schwerpunkt  der  Pyra- 
mide. Für  die  Parallelogramme  EFHK  und  EGKJ  gilt  dasselbe, 
es  liegt  mithin  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  im  Schnitte  der  drei 
Parallelogramme,  d.  h.  im  Schnitte  S der  Diagonalen  des  Parallelo- 
gramms FGHJ.  Beachtet  man,  dass  EFGHJK  Halbirungspunkte 
der  Kanten  sind,  so  findet  man,  dass  der  Schwerpunkt  auf  den  Verbin- 
dungslinien der  Mitten  gegenüber  liegender  Kanten  liegt,  und  dass 
diese  Verbindungslinien  im  Schwerpunkt  halbirt  werden.  Zerlegt 
man  andererseits  die  gegebene  Pyramide  durch  Schnitte  parallel  der 
Fläche  ABC  in  viele  dünne  Platten , so  liegt  der  Schwerpunkt  jeder 
Platte  und  mithin  auch  der  Schwerpunkt  S der  Pyramide  auf  der 
Verbindungslinie  der  Spitze  D mit  dem  Schwerpunkt  O der  Grund- 
fläche. Ist  L der  Schnitt  der  Transversale  DO  mit  der  Ebene  EFGj 
so  ist  DL  LO,  es  ist  aber  auch  LS  = SO  weil  FS  = SH  ist, 
woraus  hervorgeht  SO'  = ^ DO.  Es  teilt  mithin  der  Schwerpunkt 
einer  Pyramide  die  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem  Schwer- 
punkt der  Gegenfläche  nach  dem  Verhältniss  1 :3. 

Ist  N der  Schwerpunkt  der  Teilpyramide  DEFG^  so  halbirt  JN 
die  Strecke  Z)S,  denn 

3 3 

DN  = DL  - DO 

4 ö 

1 1 1*3 

iVÄ  = AX  + DiS  =•  - DO  + 50  = ^ Z)Z  -f-  - DO  = ^ DO 

Aus  den  Dreiecken  DAK^  DBH  und  DCJ  leitet  man  ab] 

2D0*  = DA^  + DK^  = AO^  — OK^  = DA^  + DA'*  - SOA« 

= DB^  -f  DH'^  - DO*  — OH^  = DB^  -j-  DH^—  30H^ 

DJ*  - 002  — 0J2  --  D02-f  DJ2  — 60J2 

Für  die  Begrenzungsflächen  bestehen  die  Beziehungen 

4DA*  - 2DD2  -f  2D02  — BC'^ 

4D//2  = 2D0*-f  2DA*  - 
4DJ2  = 2D^2  ^ 2DD*  — AB* 

woraus  folgt 

4(DA*-|-D/Z*+DJ*)  ^A{DA*-]-DB*  + DC^)-  {AB*+ BC*  + CA*) 
A{AK*-\-BH*+CJ*)  = 3(AD*+AC2+6X*) 
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Rehfeld:  Elementare  Eerechnung  der  Trägheitsmomente 


OK^  + OÄ*  + OJä  = i (^j5»  + J3C»  + CA*) 

Bei  Bemerkung  dieser  Formeln  findet  man 

JDO*  - i(  DA^  + Dßi  + DC*)  — -I-  BC^  -f  CA*) 

und  weil  DS  = |DO 

DS*  = ^ (Da*  + DB*  + ßc*)  - ^ + äC»  + CA*) 

In  ähnlicher  Weise  leitet  man  ab 
cs*  = ^ (CM*  + CB*  + CD*)  _ 1 (4D»  + DB*  + BA*) 

BS*  = ^ (BA*  + BC*  +,BD*)  - ^ (4D*  + DC*  + CA*) 

^5*  = 1 (AB*  + MC*  + AD*)  - i (BC*  + CD*  + DB*) 
hieraus  geht  hervor: 

= \{DA*-\-DB*-\-DC*+AB*+BC*-\-CA'*) 

Es  ist  also  die  vierfache  Quadratensumme  der  Verbindungslinien 
des  Schwerpunktes  mit  den  Ecken  gleich  der  Quadratsumme  über 
den  Kanten. 

Es  bestehen  ferner  die  Gleichungen 

2SE*  <=  SA*  + SD*  - DE*  — AE^  = SA*  + SD*  - ^DA* 

2SF^  = /ST)*  + 8B»  ~ \DB* 

2SG*  = SD*  + SC*  — iZ)C* 

2SJ*^  SB*+SA*  - {AB* 

2SH*^  SA*  +/SC*  - \AC^ 

2SK*=  SB*  + SC*  — {BC* 

woraus  folgt 

2{SE*+SR*+SG*-\-SH*+SJ*-{-SE^)  « S(SA*+SB*+SC*-{-SD*) 

— i{DA*+DB*+DC*-\-AB*-^BC*-\-CA*) 
= SA*-\-SB*+SC*+SD* 

= l{DA*+DB*+DC*+JB*+BC*-\-CA*) 

Die  achtfache  Quadratensumme  der  Verbindungslinien  des  Schwer- 
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Punktes  mit  den  Kantenmitten  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
über  den  Kanten. 

Es  bedarf  wol  kaum  einer  Erwähnung,  dass  die  abgeleiteten  Be- 
ziehungen auch  für  die  Projectionen  der  Strecken  auf  dieselbe  Ebene 
richtig  bleiben. 

Nach  diesen  einleitenden  Betrachtungen  soll  nun  die  eigentliche 
Aufgabe  die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  einer  dreiseitigen 
Pyramide  in  Angriff  genommen  werden.  Enthalte  die  Pyramide  bei 
gleicher  Dichtigkeit  die  Masse  m. 

Das  Trägheitsmoment  der  Pyramide  bezogen  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  S gehende  Achse  hs  wird  gleich  dem  Trägheitsmoment 
der  beiden  Teilpyramiden  und  der  beiden  Prismen  sein,  in  die  ein- 
gangs die  Pyramide  zerlegt  wurde. 

Heisst  in  Bezug  auf  hs  das  Moment  der  gegebenen  Pyramide 
Ts,  und  wird  für  dieselbe  Achse  das  Trägheitsmoment  der  den  Ecken 
ABCD  anliegenden  Teilkörper  entsprechend  tsa,  tsb,  tge,  tsd  genannt, 
80  besteht 

Tg  ==»  tga  + '•6  + isc  “I“  hd 

Die  Trägheitsmomente  tga  und  tac  sind  als  Trägheitsmomente  von 
halben  Parallelepipeda  für  Achsen,  die  durch  den  Schwerpunkt  S der 
ganzen  Parallelepipeda  gehen , sofort  ihrem  Werte  nach  anzugeben. 

Wird  durch  sa  die  Projection  der  Strecke  jSA  auf  eine  zu  A« 
senkrechte  Ebene  bezeichnet,  und  haben  die  Strecken  die  durch 
kleine  Buchstaben  angegeben  werden,  entsprechende  Bedeutung,  so  ist 

taa  (se*  + Sf^  -f-  sg*  -f  sa^) 

tsb  = ^ (sA*  -{-  si^  -|-  »A*  sc*j 

Die  Trägheitsmomente  der  Teilpyramiden  an  den  Ecken  B und 
D bezogen  auf  /ig  nämlich  tgb  und  tgd  sind  gleich  den  Trägheits- 
momenten tb  und  td  dieser  Pyramiden  für  die  durch  B und  D pa- 
rallel zu  hg  gezogenen  Achsen  hb  und  hd.  Heisst  nämlich  das  Mo- 
ment der  Teilpyramide  DEFG  für  die  an  hg  parallele  Achse  hn  durch 
den  Schwerpunkt  N dieser  kleinen  Pramide  so  haben  die  Achsen 
hg  und  hd  von  hn  gleichen  Abstand  u,  weil  ND  «=  NS  ist,  und  es  wird 

tsd  ^ td^  tn  + 

Analog  zeigt  man  die  Gleichheit  von  tsb  und  4. 
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Reh  fei  fi : Elementare  Berechnung  der  'Trayheilsmomente 


Die  Teilpyramiden  au  den  Ecken  B und  D liegen  zu  der  ganzen 
Pyramide  in  Bezug  auf  die  Ecken  Aclisen  und  h,i  ähnlich,  und 
da  die  Pyramide  ebenfalls  ähnlich  sind,  so  besteht,  wenn  die  Träg- 
heitsmomente der  ganzen  Pyramide  für  /<6  und  mit  7*  und  7^ 
bezeichnet  werden 

n = 2^tb  Ta  = 2^ta 

und  da  nach  dem  Huyghens’schen  Satze 

Tb  = 7’,  -j-  m 
Ta  = Ts  + 

so  findet  man  für  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Pyramide 

+ ^ ^ + 

und  weil 

2{se^  af^  -j-  ag^  -j-  si^  -|-  sfe*)  = sa^  -{-  -}-  ac^ 

“=»  J (da^  (16^  -j-  dc^  a6^  -|-  ftc*  -|-  ca'^ ) 

7s“—  7u(ae^  “I“  * “I“  “h  “1“ 

= 2q  -}-  “l“  ac^  -|-  ad^) 

=•  ^ m(da^  -}-  dö^  “h  “I"  4“ 

Hieraus  gehen  die  Sätze  hervor: 

Das  Trägheitsmoment  einer  dreiseitigen  Pyramide  für  eine  be- 
liebige Schwerpunktsachse  ist  gleich 

1)  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  lOten  Teil  der  Quadra- 
tensumme  der  Projectionen  der  Transversalen  vom  Schwerpunkt 
nach  den  Mitten  der  Kanten, 

2)  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  23ten  Teil  der  Quadra- 
tensumme  der  Projectionen  der  Transversalen  vom  Schwerpunkte 
nach  den  Ecken, 

3)  dem  Producte  aus  der  Masse  in  den  SOten  Teil  der  Quadra- 
tensumme  der  Projectionen  der  Kanten, 
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wenn  die  Projectionen  erfolgen  auf  eine  zu  der  Momenteuachse 
senkrechte  Ebene. 

Wegen  der  Relation 

da^ db^ dc^  = 

kann  man  auch  schreiben 

Ist  ha  der  Kante  DA  parallel,  so  ist 

da  =0,  de  — ac^  db  = ab 

und  es  wird 

Ta  = ■^m{2  db^-\-2  dc^ -\-bc'^)  -=  -^j^m{2dk'^ bc^) 

Wird  DA  zur  Momenteuachse,  so  ist  das  zugehörige  Trägheits- 
moment 

(dk\ 2 1 1 

- j = ^ 1 2 dh^  + bc^)  = ^ in{m^  -f  3r/c2  _ 

Für  die  Schwerpunktstransversale  DO  wird  das  Trägheitsmo- 
ment, da  sd  — 0 und  8o^-{-sb'^-\-se^  = \^{ab'^-\~hc“-{-ear)  ist 

Ts  = ^ m{ab'^  -f-  itf*  -|-  ca^)  = ^ ra(o7i^  -|-  bt^  -{“ 

Fällt  die  Achse  mit  der  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier 
Gegenkanten  mit  FH  zusammen,  so  ist  das  Moment 

^ m{se^  + sg^  + si^  -j-  .sA;^)  = i m[se  + cg^) 

x\ß  O 


Wird  die  Schwerpuukstransversale  einer  Begrenzungsflächc  DK 
Momenteuachse,  so  ist  das  Trägheitsmoment 


m{.\ak^  -|-  3ck^  — ac*  -|-  Sak^  -|-  Sbk^  — ab^) 

= ~ m ai+  j ic»  — ac*  - ai*  ^ = ~m 

-\-\bc^  — ac^--ah^ 


.2ac^  -[■  — bc^) 


= ^ra{ac'^+ab^) 


Für  die  zu  ha  parallele  Eckenachse  durch  D findet  man 
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Reh/eld:  EUmtntare  Ütrecknung  der  Trägheitsmomente 


und  weil 

3(</«*+cfö*-f  de*)  — (aÄ*-fic*  + ca*) 
Ta  = — m(da*-j-dÄ*  -f-dc*)  -j-  ^m.«d* 

= ^ w»(da*-f-dÄ*-{“  *^*“1“  9do*) 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  elliptischen 

Kegels. 

Man  zerlege  den  Kegel,  der  bei  gleicher  Dichtigkeit  die  Masse 
m enthalte,  durch  Achsenschnitte  in  eine  gerade  Anzahl  (n  =>  2p) 

gleicher  Ausschnitte  von  der  Masse  ~ (Fig.  9). 

Legt  man  durch  den  Schwerpunkt  /S  des  Kegels,  der  die  Achse 
nach  dem  Verhältuiss  1 :3  teilt,  eine  beliebige  Momeutenaebse , so 
ist  für  diese  Achse  das  Trägheitsmoment  des  Kegels  gleich  der  Summe 
der  Trägheitsmomente  der  einzelnen  Ausschnitte.  Heissen  die 
Schwerpunkte  von  zwei  sich  diametral  gegenaberliegenden  Aus- 
schnitten AB^C^D^  aB^C^D  bezüglich  Pj  und  so  sind  die  Träg- 
heitsmomente dieser  Ausschnitte , welche  bei  grossem  n als  schmale 
dreiseitige  Pyramiden  aufgefasst  werden  können,  für  die  durch 
und  Pg  zu  Jia  parallelen  Achsen  Äp,  und  Äp,,  wenn  die  Projectionen 
der  Kanten  auf  eine  zu  ha  senkrechte  Ebene  mit  kleinen  Buchstaben 
bezeichnet  werden 

^ ^ -f  Cjd*  -f  dh^') 

h*  “ 80  n 

Bezogen  auf  die  Achse  ha  wird  die  Summe  der  Trägheitsmomente 
der  beiden  Ausschnitte,  deren  Grundflächen  J5, CjZ)  und  B^C^D  con. 
gruent  sind,  angegeben  durch 

(,,  ==  i “ [(ai.*+ai,‘)+(a«,*+a<:,)*+2a,7*+2i.o,*+2<:,^+2rfi,*] 

+ ^ (Pl«*+P2^*) 
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wenn  jt>, « und  p^s  die  Abstände  der  Achsen  hp^  und  hp^  von  Äs  be- 
zeichnen. 

Heissen  Oj  und  Og  die  Schwerpunkte  der  congrnenten  Flächen 
ÄjCiD  und  so  teilen  P,  und  Pg  die  Strecken  AO^  und  AOg 

nach  dem  Verhältniss  1 : 3,  und  weil  auch  DS  »=  JAS  ist,  so  wird 

PjS  = j 0,Z)  und  PgS  = i^OgZ) 

sein.  Nun  teilen  aber  und  Og  die  gleichen  Schwerpunktstrans- 
versalen DG^  DG^  der  congruentnn  Flächen  und  B^C^D  nach 

dem  Verhältniss  1 : 2,  so  dass 

O^D  = iDG^  und  P,S  - PgS  = ^DG^ 

ist  Für  die  Dreiecke  CiACg  und  BjAB^  bestehen  ferner 

die  Beziehungen 

4PGJ,*  = -f  2C^D^  — PjC’,* 

+ ACg*  «=-  2CiD*  -f-  2AD* 

ABi*  + ABg*  — 2P,Z)*  + 2AZ)2 

Beachtet  man,  dass  die  letzten  vier  Gleichungen  auch  für  die  Pro- 
jectionen  bestehen  bleiben,  dass  also  die  Relationen  gelten 

Pi*  = P2*  = 

4adi*  =«  2Äjrf*  — Ä,Cj 

acj*  -j~  acg®  = 2cjd!*  -}-  2d^ 
oÄj*  4-  «Äg®  -=  2Äj<P  4-  2od* 

SO  kann  nunmehr  der  Ausdruck  für  ts , in  die  Form  gebracht  werden 

^ F 

Für  den  Grenzfall  n wird 

Äjd  = dci  ==  d'5'i 

gleich  dem  Radiusvector  rj  der  Projection  des  Halbmessers  des 
Ellipsenansschnittes,  der  als  Grundfläche  zu  dem  betrachteten  Kegel- 
ausschnitt gehört;  die  Projection  erfolgt  hierbei  auf  eine  zur  Mo- 
mentenachse  senkrechte  Ebene. 

Es  nimmt  für  diesen  Grenzfall  den  Wert  an 
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Hehfeld:  jLlementare  Berechnung  der  Trägheitsmomeme 


3 m 3 m 


5 n 


40  n 


Für  die  folgenden  Paare  von  Kegel ausscbnitten  erhält  man  die 
entsprechenden  Werte  für  die  Trägheitsmomente 

3 m ^ , 3 m 

= r - ~r  Tfx  ~ 

o n ' 40  7» 


Isil 


3 7n  u , 3 m ^ 

K ::  **»•  -f- 

^ 7i  40  7i 


Durch  Summation  dieser  Gleichungen  findet  man  das  doppelte 
Trägheitsmoment  des  Kegels  für  eine  beliebige  Schwerpunkts- 
achse hs 

2Ts  ==  5 “ (^1^  + ^,2)  ad^ 

und  da  auch  hier  wie  bei  der  Ellipse  und  dem  Cylinder 

»*1*  + »*2*  + • • • + » = i»*  (p^  + T*) 
so  hat  man,  wenn  noch  ad  =«=  d gesetzt  wird 

p und  T bezeichnen  in  dieser  Formel  die  Projectionen  von  zwei 
conjugirten  Halbachsen  der  Grundfläche,  d die  Projection  der  Achse 
des  Kegels  auf  ein  zur  Moinenteuachse  senkrechte  Ebene. 

Geht  die  Ache  durch  den  Schwerpunkt  D der  Grundfläche,  so  ist 
Td  = + T*)  + ^ m . 

Für  eine  Achse  durch  die  Spitze  A ist  das  Trägheitsmoment 

Wird  die  Achse  des  Kegels  AD  zur  Momentenachse , so  wird  das 
Moment  angegeben  durch 

Tod  ="  ^ m(p2  4-  T*) 
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welches  für  den  Rotationskegell  (r  = Radius  des  Grundkreises) 
übergeht  in 

Für  einen  Durchmesser  der  Grundfläche  als  Achse  findet  man 
den  Wert  des  Trägheitsmomentes 

T = + w*)  -f 

wenn  l und  n die  Abstände  der  Endpunkte  conjugirter  Durchmesser 
der  Grundfläche  von  der  Momentenachse  angeben. 

Für  die  Hauptachsen  (p  und  q Hauptachsen)  hat  man  die  Werte 
3 1 3 1 

^ + IQ 

ist  = so  geht  der  elliptische  Kegel  zum  Rotationskegel 

über,  dessen  Trägheitsmoment  in  diesem  Falle  angegeben  wird  durch 


Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen 

Ellipsoides 

Man  denke  sich  das  Ellipsoid  (Fig.  10 ) , welches  bei  gleicher 
Dichtigkeit  die  Masse  m enthalten  möge,  durch  Ebenen  durch  den 
Mittelpunkt  in  n = Sp  (d.  h.  durch  3 teilbar)  unter  sich  gleiche 

m 

Ausschnitte  von  der  Masse  — geteilt 

Für  eine  durch  den  Mittelpunkt  (Schwerpunkt  S des  Ellipsoides 
gehende  Achse,  wird  das  Trägheitsmoment  des  Ellipsoides  gleich  der 
Summe  der  Trägheitsmomente  der  n einzelnen  Ausschnitte  sein. 
Wird  die  Anzahl  dieser  Ausschnitte  aber  gross  genommen,  so  kann 
jeder  als  eine  schmale  dreiseitige  Pyramide  mit  kleiner  Grundfläche 
angesehen  werden.  Nach  dem  Früheren  wird  aber  das  Trägheits- 
moment einer  dreiseitigen  Pyramide  SABC  für  die  Eckenachse  h$^ 
wenn  «a,  «i,  «c,  so  die  Abstände  der  drei  Eckpunkte  ABC  und  des 
Schwerpunktes  O der  Grundfläche  ABC  von  der  Momentenachse  be- 
zeichnen, oder  wenn  «a,  «i,  sc,  so  die  Projectionen  -von  5A,  <SR,  SC 
und  SO  sind,  angegeben  durch 


Axch.  d.  Math.  u.  Phye.  2.  Reihe,  TI.  XVI. 
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Rehfeld:  Elementare  Berechnung  der  Trägheitsmomente 


^ sb'*  -f-  äc®  + 9«o*) 


Wird  die  Anzahl  der  Ausschnitte  des  Ellipsoides  unendlich 
gross,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  ersten  Ausschnittes 


weil  für  die  Grenze  « 


sa 


3 wt 

= 5 n ’•*’ 
00  die  Abstände 
sb 


sc 


80 


gleich  sind  der  Projection  des  Radiusvector  nach  dem  Ober- 
flächen-Element,  welches  die  Grundfläche  der  ersten  Teilpyramide 
bildet,  auf  eine  zur  Momentenachse  senkrechte  Ebene. 

Für  die  folgenden  Ellipsoidenausschnitte  erhält  man  in  Bezug 
auf  dieselbe  Achse  hs  entsprechende  Werte 


'*1 


3 m 
5 «’•* 


3 m 

tsn  ~ f'nr 

0 n 

woraus  man  durch  Addition  das  Trägheitsmoment  Ts  des  Ellip- 
soides findet 

^»  ==  5 “ (»*1*  + V + • • • + 

Nun  lassen  sich  die  n Quadrate  der  Projectionen  der  Radien- 
vectoren  des  Ellipsoides  so  anordnen,  dass  jedesmal  die  Projectionen 
Ton  drei  conjugirten  Halbachsen  zusammenstehen,  und  da  die  Qua- 
dratensumme  der  Projectionen  von  drei  conjugirten  Halbachsen  nach 
Salmon-Fiedler  3.  Auflage  1879  Art.  99,  auf  eine  beliebige  Ebene 
constant  *)  ist,  so  hat  man 


*)  Für  dai  Ellipsoid  ist  ein  gant  elementarer  Beweis  wol  kaum  zu  er- 
bringen. Hier  mOge  der  Satz  für  die  Kugel  bewiesen  werden.  Es  stehen  bei 
der  Kugel  die  conjugirten  Halbachsen  (Radien)  senkrecht  zu  einander.  Bildet 
die  Momentenachse  hs  mit  einem  beliebigen  System  conjugirter  Radien  dio 
Winkel  aßy,  so  ist 

=-  r®(8iü*a-f-sin*/?-(“SiQ*y)  “ 3r*— r*(cos*a+co®V"hcos*y) 
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n*  + »*2*  + • • • + + ff*  + 1^*) 


wenn  p,  ff,  t die  Projectionen  von  drei  beliebigen  conjugirten  Halb- 
achsen des  gegebenen  Ellipsoides  auf  eine  zu  der  Momentenachse 
ht  senkrechte  Ebene  bezeichnen,  und  es  wird 

Ts  ==»  5»^(?*  “I“  ff*  "i“  O 

Für  die  Hauptachsen  a,  5,  c des  Ellipsoides  hat  man  die  Träg- 
heitsmomente 

Ta  = + 

Ti  ■=  ^ m (c*  + a®) 

Tc  - lm{a^  + b^) 


Das  Trägheitsmoment  für  einen  Durchmesser  der  Engel  hat  den 
speciellen  Wert 

Tr  - 


Fallt  man  nm  den  beliebigen  Punkt  P der  Momentenachse  auf  die  Ebene 
durch  je  zwei  Badien  die  Lote  PPi,  PPa,  PP»  so  besteht,  wenn  Ä der 
Mittelpunkt  der  Kugel  ist, 

SP*  - SP*  + SPt*  + 

woraus  folgt 


SP,*  + SP,*  + SP,t  , , , , , 

s — ! — * -=  C08*«  + COsV  + «OS*y 

SO  daaa 

pS  -|-  ff*  -j-.  T*  sn  2r* 
ist  nnd  T»  den  Wert  annimmt 

T$  — |mr* 


— 1 


6* 
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Sporen  üeber  gomometrtsche  Relationen^  die  bei  der 


lU. 

üeber  goniometrische  RelationeD,  die  bei  der 

Kreisteilung  auftreten. 

Von 

Prof.  Dr.  B.  Sporer  in  Ehingen  (Wflrtemberg.) 


I.  üeber  gewisse  Fanctionen. 

Darch  den  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  sei 
eine  „ungerade  Anzahl  von  n Geraden  gelegt,  die  den  Yollwinkel  in 
2n  gleiche  Teile  zerlegen.“  Deren  Gleichungen  mögen  sein: 

Xj  -=  ajein«!  — ycos«i  = 0 wo 
Lj  — «sinaji — ^coso^  ==  0 

Lj  — «sinas  — yCOSas  *=  0 


Ln  “ OJSinofn — ^COSQTn  0 

t 

Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  ein,  so  stellen  die  sich  ergebenden  Werte  L/^  Lj\  L^  . . • 
Lj  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Geraden  L dar,  und 
zwar  haben  alle  Punkte  auf  der  einen  Seite  einer  dieser  Geraden 
positive  Entfernungen  und  alle  auf  der  andern  Seite  negative  solche 
Entfernungen,  und  wir  können  gewissermassen  von  einer  positiven 
und  einer  negativen  Seite  dieser  Geraden  reden.  Beschreiben  wir 


«I  — a 


2n 

Uj  z=s  a-\ 


«s  ■“«+ 


n 

n 


(1) 


2(n~l) 


Kreisteilung  auj treten. 
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um  den  Ursprung  einen  Kreis  und  bezeichnen  die  verschiedenen 
Seiten  die  Geraden  L längs  dieses  Kreises  durch  die  Zeichen  + 
und  — , so  erhalten  wir  die  durch  die  Figur  1 ersichtliche  Anord- 
nung und  es  tritt  also  in  Bezug  auf  diese  Zeichen  längs  des  Kreises 
eine  gewisse  Symmetrie  auf,  die  wir  als  cyklische  Symmetrie 
bezeichnen  wollen. 

Es  möge  nun  etwa  die  Function 

K(L)  — Lyf  -{-  Z/jP  -|-  Z»3P  . . “f*  i^nP 
=.  2! LP  — 2(x  sin  a — g cos  a)P 

gegeben  sein.  Setzen  wir  hier  den  Wert  der  Function  gleich  einer 
Constanten  A,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

F(L)  — A 

die  im  allgemeinen  eine  Curve  des  pten  Grades  darstellt,  etwa  eine 
Curve  Cp.  Diese  letztere  Curve  hat  aber  offenbar  die  Halbirungs- 
linien  der  Winkel,  die  je  zwei  aufeinanderfolgende  Geraden  L mit 
einander  bilden,  zu  Symmetrieachsen.  Seien  nämlich  P,  und  P* 
zwei  zu  einer  dieser  Halbirungslinien  symmetrische  Punkte,  so  sind 
die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Werte  F(L)  dieselben,  indem  die 
Entfernungen  dieser  Punkte  von  den  Geraden  Ly  abgesehen  von 
einer  Vertauschung  unter  denselben,  gleich  sind  und  auch  mit  den 
Vorzeichen  übereinstimmen.  Ist  p zudem  gerade,  so  sind  auch  die 
Geraden  L selbst  solche  Symmetrieachsen,  indem  je  zwei  einer  Ge- 
raden L symmetrisch  gelegene  Punkte  Pj  und  P3  von  den  Geraden 
L ebenfalls  entsprechend  gleiche  Entfernungen  haben,  die  Verschie- 
denheit einzelner  Vorzeichen  aber  ohne  Einfluss  ist. 

Diese  Eigenschaft  beschränkt  sich  aber  keineswegs  auf  das  oben 
gewählte  Beispiel  einer  solchen  Function,  sondern  wir  werden  viel- 
mehr eine  beliebig  grosse  Menge  solcher,  in  den  Werten  L homo- 
gener Functionen  aufstellen  können,  die  alle  gleich  Constanten  ge- 
setzt im  allgemeinen  Curven  darstellen,  die  n oder  2n  Symmetrie- 
achsen haben,  je  nachdem  die  Function  von  ungerader  oder  von 
gerader  Ordnung  ist  Eine  solche  Function,  die  auf  diese  Eigen- 
schaften führt,  möge  kurz  eine  cyklisch-symmetrische  Function 
der  L genannt  sein,  ln  Bezog  auf  den  Wert  p haben  wir  weiter 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Fall:  p ungerade  und  <[  n. 

Bleiben  wir  bei  dem  obigen  Beispiel.  Die  Gleichung 

F{L)  — 0 
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ist  dann  Ton  ungeradem  Grade  und  muss  also  notwendig  einen  re- 
ellen Factor  ax-\-by  enthalten.  Da  das  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellte System  von  Geraden  aber  n Symmetrieachsen  besitzt,  liefert 
die  Gerade  *=»  0 wenigstens  weitere  n — 1 Geraden,  die 

gleichfalls  in  F{L)  — 0 als  Factoren  enthalten  sein  müssten.  Dies 
ist  aber  nicht  möglich,  da  F{L)  nur  vom  Grade  p ist  Hieraus  folgt 
aber,  dass  die  Function  F{L)  identisch  verschwinden  muss  ; oder: 

„Jede  cyklisch-symmetrische  Function  von  ungerader  Ordnung 
„kleiner  als  n verschwindet  stets  identisch.“ 

II.  Fall:  n ™ |>. 

Ist  dagegen  n = p , so  wird  es  möglich  sein  solche  n lineare 
Factoren  zu  erhalten,  die  n Gerade  mit  n Symmetrieachsen  dar- 
stellen. Aber  auch  jetzt  noch  werden  diese  Geraden  mit  den  Ge- 
rad  en  L oder  aber  den  Symmetrieachsen  selbst  zusammenfallen  müssen, 
indem  für  eine  andere  Annahme  einer  solchen  Geraden,  unmittelbar 
2n  solcher  Geraden  aus  den  obigen  Symmetrien  sich  ergeben.  Kehren 
wir  jetzt  zu  unserer  Figur  zurück  und  nehmen  an,  die  Geraden 

ax  by  = 0 

fallen  auf  die  Symmetrieachsen,  so  wären  diese  Geraden  aber 
Asymptoten  der  Curven  F{L)  — A,  und  aus  ihrer  Eigenschaft  als 
Symmetrieachsen  würde  unmittelbar  folgen,  dass  sie  zugleich  Rück- 
kehrtangenten für  Rüc  kkehrpunkte  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
wären.  Auf  dieser  letzteren  müssten  also  n solche  Rückkehrpunkte 
liegen,  und  das  ist  unmöglich.  Die  Geraden 

CUB  hy  =:  0 

müssen  also  notwendig  auf  die  Geraden  L selbst  fallen,  oder: 

„Jede  cyklisch-symmetrische  Function  vom  Grade  n zerfällt  in 
„das  mit  einem  constanten  Factor^  multiplicirte  Product  der  Ge- 
„raden  X».“ 

HI.  Fall:  p gerade  und  <C  2n. 

Setzen  wir  auch  hier  die  Function  F\L)  — 0,  so  muss  die- 
selbe in  p/2  Factoren  ax^-^bxy-\-cy*  fallen.  Aus  den  2n  Symmetrien 
folgt  aber,  dass  diese  Factoren  mindestens  in  die  Zahl  n auftreten 
müssten,  wenn  sie  nicht  die  Form  haben.  Da  das  erstere 

nicht  sein  kann  ist  nur  das  zweite  möglich,  aber  dann  ist  die  Glei* 
chnng 
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P 

F(L)  = a[x^-\-y^f 


gültig  und  wir  erhalten: 


„Für  gerade  p <^2n  ist  jede  cyklisch-syrametrische  Function 
, „der  Ordnung  p gleich  einer  mit  einer  Constanten  multiplicirten 
, Potenz  von  und  dieselbe  gleich  einer  Constanten  gesetzt 

, stellt  pj  concentrische  Kreise  dar/‘ 


IV  Fall: 


P ungerade  und  oder  p gerade  und 


Ganz  gleicherweise  finden  wir  für  ungerade  p'^n,  dass  die 
gleich  null  gesetzte  Function , wenn  p 2n  ist,  in  die  Geraden  L 
und  eine  Potenz  von  **-|-y*  zerfällt.  In  allen  andern  Fällen  aber 
wird  F{L)  = 0 nur  aus  den  Factoren  i,  aus  Gruppen  von  2n 
Factoren  ax-\-hy  und  aus  Factoren  bestehen  können.  Wir 

werden  uns  jedoch  auf  die  drei  ersten  Fälle  beschränken. 

Ist  n gerade,  so  fallen  je  zwei  Geraden  L aufeinander,  für  un- 
gerade p tritt  keine  Symmetrie  auf,  aber  wir  werden  doch  auch  hier 
von  F{L)  behaupten  können,  dass  cs*  oft  verschwindet,  indem  die 
Glieder  sich  dann  paarweise  aufheben.  Ist  dagegen  p gerade,  so  ist 
die  Zahl  der  Symmetnieachsen  gleich  n und  wir  erhalten  für  die 
Gültigkeit  des  Satzes  in  Fall  III.  die  Bedingung  p C^u. 


II.  Gonio metrische  Gleichungen. 

1)  Möge  das  Zeichen  = identisch  gleich  null  bedeuten.  Aus  dem 
Satze  im  ersten  Fall  in  I.  folgt  aber  für  p = 2g-|-l  unmittelbar  die 
Gleichung 

JS^(xsina  — ycos«)2?+'  =0,  für  -f-  1 n (3) 

Geben  wir  hier  q nach  einander  die  Werte  0,  1,  2,  3 . . . und 
setzen  die  Coefficieuten  gleich  null,  so  erhalten  wir  aber: 

^sin  a =-  sin  aj-j-sin  or3-|-8in  ofg  + • • . + sin  ofn  =•  0 
<£sin’a  «=*  sin*ai-j~81fl*<^*“l“8in®03  sinken  “ 0 

i^sin^a  «==  sin^ai-f-8in^«j-|-*^'^*®3  “f“  • • • *4"  sin^an  ==  0 

2’sin‘^a  «=-  iin'^aj-f-sin'^ag+sin^crg  -j-  . . . -j-  sin'^ffn  = 0 
u.  s.  w.  für  Exponenten  <1  n.  Ebenso  ist 
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2c08  a = COS  «1  + COS  «t  + . . . + COS  -»  0 \ 

Zcos^a  —»  COS®«!  -f"  cos®cfj  "I"  • • • “f“  cos*a»  — 0 / (5) 

Scos^a  «=>  COS®0fj  COS®C3  . -j-  COS^fffi  “■  0 / 

u.  s.  w.  fttr  Exponenten  •<  n. 

Ausser  diesen  Relationen  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  z.  B. 
noch: 


2^sina»*cosa*  — cos’'«,  sin»«j  + cos*'  «2  sin*  «g  + . 
wo  r -\-t  = 2q-{-  1 


. + cos’'  ffn  sin*  «n 
- 0 


also  eine  ungerade  Zahl  <^u  ist.  Ueberhaupt  können  wir  ans 
dem  in  Fall  I.  Bemerkten  scbliessen,  dass  jeder  solche  cyklisch- 
symmetrische  Ausdruck,  der  in  den  Werten  cos«  vom  Grade  r 
und  in  den  Werten  sina  vom  Grade  s ist,  gleich  null  wird,  wenn 
r+5  ungerade  und  n ist. 


2)  Ist  p gerade  « 2q  und  <C2n,  so  sehen  wir,  dass  z.  B.  die 
Gleichung 


-J?(a;sina  — yC08«)27  = a{x*  + y*)’ 


gültig  ist,  wobei  a eine  bestimmte  Constante  ist.  Entwickeln  wir 
beiderseits  nach  dem  binomischen  Satze,  so  erhalten  wir 

^^^^sin29-2a  . C08*a 
. . . = a ^x2?  + ^^^x2?-2y2  V + . . . ^ 


af2j^sin2v« — ^ cosa  -|- 


und  hieraus  durch  Gleichs  etzung  der  Coefficienten  rechts  und  links: 


^sin2?  a — a 
Z sin2?— I a . cos  a — » 0 


2^8in2?-2a  . cos*c  »= 


a 


Xsin29-*a  . cos*«  = 0 


2sin27-*a  , cos^a 


a 


Kun  ist  aber  auch 


! 


U.  8.  W . 


(6) 
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2^(ßin*«  + C0S*a)9  -=  n 

oder  entwickelt: 

-Ssin2?-2a  . cos*a  + 2?  . cos**«  + . . . 


— n 


Setzen  wir  aber  hierin  die  in  Gl.  (6)  erhaltenen  Werte  ein,  so 
finden  wir  für  a den  Wert 


n 


a •— 


ß) , ö , ® , 

+ /9n\  “T  /9n\  + 


(?)(?)(?) 


♦ • + 


S) 


=zn.(p{q)\  (7) 


Nach  den  Gleichungen  (6)  ist  aber  auch 


2sin29-2  ^ cos*« 


G) 

ß) 


. tp{q)  . n 


Setzen  wir  hierin  für  cos*«  aber  1 — sin*«,  so  erhalten  wir 


2J8in*9~2«®  — i^sin^?  = n . q>(q  — 1)  — n . <jp(g) 


und  also: 

fpia) 

Es  ist  aber  unmittelbar: 


G) 

(?) 


n . <p{q) 


22  — 1 


also 


und  allgemein 


(p(2) 


1 . 3 


22 

9(1)  » i 
9(3) 


. 9(2—1) 


1.3.5 


<p(a) 


2 . 4’  2.4.6 

1.3.5.  . .22  — 1 

2.4.6.  . .22 


(8) 


Geben  wir  jetzt  q nach  einander  den  Wert  1,  2,  3,  4,  5 . . . , so 
finden  wir  ferner 

sin*«  — 8in*«i  + sin*«,  sin*«3  + . . . + 8in*«n  ^ 


(9) 
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£ ßin^a  = sin^cfj  -|-  sin*«,  -|-  sin^ers  + . . . +8in*a» 

1^3 

“ 2. 4 


(9 


. n 


-S’sin®«  =»  sin^ai  + + sin^Oa  -}-  • 


a.  s w.  Ebenso  wird 


. + 8in®«w 
1.3.5 
“2.4.6 


. n 


1 13 

£ cos*«  =“  £ sin*a  = ^ • Wj  £cos*a  — -Jsin^o  — . n 

" 2.4 

_ c . c 1.2.5 

.2cos^a  =*  .J8in®a  = r — r — ^ . n 

2.4.0 

u . 8.  w.  für  Exponenten  <[  2n. 

3)  Es  ist  auch 

cos”“^«  . sinket  = cos““2cr(l  — cos*«)  =»  co8“~*a  — cos®« 
C09**”^a  . sin*«  = cos”~*«  — ^j^cos**"^«  -f~  cos”« 

cos”“®«  . sin®«  = cos”-®«  — cos”-^«+  Q^cos”-^;«  — cos”« 


(10) 


und  allgemein 


C08«”-29  . sin^?« 


cos”~^?a  — . C0S”-*9+2flf  cos”-*9+®« 

— . . . -j-  ( — 1)?  . cos”« 


Ist  n ungerade,  und  geben  wir  « nach  einander  die  Werte  «, 
«2,  «8  . . . «»  und  addiren,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  , da 
alle  Werte  -^cos”~2p  verschwinden  (Gl.  *1): 


J’cos”-2?«  . sin^v«  «=  (— i)v  . 2^ cos”« 
Ganz  ebenso  finden  wir 

-2’sin”-®9«  . cos^v«  = (—  l)v  . 28in”a 
Weiterhin  ist  aber 


(11) 


COSn« 


= COS”  — ^2^  coß”-2  « . sin*«  + cos”-®«  . sin 


i®«  — 


Ist  auch  hier  n ungerade  und  setzen  wir  wieder  für  « nacheinander 
die  Werte  «j,  «j  . . . und  addiren,  so  folgt  aber,  da  cosn«^  = 
cosn«2  cos  n«8  -=  . . . ist,  mittelst  der  Gleichungen  (11): 
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ncosno  — 1 1+  (2)  + (4)  + (e)  + • • • } 


nu 


n . C08  na  \ 
2»-l 


oder  da  der  Ausdruck  in  der  Klammer  + “ 2”"*^  ist: 

n . cos  na  — 2**”^  . -Ic08"a 

Oder  wir  halten 

2'C0S»»a  = cos”«!  + C0S»*flf2  + • • ♦ + C08”a»  «= 

und  ebenso: 

^ sin**«  — sin*»«!  + sin**«j  + . . . + 8in**«n 
* 

n . sin  na 
” 2»»-* 


(12) 


n— 1 


. (-1) 


Kehren  wir  jetzt  zu  der  Gleichung 

-SL**  = ^(o  sin  a — g cos  «)**  = k 

zurück,  wo  k eine  Gonstante  ist,  und  entwickeln,  so  erhalten  wir  aber 
«»♦^sin**«  — a:**“^  g ^sin**“^ « . cos  0 

^2)***”^  ’ • cos*«  — ...  ^ k 

und  hieraus  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (11)  und  (12): 

£(x  sin«  — y cos«)**  = |«**  — ac**-"^  . y* 


"t“  ^4)®**  ’ ^ * * * ( 2**~^  ’ ” ^ 

~ {3'”  ■“  (2)^'^  . . y»*-ö  . X*  — . . . I 


n— 1 


(13) 


COSn« 

• 


. n = 


Nach  dem  Fall  III.  in  I.  fanden  wir  aber,  dass  27Z.**  in  das  mit 
einer  Gonstanten  t multiplicirte  Product  UL  der  Geraden  Z zer- 
fallen muss,  und  wir  haben  also: 

2;z**  = t . HL  (14) 

Hieraus  folgt  aber  zur  Bestimmung  der  Gonstanten  c,  wenn  wir  auch 
die  Prodncte  aus  den  Werten  sin  « resp.  cost«  niit  I7sin«  und  I7cos 
bezeichnen: 


76 


Sporer:  Ueher  goniometrisehe  Relationen,  die  bei  der 


£sin"a  — e . i7sina  und  Uco8**a  = t . ^cosc 
Aus  Gl.  (13)  erhalten  wir  nun  weiter 

n-1 


£ . Tlsma  = (—  1) 


n . sinn« 


2n-i 


(15) 


f . ncoso  = 
Nun  ist  aber  auch 


n . COSncK 


2n-l 


n — 1 


£ . 77sin2o  = (—  1) 


n . sin  2aa 
2»*-l 


(16) 


indem  die  Werte  2a  gleichfalls  eine  Reibe  Ton  a Winkeln  bilden, 
welche  sich  mit  den  einer  Reihe 

, , An  - , 2(n  — 1)* 

+ • • -^  + ^- 

decken,  wenn  wir  für  Winkel  > 2n  den  um  2n  yerkleinerten  setzen 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen  (15)  erhalten  wir  ferner 

n— 1 


2"  . . Ifsina  . II  cosa  — ( — 1) 

« = w,  also  mittelst  Gl.  (16): 
£L*  =nIIL 

n — 1 


n*  . sin2no 
2**-l 


(17 


rZsina  — ( — 1) 


smna 

• n — 1 


I CO®"® 

ilcos«  = + 

n— 1 
2 

iltanga  — (— 1)  . tang na  I 

Ausserdem  erhalten  wir  noch  die  interessanten  Relationen: 
1 2 sin»*a  — n . II  sin  a — 0 
.Scos^a  — n . IZcosa  = 0 
So  ist  z.  B.  für  n = 3: 


(18) 


(19) 


DIgitized  by  Google 


KreisUilung  auflreten. 


77 


m»a-|-Bin»fo+y)4-sio’(“+y)— 3““«  • s‘”(“+y) 

. 8in^o+^^  ”•  0 

OS®«+C08*^a+^^4‘®®**(“"t'y)~3cOBO  . C08^o+-^ ^ 

(«+y)  = 0 


. cos 


Die  Gleichung  2L*^  = nIIZ  können  wir  aber  auch  schreiben: 


n— 1 


- {f- •+(>-.-•-.  ■ . Y^= 

n . nsinaix  — j/COta)  = » . ncOBa(a;tanga  — o;)| 

— { ^ — Gt  a;”~^  . y G'jaj**~2  . y*  — »G^  , sc**“* 

= 2””^  ' ^ I « « 


. 3/*  + . . . ) 

= _ (y  - ' + ff»  - fi,*»»-»  + . . . ) 


wobei  Gf,  G^  . . , die  Summen  der  Comhinationen  der  ersten, 
zweiten,  dritten,  u.  ß.  w.  Classe  der  Werte  cota  und  ebenso  ^T,, 
die  der  Werte  tang«  sind.  Durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten 
rechts  und  links  erhalten  wir  aber  daraus: 


“ + ( 

COtnß 

und  — ± 

tang  na 

5) 

8«^ 

11 

-H 

) 

— 1 

COtn« 

tang  na 

i“  + 1 

C) 

«‘“±G 

:) 

««  -{- 

cot  net 

U.s.w.  fl's  ±^| 

tang  na 

G,- 


Go  « — 


G. - 


(20) 


4)  Die  so  gefundenen  Gleichungen  gestatten  es  uns  wieder  eine 
Menge  neuer  aufzustellen.  Auf  solche  führen  uns  z.  B.  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Coefficienten  einer  Gleichung  und  den 
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Potenzsummen  der  Wurzeln  der  Gleichungen.  Bezeichnen  wir  go 
die  Summen  der  Combinationen  der  ersten  Classe  der  Werte  sin« 
oder  cosa  mit  Cp,  so  erhalten  wir  ans  den  Gleichungen  (4)  und  (9): 


C?i  — 0,  62  j.  1 * 2*  * \ 

Cj  üj  C?4  ““  ^ “■  ^)  I 

C5  = 0,  Q • ^6  • — 4)  (n  - 5)  \ J21) 

C,  - 0,  Cs  -=  + ^ . ^8  . »(«  - 5)  (n  - 6)  («  - 7)  j 

C,  = 0,  C,o  = — ^ . n(n— 6)  (n— 7)  (n—  8)(«-9)  j 

u.  B.  w.  oder  auch  umgekehrt  geordnet: 


- , 1 

1 

Cn-2  = ± j-|  • 

2*»-4 

1 

1 

i 

II 

+1 
09|  1 

• 

2H-1 

, 1 

1 

tW-6  — ± • 

2»-i 

1 

1 

Cti—7 7 1 * 

2»*-i 

. n 


. n . (n*  — 1) 


. n . (n*  — 1)  (n*  9) 

. n . (n8  - 1)  (n*  — 9)  (n^  — 26) 


u.  s.  w. 


Ebenso  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Summen  der  Combinationen 
aus  den  Werten  sin*a  oder  cos*«  der  einzelnen  Clasgen  durch  A> 
Z>2f  • • • bezeichnen: 


2r" 

Z?2  •=»  • 4^  • ^) 

Z>5  “ 4)  (2n  — 5) 
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^*=ii- 

1 

27 

. n(2n  — 

5)  (2n  - 

- 6)  (2n  - 7) 

1 (23) 

“ 5l  • 

1 

2» 

. n(2?»  ~ 

- 6)  (2n  ’ 

- 7)  (2n  — 8)  (2n  - 9)  1 

* 

u.  s. 

W.  j 

Insbesondere  ist 

Dn-i  — 

n* 

22h-2 

(24) 

5)  Bezeichnen  wir  ebenso  die  Summen  der  Combinationen  der 

^ und  : mit 


einzelnen  Classen  aus  den  Werten 


sin  a cos  « 

. resp.  Fj,  Fg,  /’s  . . . , so  erhalten  wir  weiter : 


Ft 


± 


C|i— 1 


IZsina  sinna 


w , . n 

und  F|  =-  i 


On—2 

Ugino 


0 


cos  na 


F,  =0 


F,  — 


H-q 


Unna 


n n»— 1 
3 1 sinna 


F,-± 


n n*  — 1 
3 ! * cos  na 


F,= 


ilsina 


0 


F.  =0 


(25) 


F.  = 


Ch—S 

Dsina 


E.  - 


Cn-6 

Ilsina 


n 

M 


(n*  - 1)  (n*  - 9) 


Sin  na 
n 


und 


± 


(»«  - 1)  (»«  - 9) 


61  • 


cos  na 


0 und  F«  =»  0 u.  s.  f. 


6)  Die  Gleichungen  (20)  ermöglichen  uns  es  auch  Formeln  für 
die  Summen  der  Potenzen  der  Tangenten  und  Cotangenten  der  Winkel 
a anfzustellen.  Durch  die  oben  erwähnten  Newton’schen  Beziehungen 
erhalten  wir: 


Jj  = Ftanga  =■  tangna  = J-  n . tangna  (Euler) 

Jg  F tang*a  = ^2^  lang*  na  -f  2 *tang*  na 

-|-  n(n  — 1) 


) 


(26) 
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Jg  2 tang*a  “*  i ^ tang^na  + Kt)  G)  na 

+»©  lang  na 

= i n^tang^na  + n(n®  — 1)  lang  na 


J4  — Z tang*a 


0' 


— n*tang*na  -f-  — l)tang*na 

+ — 1)  (»»^  + ^ ~3)  / 


nnd  so  weiter.  Ebenso: 


(26) 


K — 2^cot  a -»  4“  "COt  na  (Euler) 

Kg  “■  ^COt*a  — n*cot^na  4"  — 1) 

Kg  =■  JJcot^a  = n*cot*na  + w(n*  — l)cotna 

K^  = £ cot^a  «=»  cot^na  4“  |”*(»»*  — 1)  cot*«a  4“  — 1) 

. (n*  4~  **  — 

n.  8.  f. 


(27) 


7)  Desgleichen  finden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (25)  die  Re- 
lationen : 


M, 

Mg 

M, 


£ 

£ 


n 


81U  a 

1 

sin*a 


8in  na 
>8 


(Euler) 


n* 


sin®  na 


n^ 


1 n(n*  — 1) 


sin*a 

sin®na  2 

sin  na 

£ 

1 

n*  2 n 

2(n»  - : 

sin*a  ~ 

sin*na  3 

sin*na 

V 

n» 

5 n*(n*  — 1) 

+ 4 

sin*  na 

6 ! sin%a 

18  — 


l)(n*-9) 


Sin  na 


etc. 


(28) 


Und  dann 
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^1 

Nt 

Ns 

N, 


Z + 

cos  CC  — 

« 1 


n 


n 

COS  na 
2 


(Euler) 


C08*a  e08*na 


z 

z 


cos®a 

1 

cos^a 


+ 


C08*na 


n’ 


COS^wa 


n («* — 1) 

2 COS  na 

2 r^n^-1) 

‘6  cos^na 


U.  8.  W. 


(29) 


Die  in  den  Gleichungen  (20),  (22),  (25),  (26)  und  (29)  ent- 
haltenen doppelten  Vorzeichen  beziehen  sich  auf  die  Fälle,  in  denen 
fi  = 4p + 1 oder  = 4p  — 1 ist. 


8)  Zum  Schlüsse  wollen  wir  hier  noch  die  Werte  ableiten,  die 
wir  für  die  Summen  des  Producte  von  je  zwei  aufeinander  folgenden 
Werten  sina  oder  cosa  aufstellen. 


Wir  haben: 

sin  ap  . sinap+i  = sinofp  ^sin  ap 

also: 


27T  . 2?r 

COS  — + sin  — . cos  ap 
n ' n ^ 


^ sin  ap  . sinap+i  = 2^sin*ap 


27t  . . 2tc 

cos h sin  — 

71  n 


-Z  sin  ap  . cosap 


Nun  finden  wir  aber  aus  unserem  allgemeinen  Satze,  dass 

Z sin  ap  cos  a«  = 0 
und 

Z sin^ap  = ^ 

ist,  und  erhalten  also  : 


und  ebenso 


„ V • • n 2ti 

-isinap  . sinapfi  = - . cos  — 

2 U 


/-\ ^ w 

H ==  cosap  . COSttpi-i  = g . cos  


(30) 


III.  Goniometrische  Relationen  für  gerade  n. 

1)  Wir  haben  bisher  immer  n als  ungerade  vorausgesetzt.  Ist 
n gerade,  so  gelten  eine  Reihe  der  entwickelten  Relationen  entweder 
überhaupt  nicht  oder  nicht  mehr  bis  zu  denselben  Grenzen  n — i 
resp.  2n— 2,  jenachdem  die  Functionen  von  ungerader  oder  gerader 
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Ordnung  sind.  Die  Werte  sin«  und  cos«  resp.  ihre  Verbindungen 
treten  zudem  jetzt  paarweise  auf,  und  cs  sind  für  Functionen  un- 
gerader Ordnung  diese  Paare  von  entgegengesetzten  Vorzeichen, 
und  wir  werden  aber,  wie  bereits  oben  in  einem  besouderu  Falle 
bemerkt  wurde,  die  Gleichungen  als  gültig  ansehen  dürfen.  Ist  der 
Grad  der  Function  gerade,  so  werden  wir  um  Constanten  zu  er- 
halten diesen  nicht  grösser  als  n — 2 annehmen  dürfen,  da  die  Zahl 
der  Symmetrien  in  diesem  Falle  nur  gleich  n ist.  Es  bietet  auch 
keine  Schwierigkeit  in  jedem  besondern  Falle  diese  Fragen  zu  er- 
ledigen. Anders  ist  es  aber,  wenn  der  Grad  der  Function  der  Werte 
sina  oder  cosa  gleich  n ist 

2)  Wir  fanden  z.  B.  für  n = 7 : 

77  sin  a <=>  sinO]  . sina^  • sincf3  . . . sina7 


sin7a 


Ist  n=.  14,  so  zerlegen  wir  die  14  Werte  sin«  in  zwei  Gruppen 
und  erhalten 

„ . , . . . . sin7«, 

77sina  =»  sinof|  . sin  «3  . sin  «5  . . . sin  «13  


und 

77  sin  a"  = sina,  . sin  «4  . sin«c 
Hieraus  folgt  aber: 


sin  7a.,  , sin  7a, 
. sm  a,4  ^ - 2« 


„ . sin*7a 

77sina  = — 

und  dann: 

_ cos*7a 

11  cos  Ct  ■= 


und  es  ist  leicht  die  Frage  für  den  Fall,  dass  n nur  durch  den  ge- 
raden Factor  2 teilbar  ist,  also  die  Form  4;>-|-2  hat,  das  Resultat 
zu  geben. 

Ist  71  durch  4 teilbar , so  gehen  wir  von  der  Zahl  4 selbst  aus . 
Es  ist  dann  leicht  zu  zeigen,  dass 

77 sin  a — sina,  . sinag  . sin  . sina4  = i . sin*  2a 

Hieraus  erhalten  wir  durch  Zerlegung  in  drei  Teile  z.  B.  für  n = 12 
die  Relation: 

77siBa  ^ . sin* 2a,  . sin*2a2  «sin*  2ag  ^ . sin* 6a 
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Ist  n durch  8 teilbar,  so  führt  eine  aualoge  Rechnung  zum  Ziel, 
es  ist  dann  für  « = 8 selbst : 

/Isina  = . sin^Sa  u.  s.  f. 

Aualoge  Betrachtungen  führen  bei  den  andern  Gleichungen  auf 
entsprechende  Relationen. 


Anwendungen. 

IV.  Aufstellung  weiterer  gonionietriseher  Gleichungen. 

1)  Die  bisher  gegebenen  Entwicklungen  gestatten  uns  ausser 
den  bereits  gegebenen  noch  eine  Menge  anderer  goniometrischer 
Relationen  anzugehen.  Um  solche  zu  erhallen,  können  wir  wie  folgt 
verfahren.  Wie  wir  sahen,  stellt  eine  cyklisch  symmetrische  Function 
der  Geraden  L von  gerader  Ordnung  <<^  2n  immer  eine  mit  einer 
Constanten  multiplicirte  Potenz  von  dar  und  verschwindet  für 

ungerade  Ordnungen  <C.  n identisch.  Um  diese  Constante  zu  er- 
halten , genügt  es  jeweils  einen  einzigen  Coefficienten  in  der  P'unc- 
tion  F{L)  zu  bestimmen.  Ist  dieser  bekannt,  so  resultireu  dann  von 
selbst  für  die  andern  Coefficienten  solche  goniometrische  Gleichun- 
gen. So  erhalten  wir  z.  B.  für  die  Summe  der  Combiuationen  der 
L die  identischen  Gleichungen: 

C*(jr)  ^ . n{x-  + y-) 

Ci(L)  = + 0 

(^{L)  = + ^ . n(n  — 3)  («*  + y^)^ 


CP{L)=0  u.  s.  w. 

Ebenso  erhalten  wir  für  die  Summen  der  Combiuationen  aus  den 
Werten  X*  die  Relationen 

S . n(‘2n  — 3)  + y*)* 

C>(L^)  S i . «(2n  - 4)  (2n  - 5)  (x*  + y«)» 

6* 
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C»(L^ ) = fl  • \f  ■*" 

u.  s.  f. 

2)  Weit  wichtiger  als  die  hier  angedeuteten  Relationen  sind 
aber  diejenigen,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  für  « in  den  bereits  ge- 
fundenen besondere  Werte  einsetzen.  So  gehen  die  Gleichungen 
(5j,  (9)  und  (10)  für  o,  = 0 ohne  Schwierigkeiten  in  die  folgenden 

Über: 


cos 


n 2jc  , 4»  , 

cos h cos cos  -—"T  • • 

fl  n * n ” 


I 1 

. ± COS— 

(Euler) 


n ,27r  . ,o7i;  ■*/»- 

COS^ cos* kcos* COS^ . . 

n n * n n 


Zn 


An 


. ±cos*^^jT=i  { (31) 


COS' 


R2jr  , rOn  ^^„5**^«'  , 

5 cns* l-cos'' cos® — \- • . 

n n n n 


,.Zn 

f»  ___ 

n 


4n; 


■ ±cos5’—w=i 


u.  s.  w. 


sin*  — -j-sin*' |-sin* 1-  . . . + sin*  „ tt  =•  i • 2 

fl  ' n ' fl  ■' 


n n 


— 1 


n \ 


sin*^+sin*^+8in*^+ . . .+sin4  2fi  ^“2.4*2 


,Zn 


1-1 


1.3  n 


sin*— +sin®  — +siß®^ — h • * . +sin* 

71  n n 


u.  s.  f. 


71 1 


7T 


1.3.5 

2.4.6 


n 

2 


(32) 


C0S*^+C0S*^+C08®  + 


4-COS^ 


n— 1 
2n 


n 


1 

2 * 


71 


1 

2 


t a2tc  , .Zn 

cos*  - 4-cos* ^cos* \- 

n ' 71  n ' 


I 1 

-fcos*  ,r 


1.8  n 
2.4*2 


1 

2 


(33) 
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cos 


elc. 


sin 


sin^ 


sin^ 


sin^ 


cos 


cos 


cos 


n 


2n 


^ ^ +COS®  ^ +COS®  ^ + . 


. + cos®  71 

' 71 

1.3.5 


2.4.6 


(33) 


wobei  die  Exponenten  nicht  n resp.  2n  erreichen  dürfen. 


3)  Ist  ebenso  « = so  finden  wir : 


jt 

3n 


, . 27T  , . 47T  . bTt  In  . 

+sm  ^H-sm  ^ +sia  3;  + • • • 


, . 3n-l 

+ Sin  ~A — 7t 
ba 


0 


^ Io-  2^^  I • I • I ■ 9'^^  I 

3^  +®'“  ¥«  +S'“  +®'“*  -s;  li;  + • 


3n 


3n 


3n 


-j-sin* 


3n— 1 
6n 


n 


71  . 2jt  . 4t7t 

-j-sm®- sin®  — 

' 6n  3n 


3n 


Sin* 


öjr 

3» 


'Jn 

+8in®-  + . . . 
n ' 

, . o3n  — 1 

+ Sin®  -X n 

bn 


0 


n 

3n 


-|-sin^ 


2n 

3^ 


b7i 

3n 


I A ^ 7t  . 

-fsill^ — + . 
n ' 


+ sin* 


3n — 1 

6n 


7C 


1 . 3 
2.4* 


n 


7t  27t  47t  , 5»  , ?7t 

^-COS^-C08^+C0S  g-+cos-^-.  . . 


3n— 1 

± cos  -g-  TT  *=  0 


, 3n — 1 1 

4-cos-^— ^ - 2” 


,2«: 

cos®— 

on 


—cos®  ^ +C08®~  +C08® 


3n 


3n 


,3n— 1 

±cos®  -Q  — TT  ==•  0 


(34) 
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^71  , „27t  , . 4tc  , .5tc  .ln  , 

•^05*57,+“®  37,+®°*  3n  + - • • 


3n — 1 


1 . 3 


+cos<  • - =r  = 2T4 


. n 


(34) 


u.  s.  f.  Die  in  den  Zählern  auftretouden  Zahlen  sind  alle  von  der 
Form  3;9  + 1.,' 

Gleicher  Art  erhalten  wir: 


n 

« = - 


• ^ I • 

sin  1 — h sin 
‘in 


bn 
An 


— sin 


bn 

An 


ln  . 9;i:  , 
Sin  -r-  + sin  . 


4« 


An 

, . 2n-l 

— An 


TT  i^n  bn  . ln  , 9> 

cos  — — cos  77  — COS  + cos  7^  + COS  — . 


= 0 


4n 


An 


An 


An 

, 2n—l 

4-  COS i 7T 

47t 


0 


a 


n 

5 


n ,,  An  . (Sn  .On  Un 

siu  + sin  j- - Siu  f,,,  - sm  + sm  r,„  + • • • 


07t 


07t 


O/i 


COS 


n 

bn 


. 57t— 3 

± ~1Ö«  ^ 


47E  Gtü  , 97t  , IItt 

COS  7 COS  jT-  + COS  7-  + COS  . 

07i  n«  • t\n 


= 0 


Ö7l 


07t 


5/t 

5/t— 3 

+ COS  —r;r~  ^ 

lU7t 


-0 


a 


2n 
5 * 


, 2n  , . 3n  .ln  ,8n  . I2n 

sin-^  + sin-^ — — sm -J- sin  7^ -j- . . . 

. ÖTl— 1 

+ sm  • S\Z  - - TT  “ 0 

lÜTl 

2?!  3n  77e  , 8te  , 127t 

cos  "5 — cos  -j-  cos  — |-  cos  — ^ ... 

, 67t— 1 

+ cos  -JQ-  :r  - 0 


(35) 
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u.  s.  f.  Wir  haben  uns  dabei  auf  die  ersten  Potenzen  der  Werte 
beschränkt;  die  auftretenden  Zähler  haben  die  Form  4p + 1,  5p + 1 
und  5p  +2, 


Ist  n gerade  so  erhalten  wie  ganz  analoge  Gleichungen,  so  finden 
wir  z.  B. 


7t 


sin^ 


,77t 


jg  + sin'‘jg+sin»jg-sü<*-v^  = 2 


16 


• A ^ I • a I • a.  I a 

sm^  rT.  + sin^  + sin  + sm^ 


16 


16 


16 


3 

2 


3)  Ganz  gleicher  Art  lassen  sich  aus  den  Summenreiheu  für  die 

Potenzen  der  Werte  . ^ ^ — , taug«  und  cos«,  solche  Glei- 

siu  a cos  a ° 

ebungen  ableitcn.  Wir  finden  so,  wenn  wir  uns  auch  hier  auf  den 

7t 


Wert  « 
1 


beschränken : 


71 


: + 


1 


in 


sin  ;■ 


3n 


SlU 


47T 

bn 


. 5?r 
sm  -- 
3n 


+ 


sin 


3n — 1 


7t 


6n 

n 2n 


71 

smg 


V6 


Sill' 


7t 

'du 


+ 


sin^ 


'2.7t 

3n 


+ 


Sin' 


47t 

3n 


+ 


sin' 


+ 


Ö7t 

Zn 

1 


+ 


Sin 


3n— 1 


2 _ 


Sin 


7t 


+ 


sin 


3 . 


am'“ 


m 


j27t 

Zn 


sin‘ 


(47t 

Zn 


siir 


07t 

Tn 


Zn 

+ • • • 


2!E 

3 


4n* 

T 


\n — 1 


Sin' 


3V3 


sin" 


7t 

3n 


+ 


ln 


+ 


sin^ 


Zn 


47t 

3^ 


+ - 


sin^  sin^^ 


ÖTt 

3 n 


Zn 


+ 


3/1—1 

bn 


sin^  - . 7t 


8n*-|-8/i^ 

- 


u.  s.  w. 


(36) 
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71 


COS 


3n 


COS 


2tc 

3n 


4tc 


+ 


5tc 


+ • • • 


cos  ^ cos  ^ 

ön  3n 


+ 


COS 


2n  — 1 
6n 


2n 


7t 


‘ +^-  + 

I I 


71 

Wn 


COS*  cos* 


27t 

3u 


cos^ 


4te 

37t 


cos 


2 : 


5tc 

Zn 


+ • • 


+ 


1 


cos* 


7t 

3 7t 


, 27T 

COS*  ;r"  COS' 

3 7t 


47T 

Sti 


+ 


COS“* 

1 


37t— 1 
67t 

+ • 


* 4ti* 


7t 


COS' 


bTt 

Zn 


(37) 


~ 3 1 

cos*  — c TT 

07t 


77t*+w 


u.  8.  f. 


7t  2rr  47t 

tang^+tang  .j;: 


tang  ^ — 


71 


37t 


Ött 

-tang  3-+.  . . 

37t 1 

+ tang  « 


71  V3 


7t 


tang»^^  -f  tangä  ?£  +fang‘|  -f  tang»|  + 


+ tang*  — 7t  = 4ti*  — Ti 


(38) 


7t 


Zn 


47T 


ÖTT 

tang»  ^ - tangä^-f  tang» tang»  3^ -f.  . . 


2^ j 

+ tang*  - 7t  = (47t*  — n)  VZ 


etc. 


7t 


27t 


47T 


cot  ^ - cot  5;;;  + cot  57,  - 


3ti 


3ti 


Ött  , 

‘=‘>‘3;  + 

± cot 


37t -1 
6ti 


71 


7t  — 


VZ 


(39) 
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cot»|i+cot*|+cos»|+cot*^^+.  . . 


3u 


4^ 


n 


(39) 


n 


cot®  s 


Zn 


8n 


+ COt^  ^ 7C 

— bn 


-(-) 


V3 


a.  s f 

Eine  Schwierigkeit  bei  Aufstellung  dieser  Relationen  tritt  nur 
dann  ein,  wenn  je  eines  der  Glieder  rechts  und  links  die  Form  oo 


annimmt.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  für  Z 
Wir  erhalten  dann  aber 


-r-5— , wenn  a.  = 1 ist 
sin^a’  * 


n* 


sin*  a sin*  cfj  sin*  n«i 


sin*ai* 


^Ersetzen  wir  hier  a und  na  durch  die  Werte  “ “ und  na- 
so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit 


n^a^ 

■sT* 


£ ^ 1 

sin*«  sin*«,  3 

Da  in  Z ™it  Ausnahme  der  ausgeschiedenen  Glieder  aber 
alle  andern  paarweise  gleich  sind,  so  folgt  daraus  wieder; 


^ +-^4- 


. , n 
sin*  — 
2 


sin* 


2% 

n 


sin* 


Zn 

n 


;;  + • • • + 


Ganz  ebenso  finden  wir  noch  z.  B. 


n*-l 


sin 


n— 1 
2n 


n 


(Euler)  (40) 


+ 


. . n ' . . 2n 

sin^  - sin*  — 
n n 


+ 


sin' 


3n 


+ . . • + 


n 


Sin’ 


n—1 

2n 


n 


n*+10n*— 11 

90 


(41) 
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{ 


tang 


2 


+ 


tang®  — 


+ 


n 


tang^ 


3 t 


71 


+ • ■ • + 


n — 1 

tang»  -2  - n 

n®  — 3»  -|-  2 


(41) 


tang^ 


7t 


+ 


+ 


n 


. 4 2t  ' 37T 

tang<  — tang*  — 


+ • • • + 


n’ 


tang* 


n-1 


2n 

20n*+45n  -26 


7t 


90 


I 


Die  Bestimmung  der  Werte,  die  zu  den  Exponenten,  6,  8,  10  u.  s.  w. 
gehören  führt  auf  mehr  umständliche  als  schwierige  Rechnungen. 


Ist  n gerade,  so  erhalten  wir  ganz  ebenso; 


1 + __L_  . 

“ 2«  ^ 


Sin 


2 

71 


sin^ 


sin^ 


3^  + • • • + 


71 


sin^ 


71  =1 
2w 


n2  — 1 

(Euler) 


4)  Wie  wir  weiterhin  sehen  ist: 


71 — 1 


2 smna  cos  nv 

Jlsin«  = (— 1)  und  iicosa  = 

Geben  wir  auch  hier  a verschiedene  W’erte,  so  resultiren  entspre- 

sin 

chende  Werte.  Ist  a =>  0,  so  wird,  da  —. — = n ist: 

’ smcfjj 


• 2 ^ . 8 2t 

sm^—  . sin^  — 
n Ti 


. sin® 


3 t 
n 


Sin-' 


n —1 


71 


T 


2»»— 1 
(Euler) 


(42) 


cos^  — • cos^  — . cos^  — 

71  n 7i 


cos^ 


71 1 

2n 


- T 


2n-l 


T 


Ist  « = SO  erhält  man : 


. T . 2t  . 4t  .5t  . 7t  , 

sm  — . sin  -TT  • sin  — . sin  .r  . sm  + . . . 
n 3 ö o ö 


. Sin 


3n — 1 
6n 


T == 


V3 

2« 


(13) 
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n 


.27t 


4:7t 


cos  2 . COS®-^  . cos  ^ . cos 


57t  77t 

. cos  -Q  . . • 


71 


— 1 


3n-l 


. . COS  - 


6n 


TT  = (-1) 


• 2" 


(43) 


u.  s.  f. 


V.  Summirung  reciproker  Potenzreiheii. 

Darch  die  Gleichungen  (27)  und  (28)  ist  es  uns  möglich  gemacht, 
eine  Menge  von  Summenformeln  für  Reihen  anfzustellen,  deren  Glie- 
der reciproke  Potenzen  ganzer  Zahlen  sind.  Gehen  wir  etwa  von 
der  Reihe 


J_4.  J i J -4- 

. 7t  ' . 27T  . 47T  . ÖtT  . 77T 

Sin--  Sin — Sin — sin-—  sin  — 

71  71  u n n 


aus,  SO  erhalten  wir  aus  dieser 


1 

. Zn  — 1 


2n 

V3 


7t 

Zn 


7t 


4* 


Zn 


7t 

Zn 


Sin 


3n 


sm 


2n 

Zn 


. 47T 

3» 


7t 


n 


. Zn — 1 
sin  — 7t 
on 


27t 

3V3 


Lassen  wir  jetzt  n in’s  Unendliche  wachsen,  so  dürfen  wir  an  Stelle 
der  Sinusse  die  Winkel  setzen  und  erhalten: 


1 , 1 _ 1 1,1.1  1 _ 27t 

l'l"2  4 5"^7"*"ö  l0  ‘ • * "”  3V3 


und  ebenso: 

- + - 4-  : 

' 2^  * 4^ 


!L4-^-4-L4-t4.1_il,J_i 
1*  ~l  02  » .12  • 52  * 72  ' 8*  10*  ' 


1 4.  L _ L _ L . L 4.  l . J.  _ 

IS  T 23  43  5$  "T  73  ~ 83  -r  jQS 


47t* 

w 

(Euler) 

5:^ 

' 87  V3 


(44) 
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Sporer:  lieber  goniometrische  Relationen^  die  bei  der 


L4.I4.I  4_L  . I . L4.-L  . 

14  -r  24  + 44  + 54  H-  74  + 04  -r  104  + 


15  + 25  45  — 55  7®  8*  10^ 


Sn* 

'729 

(Euler) 

17n* 

" 2906V3 


(44) 


etc. 


Ganz  ebenso  können  wir  von  den  Reihen  für  2 


ansgehen 


tang  aP 

und  erhalten  dann  für  die  ungeraden  Exponenten  die  weiteren 
Reihen: 


1 2"*“4  5 + 7 8 + 10  ‘‘ 


n 


3V3 


(Enler) 


L_LiL_L4-1 

13  2*  + 4»  58  + 7’  83  + 193 


U.  8 f. 


47^3 
81  V3 
(Euler) 


(45) 


n 


Weiter  erhalten  wir  z.  B.  noch  für  a = 

4 


3^5  7^9 


n 


= j (Leibnitz) 


1+  - = - — l-L-_ 

^3  5 7+9  • * 

r*  + + p + f»  + + 

i — 4-^^ + — — 

13  33  "T  58  73  9s 


n 


= 272 


n 


(Euler) 


^ (Euler) 


(46) 


L I 1 _L_l4.L  -i. 

1*  ^3’  5’  7a  93  “ • 


r«  T 34  "T  54  T 7*  T q4  r • 


9* 


etc. 


Desgleichen  erhalten  wir  solche  Reihen , wenn  wir  für  a die  Werte 

Fl  1“  » z ’ F»  ^ setzen.  Dieses  Verfahren  versagt 

5 5 o 7 / 7 o 
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aber  für  den  Wert  a =■  0.  In  diesem  Falle  müssen  wir  die  bereits 
oben  gefundenen  Grenzwerte  benutzen  oder  aber  können  wir  die 
sich  ergebenden  Reihen  von  der  Form 


i 


— -L  — -1- 

j2p  ~ ^2p  32p 


etwa  ans  den  Reihen 


J- 4.  i.  4. -L  4- i- 4. 
l2p  T 22p  T 42p  ^ 32p  T 

bestimmen.  So  folgt  z.  B.  für 


aas  der  Reihe: 
1 


a 1 I 1 I 1 I 1 I 

T*  2»  •“  52  •“  4* 


L4_L4.L4-L4_L4_ 

i2  “r  02  I ii2  “T  C.2  1”  72  “r* 


22  -r  42  ^ 52  n-  72 

27  ^ 9 


* S = 


n* 

*6 


47T* 


YI.  Reihen  in  denen  Binomialcoefflcienten  auftreten. 


1)  Wir  sind  bereits  oben  auf  die  merkwürdige  Relation  ge 
stossen : 


(1 


(p)‘ 

\pj  2.4.6.  . . 2p 
j2p\  1.  3.3.  . .(2p—l) 

[2p  J 


Ausser  dieser  lassen  sich  aber  noch  eine  Menge  anderer  solcher 
Beziehungen  zwischen  Binomialcoefücienten  durch  die  oben  gegebe- 
nen goniometrischen  Formeln  ableiten.  Um  die  obige  Relation  zu 
erhalten,  gingen  wir  von  der  Gleichung 

^(sin*a  -f-  coi*«jr  — n 


aus.  Gehen  wir  ebenso  von  der  Gleichung 

A^(sin*ci{-f-cos*of)i’ . sin2?«  = .Ssin^v«  = ^ ~ 

' 2.4.0...!^ 

ans,  so  finden  wir,  da  wir  n jedenfalls  grösser  als  2^7 2^  wählen 
können,  aus  der  entwickelten  Gleichung 
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Sporer:  üeber  goniometrische  Relationen^  die  bei  der 


J’sin2p+29-j-  ^siu2p+29-2  . cos^«  + . COS«^+  ... 

1.3.5.  . .25—1 
~ 2 . 4 . 6 . . . 2/)  * 

durch  Einsetzen  der  aus  den  Gl.  (16)  und  den  folgenden  sieb  er- 
gebenden Werten; 

+ 

^sin2p+29_  J2p^:^  ^9>(p  + q) 

\ 0 ) 

('+») 

2:sin2i»+9-2«  . cos^«  = JYf^-2d\  * + 


fP  + ^'^ 


q>(p  + q) 


'2j 

V 4 

1.3.5.  . . {2p+2q—D 
2.4.6.  . . {2p-\-2q)  ~ 


2^8in2r+»9-  -*0  . cos^a  = ^2j9+  2^  * + 


'Ö  f , 0 (^0  , © f 


+ 


+ 


+ • 


^2i>+25^  ' ^2p-f2(2^  ^ ^P+"^q^ 

{2q-\-2){2q-\-i)  . . . {2q-\~2p) 
“ (22+l)(2ry+3)  . . .{2q+2p-l) 

Wird  insbesondere  p q genommen,  so  ist 

(SM?)  ^ (0  (?)  ^ (s)  (?)  ^ 

■(?)  (?)  (?) 

_ (2;^+2)(2y+4)  . ■ . (4p) 

” (2p+l)(2^9+3)  . . .(4p~l) 


(47) 


(48) 


2)  Wählen  wir  dagegen  die  Gleichung 

cos  2a  = cos^a  — sin^a 
.Zcos*’2a  = Z(cos*a  — sin*a)P 


so  haben  wir 
oder 
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XeosP2a  ==  EcoirPa — Ecos^P~^a  . sin*« -{-^2) 


. sm*a 


4/y  _ 


Ist  hier;)  ungerade,  so  ergiebt  sich  eine  Reibe,  deren  Glieder 
sich  paarweise  aufhcbon,  ist  dagegen  p gerade,  so  linden  wir,  wenn 
wir  anstatt  p den  Wert  2q  setzen: 

( ?)■  c;y , m , 

(?) ' (?)■  (?) 

(p(2q)  {2q-\-2){2q-\~4)  . . . (4<;) 


also: 

oder: 

1 


q){Aq)  (2<2-|-1)(2(/4-3)  . . . {Aq—\) 
Es  ist  ferner 

2sin2a  . cos2o  = 4sin«cosa(cos*a  — sin*«)  «= 
-SsinP«  = 4P -SsinP«co8P«fcos*a  — sin*«)P) 


sin^v 


^2p 


. ^sinP4«  = 2^ sin«  . cos^p« 


-(:)■ 


2^8inP+2«  . coso^P"* 


+ . i^sin'*«  . cos*P~2«  — . . . 


und  hieraus  für  p = 2<jr 

(?l(?)  (Äifi) 

/‘2g+2\ 

V 83  j 


(2) 


+ 


(ÄKi) 
LqU  ) 


+ 


(2g+2)(2g+4)(2g+6)  . . .(8g) 


(49) 


(50) 


_ y(8g)  J_ 

~~q>{2q)'  1^9  (25+l)(2<z+3)(2d-i-5)  . . . (8g-l)  J 

4)  Aus 

cos'^a  — sin*o  = (co8*a-f-8m*«)(co8*ci£  — sin*«)  = cos  2« 
folgt  desgleichen: 

2J(co8^«  — sin*tt)P  = 2^cosp2« 

-Scos^P«  — -Tcos^P'*«  . sin^a  2^cos^P~®  . sin®«  — . . . 

= -2co8P2« 

oder  für  p «=  2g : 
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Sporer:  lieber  goniometrische  Relationen^  die  hei  der 


(4g+2)(4g+4)  . . 
(43+1K42+3)  . . .(85- 


5)  Da 

folgt  weiter  aus 


COS^a  = 1 — sin^a 
Zcos^Po  = Z(1  — sia*a)P 


(51) 


2 cos^Pa  = n - Zsin*«  + 2?|sin^o;  — 2^sin®a  + . . . 

oder; 


1 


1 

2 • 


LJ  (p\  _ (p\  , 

2 . 4 V2/  2.4.6  W "T  • * ’ 

1.3.5.  . . 2;)  — 1 1.3.5.  . 

~ 2. 4. 6...  2^“""  2.4.6. 


. 2jj  — 1 
. . 2p 


Ist  p gerade  = so  erhalten  wir  daraus: 


_1  /2g\  1.3  /2g\  1.3.5  /2g\  X 

2-  V l/‘^2.4\2y  2 . 4 . 6 V3/ "1"  * • * f 

> (52) 

1 . 3 . 5 ...  (2g  — 3)  / 2g  \ l 

2.4.6.  . . (4g  — 2)  * \2g— 1/  “ ^ 7 

Ist  dagegen  p ==>  2g  + I»  so  wird 


1 /2g+l  \ , 1 * 3 /2g+l\  1.3.5 

2*V  1 /"*“2J|4'V  2 / 2.4.6 

^g+l\  2.4.6.  . .(4g)  /2g+l\ 

V 3 ;'^*--*^i.3.5...  (4g-i)  • V 2g  y 

_ o 1-3.5.  . . (4g+  1) 
2.4.6.  . . 4g  -f-  2 


6)  Aus 

folgt  analoger  Weise 


1 + cos  2a  = 2 cos^a 


2:(l+cos2a)P  =3  2Pi?C082P« 


(63) 


^+l(2)  + 2!4(0’^^iLI(0'*''  ■ ■ 


1.3.5 


(2p  - 1) 


P 
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7)  Desgleichen  giebt  cos  2«  = 1 - 2 sin*« 

-cos^»2a  — 2^(1 — 2sin*«)*’ 

oder  wenn  wir  das  eine  mal  p *-  2^,  das  andre  mal  p — 2g  -j-  1 
setzen : 


1- 


L j.  1 jlI  ^ ju 

l!U/‘^  2!  V2j  3!  * * 

1.3.5.  . . (4g  — 1) 
“ 2.4.6...  (4g) 

L .1-3  /2g+l\  __  1-3.5  /2g+l\ 

1!V1V2!V2/  3!  V3/ 


(55) 


+ . . . 


0 


8)  Multipliciren  wir  cos  2«  mit  (1  — cos2a)^'  und  ebenso  ( — 2sin* « 
mit  2Psin^/'a,  so  erhalten  wir 


cos2«(l  — cos2«)P  — 2^»sin*i'a(l  — 2sin*a) 


1 

2 * 


- 2p 


il  . 3 . 5 . . . (2p-f“l) 
( 2.4.6.  . . 


. 2 — 


1.3.5. 


2p— l 


(2p)  * “ 2.4.6.. 

1.3.5.  . . (2p  — 1) 


. 2p 

P 


1 


(56) 


p+1 


9)  Weitere  solche  Relationen  ergeben  sich  noch  aus 
a-j“^  cos*«  =-  a sin*« -|- («--}- 6)  cos*« 

1 + cos*«  *=  sin*«  + 2 cos*« 

2^(l  + cos*«)P  «=»  2^(sin*«  + 2 co8*«)P 


So  ist  z.  B. 
also : 

und  hieraus: 


'+!■  O + + ' 

iß)’  . 


. 2 “j- 


.2*+ 


«)  (?)  ■ (?)  ■ (?) 


. 2»  + 


(67) 


1.3.5.  . .2p  — 1 

2.4.6.  . . 2p~ 


JLrch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  lUihe,  T.  XVI. 


DIgitized  by  Google 


98 


Sporer:  Uebtr  goniometrische  Relationen,  die  bei  der 


Ebenso  aus 


1 -f-2co8*o  — sin*« 3 cos*« 

' + § • ■ (l)  + • (2)  + 6 • • (3)  '1 


+ • • - 

('pv  (py  (py 

. 3»+ . 3'+ ^ . 3*+ ^ . 3»+ . .] 


(58) 


(?)  " ■ (?)  ■ ' (?)  ■ ■ (?) 


1.3.5.  . . (2;?  — 1) 
2.4.6.  . . (2jp) 


10)  Eine  weitere  Formel  liefert  uns  auch 

sin*«  + cos*«  — (sin*«  + cos*«)*  - 2 sin*« cos*« 

«=  j(2  — sin*2«)  “ J(sin*2«  + 2cos*2a) 

Potenziren  wir  mit  p,  so  erhalten  wir  hieraus: 


(?)(Ö,(?I(0+(?)J)+  I 
(?)  (?)  (?)  ^ ' 


1.3  1_ 

1— i • i • li ) + 2 . 4 • 2* ' 


1.3.5.  . . (4p  — 1), 
2.4.6.  . . (4p) 

1.3.5  1 

“2.4.6’  2» 


+ • 


(59) 


(?)  (?)  (?) 

1.3.6.  ■ . (2p  — 1) 

!>'■ 

= {'+i-(;)+2-ti(ö+bTTl(;)+'  ■ ■ I ■ ä I“ 

11)  Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  eine  Formol  ableiten,  die 
zwar  keine  Binomialcoefficiouten  enthält , aber  sonst  von  Interesse 
ist 
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Wie  wir  sahen,  gelten  die  Gleichungen; 

sin*na 

n(l— cos2ft)  = 2"77sin*a  = “«^1-2' 

C08*na 

ri(l  -f-cos  2a)  = 2"  27  COS* a =•  “^^2“ 

Hieraus  folgt  aber  durch  Addition: 

27(1  — cos  2«)-}- 27(1 -|- cos 2a)  «= 

oder : 

1 + Q+  ^4  + + • • • + ^«-1  ==•  2^^ 

d.  h. 

1 — • \t  • «+  21  • ^4  • -Je  • “(«  -4)  (n— 5) 

+ ^-  — — G)(w  — 7)  — . . = 


(60) 


Yll.  Anwendungen  auf  die  Ellipse. 


1)  Eine  Ellipse  möge  durch  die  Gleichungen 

X « acoso,  y =«  2»sina 


gegeben  sein.  Geben  wir  hierin  dem  Winkel  a nach  und  nach  die 
Werte  «i,  «3,  . • . a«)  wo 


a. 


«1  + 


2(p-l) 


?r 


n 


ist,  so  erhalten  wir  auf  der  Ellipse  die  Ecken  eines  flächen  grössten 
nEcks,  das  ihr  einbeschrieben  ist.  Bezeichnen  wir  weiter  mit  r,, 
r,,  rg  . . . r«  die  Entfernungen  eines  Punktes  P von  den  Ecken 
dieses  n-Ecks  A^Ä^A.^  . . . A«,  so  erhalten  wir,  wenn  p und  5 die 
Coordinaten  des  Punktes  P sind,  die  Gleichung 

r*  *=  (jp  — aCOSa)*+(7 — ^ sina)* 

und  hieraus: 


und 


= p*  -j- g* a*  cos^a  -{-  fc*  sin^a  — 2ap  cos  a — *Zhq  sin  a 
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Sporer:  lieber  goniometrisehe  Relationen,  die  bei  der 


Sr*  n(p*  + 5^)  + (o* C08*«-|" — 2ap C08«  — 2bq sin o) 

= «(p*+fl*)H — •” 

Dies  giebt  uns  aber  den  Satz: 

„Ziehen  wir  nach  den  Ecken  eines  beliebigen  flächen  grössten 
„einer  Ellipse  einbeschriebenen  n-Ecks  AiA^A^  . . . An  von  einem 
„beliebigen  Punkte  P die  Strahlen  P>1,,  PA^  . . . PAn,  so  ist  die 
„Summe  der  Quadrate  dieser  Strahlen 

PV  + PA^*  + P^5*  + PAn* 

„constant,  wenn  das  n'Eck  sich  ändert  oder  aber  der  Punkt  P auf 
„einem  Kreise  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  sich  bewegt.  Diese 
„Summe  wird  zudem  ein  Minimum,  wenn  der  Punkt  P in  den  Mittel- 
„punkt  der  Ellipse  zu  liegen  kommt  und  zwar  ist  sie  dann  immer 


*)  Ausserdem  finden  wir  t,  B.  f&r  fl  ä cbengrösste  der  Ellipse  einbe- 
schriebene Dreiecke  noch : 

„Die  Summe  der  reciproken  HChenquadrate  ist  constant,  nftmlich  gleich 


2 

3 


„und  ebenso  ist  die  Summe  der  reciproken  Biquadrate  der  Höhen  constant, 
„n&mlich  gleich 

2/3  ^ n 

27V«‘  + «»4»+W 

Ebenso  finden  wir  für  die  Summe  der  Quadrate  der  EcktransTersalen 
eines  solchen  Dreiecks  nach  den  Seitenmitten  die  constante  Summe 


27 


und  für  die  Somme  der  Biquadrate  desgleichen 


j^(o*+2a«4»+34») 


und  hieraus,  wenn  wir  diese  Summe  mit 


St*  und 


bezeichnen.  In  jedem  Dreieck  ist 

/£  t*\* 


DIgitized  by  Google 


KrtisUilung  au/trettn» 


101 


Für  n = 4 erhalten  wir  den  bekannten  Satz  für  die  Quadrat - 
summe  conjugirter  Halbmesser,  für  n = 3 gab  die  Erweiterung 
Jakob  Steiner.  Es  ist  weiterhin  klar,  dass  wir  ausser  der  Summe 
der  Quadrate  irgend  welche  cyklisch-symmetrische  Functionen  der 


bis  zur  Ordnung  n — 1 nehmen  dürfen.  Wir  werden  dann  immer 
Constauten  erhalten.  Für  einen  beliebigen  Punkt  P werden  aber 
die  sich  ergebenden  Summen  keine  einfachen  mehr  und  wir  wollen 
uns  deshalb  darauf  beschränken  einzelne  Fälle  für  den  besoudern 
Umstand,  dass  P Mittelpunkt  der  Ellipse  ist,  zu  erörtere. 

2)  Bilden  wir  für  den  letztgenannten  Fall  die  Summe  der  2p  ten 
Potenzen  der  r,  so  erhalten  wir 

ZPA?P  — =•  Z^(a*cos*a  -f*  Ä*sin*a)r 

=*  a^p  J cos^P  -j“  ö^P~^^*^C08^^’“2asin*o  -}“••• 

Setzen  wir  hierin  für  j^cos^r«  etc.  die  früher  gefundenen  Werte 
und  für  q>{p)  zudem  den  Wert  ans  Gl.  (7)  ein,  so  haben  wir  aber» 

„Ziehen  wir  von  dem  Mittelpunkt  einer  Ellipse  nach  den  Ecken 
„eines  einbeschriebenen  flächengrössten  n-Ecks  Strahlen,  so  ist  die 
„Summe  der  2/)ten  Potenzen  dieser  Strahlen  für  2p<^o  oder 
„2p  <1  2u,  je  nachdem  n gerade  oder  ungerade  ist,  constant,  näm- 
„lich  es  ist  diese  Summe  gleich: 


3)  Sei  gleicherweise  eine  Ellipse  gegeben  durch  die  Glei- 
chung: 


und  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  Strahlen,  welche 
mit  der  «-Achse  die  oft  genannten  Winkel  a bilden,  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  « — p . cos  «,  y = p . sin  « setzten : 


a2p-0  , + , . . 
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Sporer:  Uober  poniome frische  Relationen,  die  bei  der 


1 cos^a  sin*« 

p*  a*  ‘ 6* 

Hieraus  erhalten  wir  ebenso: 

^ / cos*«  , sin* 

und  wie  oben: 

„Ziehen  wir  desgleichen  durch  den  Mittelpunkt  einer  Ellipse  n 
„Strahlen,  die  den  Vollwinkel  in  2n  gleiche  Teile  zerlegen,  so  ist 
„auch  die  Summe  der  2pten  rcciproken  Potenzen  der  n Halbmesser 
„constant,  wenn  p die  obigen  Bedingungen  erfüllt,  und  zwar  ist  diese 
„Summe  gleich: 


Ist  n 4 , so  resultirt  daraus  der  bekannte  Satz  Uber  die 
Summe  der  reciproken  Quadrate  zweier  senkrechten  Ellipsenhalb* 
messer. 

Wir  brauchen  auch  hier  kaum  zu  erwähnen,  dass  wir  uns  hiebei 
nicht  auf  die  genanuten  Potenzsummen  zu  beschränken  brauchen. 

4)  Die  zuletzt  erwähnte  Eigenschaft  lässt  sich  auch  auf  die 
Hyperbel  ausdehuen;  sie  gestattet  aber  noch -eine  Erweiterung’,  die 
sich  auf  Kegelschnitte  Überhaupt  bezieht.  Sei  die  Gleichung  irgend 
eines  Kegelschnitts  gegeben  durch 

w4**  + By^  + 2Cx  + 2Dy  E = Q 

und  legen  wir  durch  den  Coordinateuursprung  eine  Gerade,  welche 
mit  der  x-Achse  den  Winkel  « bildet,  so  erhalten  wir  für  die  Ab- 
schnitte P]  und  Ps,  die  auf  dieser  durch  den  Kegelschnitt  bestimmt 
sind,  die  Gleichung: 

(Acos*«  + J5sin*«)p*  + 2(Ccos«  + /)sin«)p  + = 0 

und  somit 
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1 


^cos*a  + B sinket 


(^1  • Pa 


E 


Nun  ist  z.  6. 


(-  + ~x 

\Qt  Pa/ 


Pi  Pi 


3 


Ebenso  ist  allgemein 


wo  Aj,  ag,  . . . gewisse  coustantc  Grössen  sind. 

Berücksichtigen  wir  aber  das  Allgemeine  über  die  cyklisch-sym- 
metrischen  Verbindungen  der  Werte  sina  und  cos«  Gesagte  uud 
geben  wir  jetzt  « die  vielgenannten  Werte  und  addiren,  so  folgt  un- 
mittelbar, dass  für 


entweder  lauter  solche  cyklisch-symmetrische  Functionen  ungeraden 
oder  aber  lauter  von  geradem  Grade  auftreten. 

Daraus  erhalten  aber  z.  B.: 

„Ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  P in  der  Ebene  eines 
„Kegelschnitts  n Strahlen  , welche  den  Vollwinkel  in  2?*  gleiche  Teile 
„zerlegen,  und  bestimmt  der  Kegelschnitt  auf  diesen  Strahlen  der 
„Reihe  nach  die  Punkte  A,,  Ag,  . . . A«»,  so  ist  für  p « und 
,.p  ungerade  alle  mal 

1_  + 1 - __i_  + . . . 0 

PA~~P  FA./  PA/  ' PA/ 

und  für  p gerade 

= const.  *) 

PA/  PA/  PA/  PA/ 


*)  Ausser  diesen  S&tzen  lassen  sich  eine  Reihe  andere  Beziehungen  bei 
den  Kegelschnitten  ab  leiten  ; so  z.  B. : 
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YIII.  Anwendangren  auf  den  Kreis. 

1)  Ist  einem  Kreise  ein  reguläres  Vieleck  , An  (Fig.!2) 

einbescbrieben  und  ziehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  P nach 
den  Ecken  dieses  Vielecks  Sehnen,  und  ziehen  wir  ebenso  von  dem 
P auf  dem  Kreise  diametral  gegenüber  liegenden  Punkte  Pj  solche 
Sehnen,  so  teilen  diese  letzteren  den  Vollwinkel  in  2n  gleiche  Teile 
und  bilden  also  mit  einem  festen  durch  P^  gezogenen  Strahl  Winkel 
«1,  ag,  . . . Cf«.  Ist  PPj  = 2r,  SO  werden  aber  die  Werte  P^,, 
Pu4j,  P^3,  . . . gleich  2rsin«|,  2rsincfg,  2rsiu  oj,  und  wir  erhalten, 

wenn  wir  das  reguläre  Polygon  sich  auf  dem  Kreise  bewegen 

lassen  z.  B.  aus  den  goniometrischen  Relationen: 

„Ziehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  P eines  Kreises  nach 
„den  Ecken  eines  ihm  einbeschriebenen  n Ecks  Strahlen  PA^ , PA^. 
„ . . . , so  ist  die  Summe  der  Potenzen  dieser  Strahlen  mit  ab-' 
„wcchs.  Vorzeichen  gleich  null,  wenn  der  Potenzexponent  n un 
„gerade,  und  die  Summe  dieser  Potenzen  gleich  einer  Constanten, 
„wenn  dieser  Exponent  gerade  und  kleiner  als  2n  ist.  So  ist  z.  B. 

PA^  — PAi  + P^5  — P^4  4- . . . + PA«  - 0 

PA, 8 — PA, 8 + PAg8  — PA^s  + . . . 4-  = 0 

PA, 8 — 4_  pj^b  _ p^^i  4_  . . . 4_  PA^b  „ 0 u.  8.  w. 

PA,»  4-  PA,»  4-  PA,»  4-  ...  4-  PA«»  — in  . 4r»  = 2nr» 

PA,*  + PA,*  4-  PA,*  4-  ...  4-  PA«*  = . n . 16r*  = 6nr* 

PA,®  4"  ^^2®  + ^A,®  4“  • • • + -PA«®  *=  2 4 

“=  20nr®  u.  8 f 

2)  Es  dürfte  nicht  ohne  Interesse  sein  von  diesem  Satze  einige 
specielle  Fälle  anzuführen: 

1.  Fall,  n — 2.  „Satz  des  Pythagoras“. 

2.  Fall,  n » 3.  .,Zieht  man  von  einem  Punkte  eines  Kreises 

„nach  den  Ecken  eines  gleichseitigen  ihm^einbeschriebeDen 
„Dreiecks  Strahlen,  so  ist  der  mittlere  gleich  der  Summe 


,,Ist  einer  Ellipse  ein  gleichseitiges  Dreieck  nmichriebcn , so  ist  die  Summe 
t,der  Quadrate  und  die  Summe  der  Biquadrate  der  Entfernungen  des  Ellipsenmit* 
„telpunkts  von  den  Seiten  der  Dreiecke  constant,  n&mlich  gleich 

?(a»4-i*)  bzhw.  gleich  f(3a*4“  2a»ft»4-36*) 
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beiden  andern.  (Bekannter  el.  Satz.)  Die  Summe  der 
„Quadrate  dieser  Strahlen  ist  dagegen  gleich  6r*  und  die 
„Summe  der  Biquadrate  gleich  18r*. 

3.  Fall  w = 4.  „Zieht  man  ebenso  von  einem  Punkt  des 
„Umfangs  des  einem  Quadrat  umschriebenen  Kreises 
„nach  den  Ecken  des  Quadrats  die  vier  Strahlen,  so  ist 
„die  Summe  der  Quadrate,  vierten  und  sechsten  Potenzen 
„dieser  Strahlen  entsprechend  gleich  8r*,  24r*,  80r® 
„u.  s.  w.“ 

3)  Wahlen  wir  den  Punkt  P insbesondere  in  der  Mitte  des 
Bogens  über  einer  Seite  des  n-Ecks  und  ist  n ungerade,  so  werden 
die  Sehnen  paarweise  gleich,  und  eine  wird  gleich  dem  Dnrchmesser 
des  Kreises,  und  wir  haben  dann : 

rAi  — P^8  + P^S  - . . . ± PA  ^ + r 

rAt*  — PAJ  + P.ls’  — . . . ± = ± -.P-  = ± 4r» 

-r  ^ 

U.  8.  f. 

Fällen  wir  aber  vom  Mittelpunkt  des  Umkreises  Lote  auf  die 
Diagonalen  und  Seiten  des  Polygons,  so  sind  dieselben  entsprechend 
gleich  }P^i,  iPA^^  u.  s w.  und  wir  haben  also: 

„Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Seiten  und  Diagonalen 
„eines  regulären  Polygons  von  ungerader  Seitenzahl  vom  Mittel- 
„punkt  des  Umkreises  ihrer  Grösse  nach  mit 

„80  ist  immer  auch 


„wenn  2p  + l <^n  und  r der  Halbmesser  des  Umkreises  ist**. 

„So  ist  z.  B.  die  Entfernung  der  Seite  des  gleichseitigen  einem 
„Kreise  einbeschriebenen  Dreiecks  vom  Mittelpunkt  = jr  und  ebenso 
„der  Unterschied  der  Entfernung  der  Seiten  des  Fünfecks  und  der 
„Diagonale  gleich  jr,  und  der  Unterschied  der  Kuben  dieser  zwei 
, Entfernungen  ist  gleich  dem  halben  Kubus  des  Halbmessers  des 
„Umkreises*’.  *) 


*)  Auch  hier  lassen  sich  eine  Menge  anderer  Forpieln  ahleiten,  ist  z. 
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4)  Beschreiben  wir  weiter  um  den  Mittelpunkt  O (Fig.  2)  einen 

zu  dem  erstereu  couceutrischen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  Strahlen 
FA  in  2n  Punkten  P,  die  wir  der  Reihe  nach  durch  P,  . . . 

bezeichnen  wollen.  Es  ist  dann  immer: 

FB,  + FBu+i^  = FA 
FB^  4~  PPn+i  = const. 

Bezeichnen  wir  FBx  und  FBn-i  mit  a und  t,  so  erhalten  wir 
aber: 

(ö«+T«)  = («+T)«  + Ä,((y  + T)»-2  + ^»^((r  + T;«-l  + . . . 

wo  auch  ij,  • • • coustante  Werte  sind.  Bezeichnen  wir  aber 
wieder  die  Strahlen  PP,,  PPg,  PPg,  . . . mit  pj,  — P2»  • • • 

so  finden  wir  hieraus  und  aus  1)  : 

,. Ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
» 

„Kreises  n Strahlen,  die  den  Vollwinkel  in  2n  gleiche  Teile  zer- 
„legen,  und  sind  die  Abschnitte,  die  dieser  Kreis  auf  diesen  Strahlen 
„bestimmt  Pi,  P3  • • . , so  ist  allemal 

Pj2pfl  — ~ • • "f"  ^ “ 0 

_|_  Q^2q  ^ ^ ^ = const. 

„wenn  2|j  + l n und  2q  ebenfalls  <<  *2n  ist“. 

Wir  brauchen  kaum  hinzuzufügen,  dass  hier  und  in  1)  an  Stelle 
dieser  Potenzsummen  andere  cyklisch-symmetrische  Functionen  treten 
können. 

5)  Sind  ferner  die  Gleichungen 

/,/  = a*siua]  - yCOSttj 

L2  gjsin«2  — ycosö2 

Ln  = rcsinon  — ycosorn  — p •*=  0 


der  Halbmesser  eines  Kreises  ==  I,  Seite  und  Diagonale  des  einbeschrirbenen 
reg.  Fünfeeks  x resp.  y,  so  gelten  die  Gleiehnngen: 

2.5_j_^2  ^ 5 x*-{-y*=lb  x®4”y*=^0  Ä®  = y®  = 175 

Ebenso  erhalten  wir  für  das  reg.  Siebeneck',  wenn  x,  y,  t Seiten  and  Diago- 
nalcn  sind ; 

“ 7 = 21  x*-|-y*-)-a®  =»  70 

*8^y8^*8_  245  x'0+y'»+*'®  - 872  x'a+y'*+s'*  - 3234 

U.  8.  w. 
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gegeben,  so  bilden  die  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Ge- 
raden ein  reguläres  Polygon  von  n Seiten.  Bilden  wir  aus  diesen 
Grössen  L aber  dadurch , dass  ihre  Werte  in  eine  cyklisch-sym- 
metrische  Function  der  L an  Stelle  der  L selbst  gesetzt  werden,  so 
werden  in  der  entwickelten  Function  die  Coefficienten  offenbar  auch 
solche  cyklisch-syrametrische  Functionen  der  Werte  sina  und  cos« 
sein  müssen,  oder  es  wird  für  den  Fall,  dass  die  Function  von 
kleinerem  als  dem  nten  Grade  ist,  in  eine  solche  von  (a;*  + y*)  zer- 
fallen. So  wird  z.  B. 


-2/^1  '2  ^ ^ (a;*  -f  y^)  + np^ 

i 

Eine  unmittelbare  Folge  aus  diesem  ist  aber  der  Satz: 

„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen  regulären 
„Polygons  von  ungerader  Seitenzahl  L einen  Kreis  und  fällen  von 
„einem  beliebigen  Punkt  dieses  Kreises  Lote  auf  die  Seiten  des 
„Polygons,  und  bilden  wir  aus  diesen  Loten  eine  solche  cyklisch- 
„symmetrische  Function,  vom  Grade  so  ist  der  Wert  der  P'unction 
„für  alle  Punkte  des  Kreises  constaut,  wenn  nur  p <C^n  bleibt.  So 
„ist  insbesondere  für  jeden  Punkt  dieses  Kreises  auch  die  Summe 
„aller  p ten  Potenzen  dieser  Lote  constant“. 

6)  Um  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  möge  weiter  mit 
dem  Halbmesser  eins  ein  'Kreis  beschrieben  sein,  und  von  einem 
Punkt  P der  x-Achse  mit  der  Abscisse  x mögen  nach  den  Ecken  A 
eines  dem  Kreise  .einbeschriebenen  n-Ecks  Strahlen  gezogen  sein. 
Es  ist  dann  für  diese  Strahlen  immer  die  Gleichung 

■ PA^  ==  + 1 — 2*  cos  a 

gültig,  wo  wir,  um  die  verschiedenen  Längen  PA*  zu  erhalten,  dem 
Werte  a die  entsprechenden  Werte  «„  «j,  . . . «n  zu  geben  haben. 
Wir  werden  dann  auch  für  diesen  Fall  eine  Reihe  von  solchen  Rela- 
tionen ableiten  können.  So  werden  wir  z.  B die  Summe  der  pten 
Potenzen  der  Quadrate  dieser  Entfernungen  bilden  können.  Ist 
P <C  n,  so  erhalten  wir  aber  mittelst  unserer  goniometrischen  Be- 
ziehungen zwischen  A^cos?«  wieder: 

Ap2p  .^((1 — 2* cos  a)P 
oder  : 
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•2  = (1+**),+  +»»)>’-» 

^ p(;,-l)(p-2)(p-3)»-4)(p-5) 

(Ol; 

“I“  • • 

und  hieraus  ohne  Schwierigkeit: 


• + 1 


ZPA-‘P  = » I x2p  + (py  iSp-2+  *2P-«  + . . . + l| 

Aendern  wir  jetzt  die  jr-Achse  oder  mit  andern  Worten  den 
Wert  Cf,,  so  beschreibt  der  Punkt  einen  Kreis,  und  wir  finden  dar- 
aus: 


1 


„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  von 
„ungerader  Seitenzahl  einen  Kreis,  so  ist  die  Summe  der  2pten  Po- 
„teuzen  der  Entfernungen  irgend  eines  Punktes  dieses  Kreises  von 
„den  Ecken  des  Polygons  constant,  nämlich  gleich 

» |a2P  + (^yo2P-*.4«+^^ya2p-*.  J‘+.  . . &2p| 

„wenn  p <in,  und  a der  Halbmesser  des  Umkreises  des  Polygons 
„6,  der  des  beliebigen  Kreises  ist.  Diese  Summe  bleibt  zudem 
constant,  wenn  der  eine  Kreis  mit  dem  andern  vertauscht  wird. 
„Hat  das  Polygon  eine  gerade  Seitenzahl,  so  bleibt  der  Satz  mit 
„entsprechenden  Aenderungen  gültig“. 

Wir  können  diesen  Satz  ohne  weiteres  auch  für  den  Fall  p ^ n 
ausdehnen,  wollen  dies  jedoch  unterlassen. 

7)  Auch  im  letzteren  Falle  können  wir  an  Stelle  der  Summen 
der  Potenzen  solche  Beziehungen,  für  die  Summen  der  Combinationen 
etwa,  ableiten.  Wir  wollen  uns  dabei  aber  auch  diesmal  auf  das 
Product  dieser  Grössen  PA*  beschränken.  Wir  haben  für  dasselbe 

UFA*  “ n{x*  4”  ^ — 2o;cosa) 

oder  entwickelt  und  die  Werte  aus  den  Gleichungen  21)  eingesetzt: 

JlPA*  "=-  ^ ^ I — 3) )**"”* 

— 4"  . . . — 2**»**/Icosa 
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+»’-*  • ((»  - 1)  - 2(n - 2)  +(» -3)) 

+ i(n-l)(n-2)  - 3(n-2)(n-3+3(n-3)(n-4) 

— (n— 4)(n— 5)1 

+!c2"-»  . ^,|(B-l)(n-2)(n-3)-4(»-2)(«-3Xn-4) 

+ 6(n-3)(n-4)(B— 6) — 4(»-4)(n  -5)(n  - 6) 

-f-  (n  — 5)(n— 6)(« — 7)! 

+ . . . — 2®*»  COS  na 


Betrachten  wir  aber  etwa  den  Coefficienten  von  go  treten 

in  diesen  die  Zahlen  1,  4,  6,  4«  1 als  Factoren  vor  den  Klammer- 
ansdrücken  auf.  Die  Ausdrücke  in  der  Klammer  sind  aber  ihrer- 
seits die  Glieder  einer  aritb.  Reibe  der  3ten  Ordnung,  und  nach 
einem  bekannten  Satze  verschwindet  dann  notwendig  die  Somme. 
Daraus  folgt  aber  das  Theorem  von  Cotes  mit  der  Moivre’schen 
£rw  eiterung 


nPA*  «=■  — 2®"coswa-|- 1,  d b. 

für  a 0 

nPA^  = (z”  — l)g 

für  a =*  — 
n 

npA  = ®H  ^ 1 

u.  s w. 


IX.  Quadratur  der  Fusspunktencurve  des  Kreises. 

Wie  wir  in  VIII.  5)  sahen,  können  wir  zwischen  den  Loten 
eines  Punktes  auf  die  Seiten  eines  reg.  Polygons  eine  Menge  von 
Relationen  aufstellen,  die  auf  Kreise  als  geometrische  Oerter  für 
den  Punkt  führen.  Bilden  wir  so  etwa  die  Function: 

X»j*  . . , . -|-  Ln  • Li  “ const. 

so  giebt  uns  die  Entwicklung  dieses  Orts  aber  die  Gleichung 

ü 27t 

(**+y*)  . 2 • “ const.  siebe  Gl.  30),  oder: 
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wenn  wir  mit  e,,  die  Entfernungen  eines  Punktes  von 

den  Seiten  des  Polygons,  mit 

g =»  y'x*  + y* 

die  Entfernung  desselben  vom  Mittelpunkt  des  Polygons  bezeich- 
nen, dann  ist  immer: 


“ *1  *2^3  “1“  ^3^4  “I“  • • • “f-  • «1 

Verbinden  wir  die  Fusspunkte  der  aufeinander  folgenden  Lote 
auf  die  Seiten  aber  durch  gerade  Linien,  so  erhalten  wir  ein  Polygon 
das  wir  als  Fusspuuktenvieleck  bezeichnen  wollen.  Je  zwei  aufein- 

ander  folgende  Lote  bilden  aber  mit  einander  einen  Winkel  = — 

n 

und  wir  erhalten  daraus  als  Inhalt  des  Fusspunktenvielecks  den  Wert 


oder: 

oder: 


:n 


F = i sin  — . Cg  + «2  • «3  + • • • + «H  . ei ) 


.27t  2n  . 2n 

in  . . sin cos h in«*  . sin  — 

n 7t  n 


1 • 8 119  • 

F = |n  . sin  ~ ~r  • Sin  — 


n 


Lassen  wir  die  Seitenzahl  des  Vielecks  jetzt  in’s  unendliche 
wachsen,  so  können  wir  anstatt  des  Sinus  den  Winkel  selbst  setzen 
und  erhalten  daraus  für  den  „Inhalt  der  Fusspunktencurve  des 
Kreises  für  einen  beliebigen  Pol,  der  die  Entfernung  g vom  Kreis - 
mittelpunkt  hat, 

F =»  \g^7t  -|-  p^Tt 


p ist  hiebei  der  Halbmesser  des  Kreises  gewordenes 


Selilussbemerkung. 

Die  hier  entwickelten  Relationen  legen  es  nahe  zu  vermuten, 
dass  auch  für  die  regulären  Polyeder  analoge  Beziehungen  gültig 
sein  werden.  Dem  ist  in  der  Tat  so.  Wir  erhalten  z.  B.  wenn  wir 
die  Summen  der  2;>ten  Potenzen  der  Entfernungen  eines  Punktes  F 
von  den  Ecken  A eines  solchen  Polyeders  mit  bezeichnen,, 
z.  B.:  ' 


„Bewegt  sich  der  Punkt  P auf  einer  Kugel , deren  Mittelpunkt 
„mit  dem  Mittelpunkt  eines  reg.  Polyeders  zusammenf&llt,  so  ist  für 
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„das  reguläre  Tetraeder  und  für  das  Hexaeder  und  Okta- 
„eder  £r*  und  und  für  das  Dodekaeder  und  Ikosaeder 

und  £r*  je  gleich  einer  Constanten“. 

Wie  wir  bei  den  reg.  Polygonen  z.  B.  die  Ecken  durch  con- 
graente  gleichschenkl.  Dreiecke  abstumpfen  könnten,  ohne  dass  alle 
die  oben  entwickelten  Relationen  für  die  entstandenen  Polygone 
ungültig  werden,  ebenso  könnten  wir  auch  entsprechend  die  Ecken 
dieser  Polyeder  abstumpfen  und  würden  wir  daun  Relationen  er- 
halten. Doch  wollen  wir  uns  darauf  beschränken  in  beiden  Fällen 
darauf  bingewiesen  zu  haben. 


Stuttgart,  im  März  1897. 
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IV. 

Eine  neue  Beziehung  zwischen  den  Krümmungen 
von  Curven  und  Flächen. 


Von 

R.  Hoppe. 


Die  EntdeckuDg  der  Beziehung  zwischen  der  Hauptkrttmmang 
der  allgemeinen  konischen  Fläche  und  dem  Krümmungsverhältniss 
einer  ebenso  allgemeinen  Curve,  welche  Mangeot  in  Soc.  Math,  de 
France  Bull.  XXIV.  p.  98  mitteilt,  ist  woi  von  genügendem  Interesse, 
um  sie  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  anzufügen.  Die 
Beziehung  ist  in  den  fundamentalen  Ausdrücken  beider  Grössen 
unmittelbar  gegeben. 


Die  genannte  Fläche  wird  von  einem  Strahle  in  der  Richtnug 
der  Tangente  der  Curve  erzeugt.  Bezeichnen  fgh^  f'g'h\  Imn  die 
Richtungscos.  der  Tangente,  Hauptnormale,  Binormale,  t und  & 
den  Krümmungs>  und  Torsionswinkel,  v den  Bogen  der  Curve,  pj 
und  ps  die  Hauptkrümmungsradieu  der  Fläche,  u den  Strahl,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Fläche  in  den  Parametern  u,  v: 


X u/'y  z = uh 


woraus  die  Werte  der  Fundamentalgrossen 

0®*  ...  ^ ^ dx*  -|-  . . . 

~ ^ ^ ‘ “ du  Bo 


0x*  + . . . / ör\« 

w* — = 

_ B*X  r.  B*  X . 

0*  a;  , 0T  B& 


leicht  folgen.  Hier  ist  p Richtungscos.  der  Normale  •=■  l.  Da  die 
eine  Hauptkrümmung  null  ist,  so  hat  man: 

i_  L I L _ gl  gl  _ 1 ?? 

Ql  Ql  Qi  ^i9i  /i*  ** 

Diese  Gleichung  spricht  den  Satz  von  Mangeot  aus:  „Der  Haupt- 
krümmungsradius pi  variirt  proportional  dem  Strahle  u,  und  der 
Goefhcient  des  Verhältnisses  ist  gleich  dem  Krümmungsverhältniss 
der  Curve.“ 


DIgitized  by  Google 


K aramata : Umkreis  und  ßerührungskreise. 


113 


V. 

Ein  Beitrag  zu.  den  Beziehungen  (ies  Umkreises 
zu  den  Berührungskreisen  eines  Dreieckes. 


Von 

Konstantin  Karamata. 


Betrachtet  mau  deu  Umkreis  eines  Dreieckes  ABC  als  Erzeug- 
niss  zweier  congrueuteu  StrahleubüscheK  so  kaou  man  etwa  die 
Seiten  AC  und  CB  als  ein  Paar  zweier  einander  eindeutig  zuge- 
ordneteii  Strahlen  annehmen.  Derselbe  Kreis  ist  dann  durch  die 
Gleichungen 


a. 

1 

o 

GO 

II 

+ 

(1) 

sc'+  y = fi 

(2) 

charakterisirt , wo  x und  y die  veränderlichen  Winkel  der  Dreiecke 
bedeuten,,  die  durch  die  Zuordnung  der  Strahlen  entstehen,  und 
welche  au,  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  AB  liegen,  (i  ist 'der  dritte 
Winkel,  wdcher  als  Peripheriewinkel, des  Kreises  immer  constant  bleibt. 
Die  erste  Gleichung  bezieht  sich  auf  deu  Kreisbogen  oberhalb  der  Sehne 
AB  und  die  zweite  auf  den  Kreisbogen  unterhalb  derselben  Sehne. 
Der  Radius  dieses  Kreises  ist 


a ' 

^ 2 sin  ft 

wo  a die  Länge  der  gemeinschaftlicbeu  Seite  AB  ist. 

Arch.  d.  Math.  Thys.  2.  lleilie,  T.  XVI. 


(3) 
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2.  Hälften  wir  sowol  die  inneren  als  anch  die  äusseren  Winkel 
an  der  allen  Dreiecken  des  Umkreises  gemeinschaftlichen  Seite  AB^ 
so  geben  die  Durchschnitte  je  vierer  zu  einem  Dreiecke  gehörigen 
Symmetralen  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise,  so  dass 
die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  dieser  Mittelpunkte  entsteht. 
Je  zwei  Symmetralen,  die  zu  einem  Innen-  und  dessen  Aussenwinkel 
gehören,  bilden  zwei  involutorisch  zugeordnete  Strahlen,  die  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  wodurch  wir  zwei  involntoriscbe  und  con- 
gruente  Strahlenbüschel  mit  dem  Scheitel  in  A und  B erhalten.  Die 
eindeutige  Zuordnung  je  eines  Paares  involutoriscber  Strahlen  des 
einen  Strahlenbüschels  {A)  einem  anderen  Paare  aus  dem  involuto- 
riscbeu  Strahlenbüscbel  aus  B bestimmt,  schon  die  eindeutige  Zu- 
ordnung der  Strahlen  aus  dem  ursprünglichen  Strahlenbüschel  (J) 
und  (B),  deren  Erzeugniss  der  Umkreis  selbst  ist,  dadurch  dass  je 
einen  Strahl  des  ursprünglichen  Strahlenbüschels  ein  Strahlenpaar 
des  involutorischen  Strahlenbüscbels  begleitet.  Der  geometrische 
Ort  aller  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise  aller  Dreiecke, 
welche  einem  Umkreise  eingeschrieben  sind  und  eine  Seite  gemein- 
schaftlich haben,  wird  daher  das  Erzeugniss  zweier  involutorischen 
und  congruenten  Strahlenbüscbel  sein.  Dasselbe  ist  im  allgemeinen 
eine  Curve  4.  Ordnung,  welche  in  diesem  Falle,  wie  aus  der  folgen- 
den Specialisirung  hervorgeht,  in  zwei  Kreise  zerfällt. 

3.  Diese  Curve  können  wir  auf  Grund  der  Gleichungen  (1) 
und  (2)  untersuchen  und  werden  daher  die  zwei  Fälle,  ob  die  Drei- 
ecke oberhalb  oder  unterhalb  der  gemeinschaftlichen  Seite  in  dem. 
Umkreise  liegen,  unterscheiden. 


I.  Die  Dreiecke  oberhalb  der  gemeinschaftlichen 

Seite  AB, 


a)  Die  Symmetralen  der  inneren  Winkel  an  der  Seite  AB  schnei, 
den  sich  im  Punkte  D,  der  ein  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher 
alle  drei  Seiten  eines  Dreieckes  von  innen  berührt.  Der  Winkel 


bei  D ist  gegeben  durch  180®  — 


X+fJ 


oder  nach  (1)  durch 


90»+ f 

Dies  aber  findet  für  jedes  Dreieck,  welches  dem  Kreise  K einge 
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schrieben  ist  und  oberhalb  AB  liegt,  statt,  daher  ist  der  geometrische 
Ort  aller  solcher  Punkte  D ein  Kreisbogen  AB  mit  dem  constanteu 

u 

Peripheriewinkel  90®  -f-  ^ oberhalb  der  Sehne  AB.  Der  Radius  des 
Kreises,  dem  dieser  Kreisbogen  angebört,  ist 

a 

Ql  = T 

2 cos  2 


Den  Mittelpunkt  und  den  Centriwinkel  dieses  Kreises  K erhUlt 
man,  wenn  man  die  Senkrechte  SP  verlängert , bis  sie  den  Kreis  K 
unterhalb  der  Sehne  AB  schneidet.  Der  Durchschnittspunkt  S’/  giebt 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  Kc'  und 

ASc*  =»  Sc*B 

ist  dessen  Radius. 


b)  Es  sei  Db'  der  Schnittpunkt  der  Symmetrale  des  Aussen- 
winkels  bei  A mit  der  Symmetrale  des  Innenwinkels  bei  R,  Da  da- 
gegen der  Schnittpunkt  der  Symmetrale  des  Innenwinkels  bei  A mit 
der  Symmetrale  des  Aussenwinkels  bei  R,  so  geben  dieselben  die 
Mittelpunkte  zweier  Berührungskreise,  welche  eine  der  als  Strahlen 
einander  zugeordneten  Seiten  in  ihrer  Verlängerung,  die  andere 
aussen  berühren.  Der  Winkel  der  Symmetralen  bei  />&  ist 


180® 


180® -ar 
2 


+*+5 


-[ 

+y  + |j  oder  nach  (1) 


und  der  bei  Da  ist  180®  = 


180®-?/ 

2 


2 


d.  b.  der  Ort  aller  Da  und  Db  ist  ein  Kreisbogen  mit  dem  Peri- 
pheriewinkel ^oberhalb  der  Sehne  AB^  der  zum  Kreise  Kc"  mit 
dem  Radius 

a 

Q2  “ - 

2 sin  I 


gehört.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist  der  zweite  Durchschnitts- 
punkt Se"  der  Senkrechten  SP  mit  dem  Kreise  K. 

c)  Die  Symmetralen  beider  Aussen  Winkel  an  AB  geben  als 
Durchscbnittspunkt  den  Mittelpunkt  Db  des  Kreises , welcher  die 

8* 
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gemeinschaftliche  Seite  AB  aussen  berührt.  Der  Winkel  bei  De  ist 


180«- 


180«-«  , 180«— y 

s I ö 


oder  nach  (1) 


90«  - 1 


dies  ist  aber  der  Supplementwinkel  von  I.  a.  und  constaut,  daher  liegt 
De  am  Kreisbogen,  welcher  dem  von  1.  a.  zum  Kreise  Ke  ergänzt. 


II.  Die  Dreiecke  unterhalb  der  gemeinschaftlichen 

Seite  AB, 

a)  Bezeichnet  man  mit  D\  analog  nach  I.  a.,  die  Mittelpunkte  der 
Kreise,  welche  die  Dreiecke,  die  unterhalb  der  Sehne  AB  liegen, 
innerlich  berühren,  so  wird  der  Peripheriewiukel  bei  D*  gegeben  sein 


durch  180«— 


2 2 


und  dies  ist  nach  (2) 
180«-^ 


Der  Kreisbogen,  an  welchem  die  Scheitel  der  obigen  Peripherie- 
wiukel liegen,  ist  supplementär  zu  dem  von  I.  b. 


b)  Für  die  Mittelpunkte  Du  und  Da'  erhalten  wir,  dass  sie  an 

1 80« — X y 

Kreisbogen  mit  dem  Peripheriewinkel  180^  - • - i • 


ziehungsweise  180^ — 


X 


180«-« 

--2“  +y+ä 


-I-  X -4-  - 
2 ^ ~2 

d.  i.  nach  (1) 


he- 


90» 


liegen;  daher  ist  das  derselbe  Kreisbogen  wie  I.  c. 

c)  Die  Mittelpunkte  De  sind  Scheitel  der  Peripheriovinkel 


180«— 


180«-«  , 180«-2^ 
2 2 


oder  nach  (2) 


d.  h.  der  Kreisbogen  I.  b. 


2 
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Man  ersieht  aus  dem,  dass  auf  dem  Kreise  Kc  die  Mittelpunkte 
/)«,  Db,  Da  und  Db  und  auf  dem  Kreise  K"  Day  Dby  D und  Dv 
liegen.  Daraus  folgt,  dass  der  geometrische  Ort  aller  Mittelpunkte 
der  Berührungskreise  der  einem  Umkreise  eingeschriebener  Drei- 
ecke, welche  eine  gemeinschaftliche  Seite  haben,  zwei  Kreise  sind, 
als  auch  dass  die  Curve  4.  Grades,  welche  als  Erzeuguiss  zweier 
coDgrueuten  iuvolutoriscben  Strahleuhüschel  erscheint,  in  zwei  Kreise 
zerfällt 

4.  Ebenso  wie  die  Punkte  .1  und  B des  eingeschriebenen  Drei- 
eckes ABC  als  Scheitel  zweier  congrueuten  Strahlenbüschel  ange- 
nommen worden  sind,  kann  man  auch  B und  6’,  als  auch  C und  A 
als  solche  betrachten;  dem  gemäss  sind  im  ersten  Falle  BC  der 
gemeinsame  Strahl,  BA  und  AC  die  einander  zugeordneten  Strahlen, 
im  zweiten  Falle  CA  der  genieiuscüaftliche  Strahl  und  CB  und  BA 
die  zugeordneten.  Im  ersten  Falle  erhalten  wir,  dass  die  Mittel- 
punkte der  Berührungskreise  au  Jen  Kreisen  Ka  und.  Kd\  im 
zweiten  Falle  auf  den  Kreisen  Kd  und  Kd'  liegen  müssen,  die  man 
in  Bezug  auf  die  Seite  BC  resp.  CA  ebenso  erhält,  wie  die  Kreise 
Kc'  und  Kc"  in  Bezug  auf  AB]  daher  werden  Kdy  Kd\  Kd  und  Kb" 
analoge  geometrische  Oerter  repräsentiren  wie  die  Kreise  Kd 
und  Kc". 


Nun  betrachten  wir  das  Dreieck  ABC  mit  seinem  Umkreise  A”, 
dessen  Mittelpunkt  S ist,  für  sich  und  fällen  aus  S Senkrechte  auf  alle 
drei  Seiten,  so  erhalten  wir  sechs  Schnittpunkte  auf  dem  Umkreise 
Sa\  Sa"y  Si/y  Sb"y  Sb'  uod  Sj' , beschrciben  aus  diesen  einzelnen 
Punkten  als  Mittelpunkten  Kreise  mit  Radien , welche  gleich  dem 
Abstande  des  Mittelpunktes  von  den  Endpunkten  der  Seite,  in  Bezug 
auf  welche  die  dazugehörige  Senkrechte  die  Symmetrale  ist  {SaB  =» 
SaC\  Sa'B  = Sa'C,  Sd C ^ Si/ A,  Sb"C  = Sb'Ay  Sc^A  ^ SdBc  und 
SdC  =•  Sa"B)f  so  erhalten  wir  sechs  Kreise  Kd,  Kd'y  Kd,  Kb",  Kd 
und  Kc",  von  denen  sich  je  vier  in  den  drei  Ecken  des  Drei- 
eckes schneiden  und  je  drei  in  vier  anderen  Punkten  D,  Da^  Db 
und  De,  welche  zugleich  auch  die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungs- 
kreise des  Dreieckes  sind. 


Dies  ist  leicht  einzusehen  sowol  für  einen  dieser  Punkte,  als 
auch  für  die  anderen.  Nehmen  wir  z.  B.  den  Punkt  D au,  so  muss 
derselbe  als  Mittelpunkt  der  Berührungskreise,  welche  die  dem 
Kreise  K oberhalb  der  gemeinsamen  Seite  AB  eingeschriebenen 
Dreieke  innerlich  berühren,  auf  dem  Kreisbogen  AB  des  Kreises  Ke 
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liegen;  analog  für  die  Seite  BC  liegt  derselbe  auf  den  Kreisbogen 
BC  des  Kreises  Ka\  und  in  Bezug  auf  die  Seite  CA  auf  dem  Kreis- 
bogen CA  des  Kreises  Kb-  Für  ein  und  dasselbe  Dreieck  kann 
dieses  nur  dann  stattfinden)  wenn  sich  diese  drei  Kreisbögen  in 
einem  und  demselben  Punkte  D schneiden. 

Aelmlich  beweist  man,  dass  />«  der  Schnittpunkt  der  Kreise 
Ka\  Kb'  und  Kc\  Di  der  Schnittpunkt  der  Kreise  Ka',  Kb*  und  Ke' 
De  der  Schnittpunkt  der  Kreise  Kd\  Kd  und  Kd  ist. 
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VI. 

Desargues^  Verdienste  um  die  Begründung  der 
projectivischen  Geometrie. 

Von 

Stanislaus  Chrzaszczewski,  stud.  math. 

lilflnchen. 


Einleitung. 

Wol  nahezu  2000  Jahre  beherrschten  die  Bücher  des  Euklid, 
Archimedes  und  Apollonius  das  Interesse  der  Geometer,  ohne  dass 
wesentliche  Fortschritte  in  dem  Aufbau  der  Kegelschnittstheorie 
gemacht  worden  wären.  Immer  noch  bot  diese  Wissenschaft  den 
Charakter  einer  specielleu,  immer  noch  fehlte  ihr  der  der  Allge- 
meinheit. Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  worden  so  behandelt,  als 
ob  sie  unter  sich  fremdartige  Gebilde  wären. 

Der  erste,  der  eine  Darstellung  der  oben  genannten  Curvcn  von 
einheitlichem  Gesichtspunkt  aus  mit  grossem  Geschick  unternahm, 
ist  Girard  Desargues,  indem  bei  ihm  wesentlich  das  eine  Bestreben 
zu  Tage  tritt,  nur  lagengeometrische  Beziehungen,  die  doch  für  jeden 
beliebigen  Kegelschnitt  gelten,  d.  h.  die  projectivischen  Eigenschaften 
derselben  anfzustellen.  Metrische  Relationen  werden  von  ihm  nur 
ganz  nebenher  gestreift. 

Der  Verfasser  hofft  non  einen  Beitrag  zur  Kenntniss  der  Ge- 
schichte der  projectivischen  Geometrie  zu  liefern,  wenn  er  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  in  erster  Linie  eine  eingehende  Darstellung 
der  Desargues'schen  Verdienste  gibt,  indem  diese  bisher  in  keinerp 
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inathcniatisch-gcschichtlichcn  Werke  in  der  ilincu  gebührenden  Weise 
betrachtet  worden  sind.  So  konnte  z.  B im  2.  Bande  von  Herrn 
Cantors  Vorlesungen,  die  ja  das  ganze  Gebiet  der  Mathematik  um- 
fassen, selbstverständlich  nur  eine  cursorische  und  allgemeine  Schil- 
derung der  Desargues’schen  Arbeiten  Baum  finden  und  es  musste 
eine  genauere  Auseinandersetzung  derselben  mit  Recht  einer  Spe- 
cialuntersuchung Vorbehalten  bleiben. 

ln  den  bekannten  französischen  Arbeiten  von  Chasles,  Poudra 
und  St.  M.  Marie  sind  die  Ausführungen  bezüglich  Desargues  teils 
unvollständig,  teils  auch  nicht  einwandsfrei  dargestellt.  Wieder  an- 
dere Werke  enthalten  zu  wenig,  als  dass  es  auch  nur  annähernd 
möglich  ist,  sich  über  Desargues’  Leistungen  eine  genügende  Vor- 
stellung zu  bilden.  ' 

Somit  bleibO  jedem,  der  die  iu  Frage  stehenden  Verdienste 
Desargues'  um  die  projectivische  Geometrie  kennen  lernen  will,  nur 
die  äusserst  mühsame  Lectüre  der  Originalwerke  desselben  übrig, 
namentlich  des  ,.Brouillon  projcct.“  Volle  zwei  Jahrhunderte  galt 
bekanntlich  dies  merkwürdige  Buch  für  verloren.  Erst  im  Jahre 
1S45  fand  Chasles  durch  einen  glücklichen  Zufall  eine  Abschrift 
desselben,  die  im  Jahre  ir>79  von  De  La  Hire  gefertigt  worden  war. 

Da  es  aber  nicht  Aufgabe  des  Historikers  ist,  die  wissenschaft- 
liche Tätigkeit  einer  hervorragenden  Persönlichkeit  für  sich  allein 
zu  betrachten,  so  müsste  der  Verfasser  auch  die  Bedeutung  Desar- 
gues* und  seine  Zeit,  sowie  den  Einfluss  seiner  Leistungen  auf  die 
spätere  Entwicklung  der  projectivischen  Geometrie  iu’s  Auge  fassen. 
Dabei  ergaben  sich  enge  und  interessante  Beziehungen  zu  Pascal, 
P’ermat  und  De  La  Hire. 


Die  vorliegende  Abhandlung  ist  ein  Auszug  der  von  der  allge- 
meinen Abteilung  der  K.  bayr.  technischen  Hochschule  iu  München 
1896  mit  vollem  Preis  gekrönten  Arbeit  des  Verfassers  über  De- 
sargues. 
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IJf.gtündung  der  prnjectivischfn  GtomeJrtf. 

§ 1. 

Geometrische  Grundgedanken. 

Ks  ist  eine  bcinerkoiiswerte  Tatsache,  dass  bereits  Desargucs 
diejenigen  Fundamentalbegriflfe  ausdrücklich  eingeführt  hat,  die  inäii 
heutzutage  'als  die  geometrischen  Grundgebilde  erster  Stufe  be- 
zeichnet. 

Wir  fassen  seine  Gedanken  folgendermassen  kurz  zusammen: 

1)  Mehrere  Geraden,  die  alle  durch  einen  festen  Punkt  0 gtthen, 
bilden  eine  „ordonnance  de  droites,  der  Punkt  O heisst:  ,,but  de 
l’ordonnance.“ 

Ebenso  bildet  man  eine  Schar  von  Ebenen,  die  durch  eine  feste 
Gerade  0 gehen,  eine  „ordonnance  de  plans,‘’  die  feste  Gerade  0 
heisst:  „Aissien  de  Tordonnance.“ 

:))  Wenn  durch  verschiedene  Punkte  einer  Geraden  0 eine  Serie 
$ 

von  Geraden  hindurchläuft,  so  heisst  jene  Gerade  0,  auf  welcher 
die  verschiedenen  Punkte  „noeuds“  liegen,  „tronc.“ 

4)  Eine  Schar  von  parallelen  Geraden  ist  als  ein  Strahleubüschel 
zu  betrachten,  dessen  Centrum  im  Unendlichen  liegt.  Oder:  Einen 
Punkt  0 mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  einer  gegebenen  Geradeu 
verbinden  heisst:  durch  den  Punkt  0 zu  derselben  eine  Parallele 
legen  *) 

5)  Eine  Schar  von  parallelen  Ebenen  ist  als  ein  Ebenenbüschel 
zu  betrachten,  dessen  Achse  im  Unendlichen  liegt. 

6}  Jede  Gerade  geht  nach  2 Seiten  in  das  Unendliche  und 
schliesst  sich  dort.  Jede  Gerade  kann  als  Kreis  betrachtet  werden, 
dessen  Mittelpunkt  in  das  Unendliche  gerückt  ist. 


1)  Vergleich«:  Oeuvres  de  Desargucs  pM’  Poudra  deux  tomes,  Paris  1864. 
Wir  citiren  dieses  Werk  mit  Herrn  Caiitor  stets  als  Desargucs  I.  oder  II. 
Die  Begriffe  finden  sieh  in  der  angegebeneu  Weise  auf  Seite  104 — 107  erklärt. 

2)  Desargues  I.  pag.  205. 

3)  Ebenda.  I.  p:ig.  107,  108,  2*24. 

Dass  <lic  Dcsargues'sche  Vorstellung  über  den  Parallelismus  in  jener  Zeit 
völlig  neu  war,  dürlt^  wol  daraus  zur  Genüge  hervorgehen,  dass  sieh  Des- 
eartes  in  einem  Briefe  an  Desargues  in  günstigem  Sinne  darüber  äussert,  und 
hätte  ersterer  dio  Angelegenheit  wol  ignorirt , wenn  die  fragliche  Ansicht  be- 
reits in  der  damaligen  Zeit  üblich  gewesen  wäre.  Lettres  de  Dcscartcs,  Poudra 
t.  II.  pag  134. 
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Eine  Hauptschwierigkeit  beim  Studium  der  Werke  Desargues 
besteht  darin,  dass  derselbe  nicht  nur  eine  Reihe  neuer  Begriffe,’ 
sondern  auch  eine  Menge  neuer  Bezeichnungen  für  dieselben  einführte, 
die  aber  ebensowenig,  wie  diejenigen  Yietas  sich  forterhielten,  wes- 
halb wir  im  folgenden  nur  die  notwendigsten  anfübren  und  gebran- 
eben  werden. 

Weit  wichtiger  ist  es  zu  betonen,  dass  Desargues  die  Tragweite 
der  von  ihm  neu  aufgestellten  Begriffe  vollständig  erfasst  und  mit 
ihnen  zu  operiren  versteht,  indem  er  in  seiner  Involution  durch 
eindeutige  Zuordnung  der  Elemente  einer  Punktreibe  den  Grund- 
gedanken der  projectivischen  Geometrie  zum  ersten  Male  verwirk- 
licht. Seine  Betrachtungsweise  der  Involution  wollen  wir  im  folgen- 
den Paragraphen  nur  insoweit  klarznlegen  versuchen,  als  sie  zum 
Verständniss  der  darauf  aufgebauten  Kegelschnittstheorie  notwen- 
dig ist 


§ 2. 

Die  Theorie  der  Involution. 

(a)  Definition  dos  Arbre.  •) 

Trägt  man  auf  einer  Geraden,  von  einem  festen  Punkte  0 aus, 
Streckenpaare  (0«,  Oa^  — 8b,  0ä„  Oc  — 9<?i)  ab,  deren  Producte 
constant  sind,  so  bilden  die  Punkto  a«,  — bb^  — cq  einen  Arbre. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  Desargues’  Definition  des  Arbre  iden- 
tisch ist  mit  der  heutigen  Bestimmung  der  Involution,  wenn  man 
vom  Involutionsmittelpunkt  0 ausgeht,  welchem  Desargues  den 
Namen:  souche  beilegt. 

Dabei  wird  jedoch  von  vornherein  bestimmt,  dass  alle  Strecken- 
paarc  Oa,  Oaj  u.  s.  w.  entweder  nach  verschiedenen  Seiten  oder 
nach  der  gleichen  Seite  von  0 abgetragen  werden.  Darnach  er- 
hält man  beziehungsweise  einen  Arbre  mit  cingescblossen-  oder 
getrennt  liegender  Souche.  In  dem  ersten  Falle  greifen  die  Strecken 


Wenn  man  die  Frage  aufwirft,  wie  denn  Desargues  zu  seiner  so  neuen 
nnd  fruchtbaren  Anschauung  über  den  Parallelismus  gekommen  ist,  muss  man 
wol  zur  Beantwortung  derselben  auf  die  Perspective  vom  Jahre  1636  zurück- 
greifen. Desargues  I.  pag.  80  u.  ff. 

1)  Desargues  1.  pag.  112. 
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eotsprccbender  Punkte  aa^  — ect  übereinander,  im  zweiten  Falle 

liegen  sie  getrennt.  *) 


(b)  Metrische  Relationen  für  die  einzelnen  Strecken 
eines  Arbre. 


Desargues*  Bestreben  gebt  nun  dkbin,  eine  Gleichung  zu  finden, 
welche  zwischen  den  einzelnen  Entfernungen  der  yerschiedenen 
Punkte  eines  Arbre  statthat,  um  den  Punkt  0 (d.  h.  den  Involu- 
tionsmittelpunkt)  zu  eliminiren.  Dabei  gewinnt  er  folgende  Glei- 
chungen: 

Oa  Ocj ac,  *) 

Oc  0o|  ajC 

Ooj  Otfj  Oj  c, 

Oe  Oa  ae 

Durch  Division  folgt 


II. 


Oa 

Oflj 


acj  . ae 

OjCj  • (ZjC 


und  analog 

Oa  abi  . ab 

0«!  ajftj  . a^b 


1)  La  souche  est  engagöe  entre  . . . Desargues  I,  pag;115,  116. 

La  souche  est  degagde  entre  ...  „ „ ; 

les  deux  noeus  de  cbacune  des  couples  aa,  se  trouvent  meslcz  aux  deux 
noeus  des  autres  couples:  bb^ — c6,.  Desargues  I.  pag.  116 
les  deux  noeus  de  chacune  des  couplcs  aa^ — — cc^  se  trouvent  des  meslez 
des  deux  noeus  de  chacune  des  autres  couples.  Desargues  I.  pag,  116. 

2)  Beweis: 

Ooj  Oc,  Qg,  -|-aiC, 

Oc  Oa  Oc-j-c« 

0<i|  Oc 

Oa,  -|-  a,c,  ÜC  -f-  ca 

und  hieraus 

Oa,  Oc 

Oa,  -f-  Oc  ea  — Üc 

d.  h. 

Oa,  a,  c, 

Oc  ac 

ebenso  die  andere  Gleichung. 
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Die  Vergleichung  liefert: 


III. 


ab  . ab.^ 
a-^b  • 


ac  . at| 

ÖjO  • ct^c  I 


Dadurch  ist  oifeubar  der  Arbre  uiiabhäugig  von  der  Soucho  darge 
stellt  uud  ergibt  sich  folgende 


(6)  Definition  der  Involution,  unabhängig  vom 
Mittelpunkt. 

Wenn  drei  Punktepaarc  acij  — bb^  — cc^  so  auf  einer  Geraden 
liegen,  dass  d’e  einzelnen  Punkte  gegenseitige  Entfernungen  besitzen, 
die  der  Gleichung  111,  Genüge  leisten , so  nennt  man  diese  Punkt- 
lago eine  Involution.*)  Vorausgesetzt  bleibt  aber  immernoch 
die  Verteilung  der  Punkte,  wie  sie  unter  « hervorgehoben  worden 
ist.  Die  daraus  sich  ergebende  strenge  Einteilung  in  zwei  verschie- 
dene Involutionen  fällt  mit  der  modernen  Unterscheidung  einer 
elliptischen  und  hyperbolischen  Involution  völlig  zusam- 
men, und  später  werden  wir  auch  noch  der  parabolischen  be- 
gegnen. Auf  die  Invüluliüi.en  lassen  sich  öämtlichc  Gesetze  des 
Arbre,  wie  sie  iu  den  Gleichungen  I.  und  II.  niedergclegt  sind,  an- 
wenden. 

Wir  brauchen  kaum  noch  hinzuzufügen,  dass  die  Gleichung  III. 
genau  dieselbe  ist,  wie  diejenige,  die  heutzutage  die  Involution  durch 
die  Gleichheit  zweier  Doppclverhältnisse  dotinirt. 


(d)  Sätze  über  die  Involutiou. 

1)  Eine  Involutiou  erscheint  gegeben,  wenn  man  2 Punktepaarc, 
aa'  - cc^  derselben  kennt. 

Denn  wenn  0 die  Souche  ist,  so  kann  man  dieselbe  vermittelst 
folgeuder  Gleichungen  eindeutig  ®) 

0«  Ol  c,  , ^ 

und  Aa  — Oc  =*  ac 

< c «iC* 


1)  Involution  und  Arbre  decken  demnach  denselben  Begriff.  Es  besteht 
/.wischen  ili'^cn  nur  insofern  ein  formaler  Unterschied,  als  die  Bezeichnung  Arbre 
immer  nur  dann  angewendet  wird,  wenn  die  Strecken  vom  Involutionsmittel- 
punkt ausgezählt  werden. 

2)  Desargues  I.  pag.  121. 

Z)  • . . „la  souche  0 cst  d o n n c e de  position  . . “ Desargues  I. 

pag.  121. 
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2)  Der  Involutionamittelpunkt  eutspricht  dem  unendlich  weiten 
Punkt  der  Punktreihe.  *) 

3)  Bis  hieher  führt  Desargues  seine  Untersuchungen  für  beide 
Involutionen  gemeinsam  durch.  Zur  Beantwortung  der  Frage  aber: 
Wo  liegen  diejenigen  Punktepaare  einer  Involution,  die  von  der 
Soucbe  gleichen  Abstand  haben?  sieht  ersieh  genötigt,  in  der  Unter- 
suchung eine  Trennung  vorzunehmen. 

Bezeichnen  x und  y diejenigen  Punkte,  welche  die  verlangte 
Eigenschaft  besitzen,  so  hat  man  im  Falle  der  Punktlage  nach  Figur 
la:  

Ox  = 0.V  = VOa  . üaj 

(wenn  aa^  ein  gewöhnliches  Punktpaar  vorstellt.) 

Hiebei  betont  Desargues  ganz  scliarf,  dass  der  Punkt  x zwei 
nicht  zusammengehörige  Punkte  bc^  , der  Punkt  y die  Punkte  Äj  c 
repräsentirt,  und  bezeichnet  sie  daher  als  noeus'moyens  simples.^) 
(Siehe  Figur  2a).  Durch  Specialisirung  der  allgemeinen  luvolutions- 
gleichung  erhält  man  folgende  Relation: 

«jO:  ay 

ttyy  ax 

Der  Fall  nach  Figur  Ib  liefert  wiederum 
Ox  = Oy  = VOa  . Ua 

wobei  Desargues  ausdrücklich  hervorhebt,  dass  x das  Paar  bbu  y 
das  Paar  ec^  repräsentirt.  Dementsprechend  bezeichnet  er  sie  richtig 
als  „uoeus  moyens  doubles^),  kennt  somit  die  Doppelpunkte 
der  hyperbolischen  Involution.  (Siehe  Figur  2b).) 

Ist  ein  gewöhnliches  Punktepaar,  so  gebt  bei  Einführung 
der  Punkte  xy  in  die  allgemeine  Involutionsbediugung  die  sehr  wichtige. 
Relation  hervor: 

ax  OjX 
«y  Oj!/ 

Dieselbe  drückt  aus,  dass  ein  gewöhnliches  Punkte- 
paar aoi  von  den  Punkten  xy,  also  von  den.  Doppel- 


1)  Desargues  I.  pag.  127, 

2)  Desargues  I.  pag.  123. 

3)  Desargues  I,  pag.  124. 
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pankten  harmonisch  getrennt  wird,  was  oben  durchaus  nicht 
der  Fall  war. 


(e)  DieVierpunktinvolution.  Indem  Desargues  die  besondere 
Wichtigkeit  des  soeben  behandelten  Falles  anerkennt,  nennt  er  die 
Pnnktelage  an,  — (Fig.  2 b)  eine  Vierpunktinvolution  und  entwickelt 
eine  Reihe  von  Sätzen , die  bei  derselben  statthaben , eine  vollstän- 
dige Theorie  der  harmoischen  Punkte.  Als  solche  nennt  er  auch  die 
Punkte  X und  y ein  Paar  entsprechende , und  bezeichnet  in  der  Er- 
kenntnis, dass  ay  mit  aa^  gleichberechtigt  erscheint,  die  Mitte  p 
von  aoi  als  die  reciproke  Souche  der  Vierpunktinvolution.  Man  hat 
dann  neben 


auch  noch 


Ox  . Oy  ==  Oa  . Oa,  =*  Ox*  = Oy* 
pa  . pO|  = px  . py  *»=  pa*  — 


Aus  den  sich  hieran  anschliessenden  Sätzen  heben  wir  nur  folgende 
hervor: 


1)  Eine  Vierpunktinvolution  ist  gegeben,  wenn  man  ein  Punkte- 
paar und  den  einen  Punkt  des  anderen  Paares  kennt.  *) 

2)  Die  Endpunkte  einer  Strecke  bilden  mit  dem  Mittelpunkt 
derselben  und  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden,  auf  welcher 
sie  liegt,  eine  Viorpunktinvolutioii.  *) 

3)  Hat  man  eine  Vierpunktinvolution  (aa^  — xy),  deren  Souche  0 
ist,  so  sind  damit  sofort  zwei  neue  allgemeine  Involutionen  gegeben. 
Nämlich 

xy  — Ooj  mit  Souche  a und 
xy  — Oa  mit  Souche  a, 

Desargues  beschliesst  die  Theorie  seiner  Punktinvolution  mit 
einem  Satze,  der  für  später  von  besonderer  Wichtigkeit  ist  und  des- 
halb angeführt  werden  möge. 

4)  Hat  man  auf  einer  Geraden  drei  Punktepaare  einer  gewöhn- 
lichen Sechspunktinvolution  (aa,  - — ««^) , sowie  ein  weiteres 

Punktepaar  xy , das  mit  den  beiden  ersten  Paaren  (oai  — lh^ ) je 
eine  Vierpunktinvolution  bildet,  so  gilt  dies  auch  bezüglich  des 
letzten  Paares 


1)  Desargues  I.  pag.  184. 

2)  Desargues  I.  pag.  136. 
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Hieran  schliesst  sich  eine  ebenso  vollständig  durcbgeführte  Be- 
handlung der 

(0  Strahlenin volution,  >)  welche  folgendermassen  definirt 
wird : Laufen  durch  drei  Punktepaare  einer  Involution  drei  Strahlen* 
paare,  so  bat  man  eine  Strableninvolution  (ram4  d'un  arbre).  Auf 
diese  Definition  folgt  direct  der  Hauptsatz  von  der  Invarianz 
der  Involution  bei  Projection: 

„Jede  beliebige  Gerade  wird  von  den  6 Strahlen  des  Büschels 
nach  6 Punkten  einer  Involution  geschnitten.“*) 

Infolge  der  umständlichen  Schreibweise  Desargucs’  gestaltet  sich 
der  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes,  von  dem  man  sagen  kann,  dass 
er  das  Fundament  der  vorliegenden  Kegelscbnittstheorie  ist,  breit 
und  unübersichtlich;  wir  glauben  denselben  deshalb  mitteilen  zu 
müssen,  weil  er  historisch  interessant  ist  und  ein  beredtes  Zeugniss 
von  dem  geometrischen  Scharfsinn  unseres  Mathematikers  ablegt. 

Zunächst  ist  der  Satz  für  den  speciellen  Fall  ohne  weiteres  klar, 
„dass  das  Büschelcentrum  im  Unendlichen  liegt“  d.  h.  wenn  die 
einzelnen  Strahlen  parallel  laufen.  ^)  Für  den  allgemeinen  Fall  je- 
doch ist  folgende  Figur  (Fig.  3)  zu  entwerfen:  Die  Involution 
au,  — hhy  — tfc,  wird  durch  das  Strahlenbüschel  K projicirt , und  die 
beliebige  Gerade  M liefert  auf  den  Strahlen  derselben  drei  weitere 
Punktepaare  AA^  — — CU, , von  denen  nachzuweisen  ist,  dass 

sie  eine  Involution  bilden. 

Zum  Beweise  zieht  nun  Desargues  die  Hilfslinie  cC,,  welche  auf 
den  Strahlen  bezüglich  der  Punkte  oa,  — liefert. 

Nunmehr  wird  auf  die  folgenden  Dreiecke  der  Transversalensatz 
des  Menelaos  angewendet.  Das  Dreieck  cCC\  von  der  Transversale 
Aß|  geschnitten,  liefert  die  Gleichung:^) 

B,C  ßj^ 

B^C^  Kc  • ftC, 

Das  nämliche  Dreieck  von  KB  geschnitten,  ergibt: 


1)  Desargaes  I.  pag.  146,  147. 

2)  Desargues  I.  pag.  147. 

3)  Desargaes  I.  147. 

4)  Desargues,  der  diesen  Satz  dom  Ptolemäus  zuschreibt,  da  er  ihn  jeden- 
falls aus  dem  Almagest  kennt,  wendet  ihn,  den  Griechen  folgend,  beständig  in 
der  obigen  Form,  der  der  zusammengesetzten  Verhältnisse,  an. 
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2) 


BC  KC 
BCi  Kc  ‘ ßC\ 


1)  und  2)  verbunden,  ergeben: 

ßc  . ß^c 


I) 


BC  . B^C 
BC^  . B^C\  ~ ßC^ 


\ . ßxC,  • \KcJ 


Schneidet  man  das  Dreieck  cc^C^  bzhw.  durch  die  Transversalen 
Ä'Ä,  und  A'Z»,  so  erhält  man: 


3) 


ßjC  h^c  Kci 
ßiC-i  KC-^ 


ßc  he 

ßC\  bCy 

und  hieraus: 


4) 


Kc^ 

ÄC’i 


II 


ßc  . ß-^c  bc  , h-^c  ^ Kcj 
ßOi  . ß,C^  ^ * \^'i/ 


I.  und  II.  verknüpft,  liefern : 


A. 


BC  . B^C 
BC\  . BiCi  "■  \Kc 


' . Ke^"y  hc 
TÄcJ  ■ hc\ 


In  dieser  Gleichung  A.  erscheint  die  Buchstabengruppe  CC^BB^ 
besonders  ausgezeichnet.  Durch  Auszeichnung  der  Gruppe  aa^AA\ 
entsteht  bei  der  Beibehaltung  der  Hülfslinie  cC^  die  Gleichung: 


B. 


AC  . A^C  __  fKC  . Kc^  Y 
AC\  . A,6’i  “ \Äc  . KC\  ) 


ac 


tttC 


1*’! 


aC|  . «|Cj 


Indem  nun  nach  Voraussetzung: 


ae  , a^c  bc  . h^c 

aci  . fljCg  hci  . biCj 

ist,  ergibt  sich  aus  A,  uud  B.  die  Beziehung: 

AC  . AfC  BC  . 

AC^  . AjC'i  “ BC\  . B^t\ 

Damit  ist  aber  gemäss  Hauptgleichung  III.  auf  Seite  124  die  Be- 
hauptung bewiesen. 

Beachtungs wert  scheint  uns  auch  noch  die  Bemerkung  Desargues’’) 
1)  Desargues  I,  pag.  151. 


DIgitized  byGoogls 


Begründung  der  projectivischen  Geometrie. 


129 


Läuft  die  schneidende  Transversale  M parallel  zu  einem  der 
projicirenden  Strahlen,  etwa  üTa,  so  schneidet  der  entsprechende  Strahl 
Ka^  die  Gerade  M in  der  Souche,  der  auf  M entstehenden  In- 
volution. 

Von  dieser  Behandlung  der  allgemeinen  Sechsstrahleninvolution 
geht  er  nun  auf  die  Theorie  der 

(g)  Vierstrahleninvolution  *)  über,  die  dadurch  entsteht, 
dass  man  eine  Vierpunktinvolution  (aoj  — xy),  also  eine  harmonische 
Punktlage,  von  einem  Centrum  iTaus  projicirt.  Wir  nennen  dieselbe 
heutzutage  ein  harmonisches  Strahlenbüschel.  (Fig.  4.) 

Von  diesem  Teile  der  Desargues'schen  Untersuchungen  erwähnen 
wir  der  Kürze  halber  nur  die  einzelnen  Sätze,  obgleich  noch  man- 
ches Interessante  bei  der  Beweisführung  zur  Sprache  kommen  könnte. 

Heissen  in  Analogie  mit  dem  Früheren  die  Strahlen  — H?? 
entsprechende,  so  hat  man; 

Läuft  die  Transversale  M parallel  zu  einem  Strahl  «j,  so  halbirt 
in  der  Vierstrahleninvolutiou  der  entsprechende  a die  von  den  beiden 
anderen  Strahlen  ^ und  r\  auf  ihr  ausgeschnittene  Strecke.  Dieser 
Satz  gilt  auch  umgekehrt. 

Auch  das  Rechtwinkelpaar  einer  Vierstrahleninvolution  findet  Er- 
wähnung in  dem  Satze:  (Fig.  5.) 

Stehen  zwei  entsprechende  Strahlen  aufeinander  senkrecht,  so 
halbirt  jeder  derselben  den  Winkel  zwischen  dem  anderen  Strahlen- 
paar. Auch  wird  die  Umkehrung  angeführt. 

Zieht  man  in  einem  Dreieck  ABC  durch  die  Mitte  M von  AB 
eine  beliebige  Gerade  A/F,  welche  BC  in  Z,  AC  in  Y trifft,  zieht 
man  ferner  CJS!\\ZX\AB,  so  bilden  AC’— AFund  MZV— FZ  je 
eine  Vierpunktinvolution. 


Mit  diesen  verschiedenartigen  Sätzen  haben  wir  die  Mittel  ge- 
wonnen, um  im  folgenden  Paragraphen  die  eigenartige  Behandlung 
der  Kegelschnittstheoric  schildern  zu  können,  die  Desargues  ge- 
schaffen hat. 


1)  Desargues  1.  pag.  1.52. 

2)  Man  beachte  die  kühnen  Schlussweisen  des  Desargues  im  Beweise  für 

die  Umkehrung.  Weil  die  Mitte  m auf  a conjugirt  ist  zu  dem  unendlich  fer- 
00 

ncD  Punkte  wi,  auf  «j,  so  muss  3/||a,  laufen. 


Arclu  d.  Math.  u.  Phys.  2 Keihe,  T.  XVI, 


9 
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§ 3. 

4 Kegrelichnitttheorie. 

(a)  Definition  des  Kegels.  Der  Kegel  entsteht  durch 
Bewegung  einer  Geraden  die,  stets  durch  einen  festen  Raumpunkt 
S gehend,  längs  einer  gegebenen  Kreislinie  dahingleitet.  Liegt  S 
im  Unendlichen,  so  entsteht  der  Cylinder,  *)  liegt  in  der  Ebene 
des  Kreises,  so  erhält  man  einen  Strahlenbüschel. 

(b)  Die  einzelnen  Kegelschnitte.  Eine  Ebene  , die 
durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  trifft  denselben  entweder  in  einem 
Punkte  oder  in  2 Geraden,  die  in  eine  einzige  zusammenfal- 
len, wenn  Eq  die  Fläche  berührt.  Jede  andere  Ebene  E trifft 
den  Kegel  nach  einem  Kegelschnitt.  Und  zwar: 

Läuft  die  Kegelerzeugende  G während  ihrer  Bewegung  um  den 
Kreis  niemals  parallel  zu  E,  so  erhält  man  eine  im  Endlichen 
sich  schliessende  Schn i ttfigur ^),  die  Ellipse; läuft.G' während 
der  Bewegung  um  den  Kreis  nur  einmal  parallel  zu  E,  so  ist  das 
Scbnittergebniss  eine  im  Unendlichen  sich  schliessende 
Curve  ^),  die  Parabel ; läuft  G während  der  Bewegung  um  den  Kreis 
zweimal  parallel  zu  E,  so  erhält  man  als  Scbnittffgur  eine  sich 
im  Unendlichen  in  zwei  congruente,  gegeneinandergekehrte 
Hälften  spaltende  Figur,  die  Hyperbel.^)  Der  Cylinder  wird 
im  allgemeinen  nach  einer  Ellipse  geschnitten. 

Diese  aus  einer  völlig  neuen  Auffassnngsweise  entstandenen  Sätze 
cbarakterisiren  die  drei  Kegelscbuittsarten  nach  der  Anzahl  ihrer 
unendlichferneu  Punkte. 

Die  Kegelschnitte  werden  von  je  einer  Geraden  in  höchstens  zwei 
Punkten  geschnitten.  Fallen  dieselben  in  einen  zusammen,  so  be- 
rührt die  Gerade  den  Kegelschnitt. 

Nicht  viel  verschieden  von  der  oben  geschilderten  Entstehungs- 


1)  „Lc  cylindre  ct  le  cone  sont  deux  sougenrcs  d’un  surgcnrc,  ici  nomme 
seauleau  . . . “ Desargucs  I.  pag,  159. 

2)  une  ligne  courbc,  laquclle  ä distance  ünie  rentre  et  rcpasse  en  soi- 
mSroe.  Dcsargues  I.  pag.  161. 

3)  „une  ligne  courbe  laquelle  a distnncc  infinie  rentre  et  repasse  en 
soi«m§me  — “ Dcsargues  I.  pag.  162. 

4)  „une  ligne  courbe,  laquelle  a distance  infinie  sc  mipartit  en  deux 
Egales  ct  semblablcs  moitics  . . . “ Desargucs  I.  pag.  162. 
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weise  der  Kegelschnitte  ist  diejenige,  von  welcher  Oldenburg  in 
einem  Briefe  an  Leibniz  berichtet  Nach  ihm  soll  sich  dieselbe 
in  den  bis  heute  noch  nicht  wieder  aufgefundenen  Legons  des  Teuö- 
bres  von  Desargues  befinden.  Sie  lautet  kurz  zusammengefasst: 

Projicirt  man  vom  Mittelpunkte  einer  Kugel  aus  einen  kleinen 
Kreis  derselben  auf  eine  ihrer  Tangentialebenen,  so  erhält  man  ent- 
weder eine  Ellipse  oder  eine  Parabel  oder  endlich  eine  Hyperbel, 
jenachdem  der  zur  genannten  Ebene  parallele  Hauptkreis  der  Kugel 
den  kleinen  Kreis  nicht  trifft,  denselben  berührt  oder  endlich  in 
zwei  Punkten  schneidet. 

Nach  diesen  einleitenden  Definitionen  der  Kegelschnitte  wendet 
sich  Desargues  zur  Aufstellung  jenes  Hauptsatzes,  der  heute  noch 
seinen  Namen  trägt: 


(c)  Der  Satz  des  Desargues.  Derselbe  wird  folgender- 
massen  ausgesprochen;  Laufen  durch  vier  Punkte  einer  Ebene  drei 
Paare  von  Geraden,  sowie  auch  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  so  schneidet 
irgend  eine  Transversale  diese  Figur  nach  vier  Punktepaaren  einer 
Involution. 

Der  Beweis  zerfällt  in  drei  Abteilungen  und  wird  im  wesent- 
lichen mit  Hülfe  des  Trausversalensatzes  von  Menelaos  geführt. 
(Fig.  7.) 

Das  Dreieck  j>pif  wird  bzh^v.  von  den  Transversalen  5c,  rfc,  Id 
und  ec  geschnitten,  und  cs  ergeben  sich  sofort  folgende  Gleichungen : 

^ “ cp^  ■ bf 

2)  hL 

hVi 

3)  ^ ^ ^ 

gPx  cp^'  ef 

4) 

9iVi  ‘ 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen  1)  und  2) , sowie  3)  und 
4)  folgt  unmittelbar: 


1)  Leibnizens  Mathematische  Schriften,  cd.  J.  C.  Gerhardt*  B.  I.  Abt.  I 
pag.  40. 


9* 
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I _ 9V  • M\ 

hV\  ^ 9Pi  • mi 

d.  h.  doch  die  drei  Punktepaare  wj  — gr^i — j>pi  bilden  eine  Involution*). 

Liegen  nun  die  vier,  ursprünglich  willkürlichen  Punkte:  hcde, 
auf  einem  Kreise,  so  folgt  durch  wiederholte  Anwendung  des  Potenz- 
satzes : 

ip  . ixp  cf  df  hp  . ep  hp  . ep  Ip  . l^p 

. i\Pi  hf.ef'  cp^  . dp^  cp^  . pp^  Ip^  . l^p^ 

und  daraus: 

W - hP  ^ ¥ • hp  _ 9P_  : 9iP 
iPi  • HPi  ^ ^Pi  • hPi  9Pi  • 9iPi 

Diese  Gleichungen  definiren  die  drei  Involutionen 

(w'i  - äj^  — ppi),  {ggi  —li'i—iypi)  und  {Ui  — ggx  —pp) 

welche  aber  zusammenfallen  müssen,  weil  sie  je  zwei  Punktepaare 
gemeinsam  haben. 

Um  nun  endlich  den  Satz  für  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
nachzuweisen,  bedient  sich  Desargues  der  Methode  der  Pro- 
jection,  die  hier  zum  ersten  Male  auftritt  und  zeigt,  dass 
er  den  Charakter  der  Projectivität  seiner  Involution  (d.  h.  die  In- 
varianz) vollkommen  richtig  erkannt  hat.  Auch  hebt  er  die  Wich- 
tigkeit und  Verwendbarkeit  dieser  seiner  Methode  ausdrücklich  her- 
vor und  kommt  noch  an  anderer  Stelle  darauf  zu  sprechen.  *) 

Dieser  wichtige  Satz  bildet  nun  für  Desargues  das  Fundament 
zu  einer  vollständigen  Theorie  von 

(d)  Pol  und  Polare,  die  bisher  immer  de  La  Hire  zöge 
schrieben  wurde.  Pol  und  Polare  werden  durch  die  bekannte  har- 
monische Eigenschaft,  die,  wie  wir  schon  wissen,  Desargues  als  die 
Vierpunktinvolution  bezeichnet,  sowol  in  Bezug  auf  ein  Geradenpaar 
als  auch  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  definirt. 


1)  Dieter  specielle  Fall  des  Satzes  für  das  Vierseit  ist  bekanntlich  in 
seiner  Umkehrung  bereits  von  Pappns  im  ISOten  Satze  des  8.  Buches  der 
Collectiones  math.  angegeben  worden.  Jedoch  tritt  statt  der  obigen  achtglie- 
drigen  Bedingungsgleichung  die  sechsgliedrige  auf. 

2)  Desargues  I.  pag.  176  ff.,  pag.  493. 
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Was  den  Beweis  dafür  anlangt,  dass  die  sämtlichen  harmoni- 
schen Punkte  zum  Pol  f (bei  Desargues  bnt  de  l’ordonnance)  bezüg- 
lich der  Schnittpunkte  mit  den  eben  genannten  Figuren  auf  einer 
Geraden,  der  Polaren  des  Punktes  (traversale  d’une  ordonnance 
au  but  f)  liegen,  so  wird  derselbe  zunächst  für  das  Geradenpaar 
[AA^)  geliefert  und  hierauf  vermittelst  des  Desargnes’schen  Satzes 
auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  (üT)  ausgedehnt.  (Fig  8.) 

Um  die  Polare  des  Punktes  f in  Bezug  auf  das  Geradenpaar 
(AA^)  zu  construiren,  zieht  Desargues  zwei  beliebige  Strahlen /ci 
und  fde,  welche  auf  A und  bzhw.  die  Punkte  cd  und  he  liefern. 
Der  Schnittpunkt  m der  Diagonalen  ce  und  bd  mit  n , dem  gemein- 
samen Punkt  von  A und  verbunden,  liefert  die  verlangte  Polare.  Die 
Verbindungslinie  fm  schneidet  A und  A^  in  den  Punkten  x und  y. 

Wendet  man  in  Bezug  auf  das  Dreieck  nxy  den  Satz  von  Me- 
nelaos  an,  indem  man  Id  — ce-dt^hc  bzhw.  als  schneidende  Trans- 
versalen ansieht,  so  bat  mau: 


1) 

2.) 

3) 

4) 


mx 

dx 

bn 

my 

^ dn  • 

h 

vix 

ex 

cn 

my  cn  * 

cy 

fx  dx 

cn 

fy  flu  ' 

cx 

bn 

fy 

cn 

by 

Daraus  folgt  unmittelbar: 

(’ü-y  ^ (ryy  d.  h.  ^ 

\mgy  \fyj  my  fy 


Liegen  aber  hiernach  mf  und  xy  harmonisch,  so  muss  auch  ein  be- 
liebiger Strahl  — vier  harmonische  Punkte  liefern. 

Geht  nun  durch  die  vier  Punkte  hzde  ein  ganz  beliebiger  Kegel* 
schnitt,  so  ist  nach  Desargues  die  bereits  construirte  Linie  auch  die 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Denn  auf  dem  beliebigen 
Strahl  fl,  der  den  Kegelschnitt  in  l und  trifft,  liegt  die  Involution 
{ii\  — ggi  - deren  Punktepaare  {ih^ggi)  von  f und  k harmo- 


1)  Man  erkennt  sehr  leicht,  dass  dieser  bekannte  Satz  ein  specieller  Fall 
von  dem  unter  lit.  c.  dieses  Paragraphen  gegebenen  Satze  über  das  Vierseit  ist. 
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nisch  getrennt  werden.  Die  beiden  letztgenannten  Punkte  sind  so- 
mit die  Doppelpunkte  obiger  Punktreihe,  so  dass  sie  auch  zum 
Punktepaar  //|  harmonisch  liegen  müssen,  was  aber  zu  beweisen  war. 

Daran  schliesst  sich  sofort  eine  Reihe  von 

(e)  Sätzen  über  Pol  und  Polare,  von  denen  wir  die  wich- 
tigsten hervorheben  wollen: 

1)  Es  findet  sich  der  Hinweis,  dass  die  Linie  mf  (Figur  8) 
Polare  zu  n,  die  Linie  nf  Polare  zu  m,  sei.  *). 

2)  Diejenigen  Geraden,  welche  den  Pol  / mit  den  Schnittpunkten 
s und  t der  Polaren  mit  dem  Kegelschnitt  verbinden,  berühren  den- 
selben. *) 

3)  Die  Pole  der  Geraden  eines  Büschels  liegen  auf  der  Polaren 
seines  Centrums  und  umgekehrt. 

4)  Die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  laufen  durch  den  Pol 
derselben. 

Es  ist  kaum  nötig  darauf  hinzuweisen,  dass  die  beiden  letztge- 
nannten Sätze  das  Princip  der  reciproken  Polaren  enthalten. 

5)  Wie  ferner  Desargues  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  eine  einzige  Polare  bezüglich  desselben  zuordnet*) 
und  auch  umgekehrt  jeder  Geraden  nur  einen  Pol,  so  weist  er  auch 

eder  Geraden  eine  ganz  bestimmte  Involution®)  zu, 
nämlich  die  der  Punkte  m und  ?i,  also  die  Involution  der  conjugirten 
Pole.  Lässt  man  n längs  der  Geraden  ns  variiren,  so  bekommt  man 
immer  andere  und  andere  Lagen  der  Punkte  (mn).  Und  zwar  gilt 
hierüber  folgendes: 

(a)  Jedem  Punkte  f ausserhalb  eines  Kegelschnitts  gehört  eine 
Polare  zu,  die  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  trifft,  und  die  dieser 
gemäss  (5)  zugewiesene  Involution  ist  hy perbo lischt* 


1)  Desargues  I.  pag.  18d, 

2)  Desargues  I.  pag.  192. 

3)  Desargues  I.  pag.  191. 

4)  Desargues  1.  pag.  191. 

b)  Desargues  I,  pag.  1 92. 

6)  Desargues  I.  pag.  194,  195. 

7)  „l’arbre  est  d’espece  ä souchc  degagee.“  Desargues  L pag.  195. 
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iß)  Jedem  Punkte  im  lunern  eines  Kegelschnitts  gehört  hezüg- 
lich  desselben  eine  Polare  zu,  die  denselben  nicht  schneidet , und 
die  dieser  gemäss  (5)  zugewiesene  Involution  ist  elliptisch 

y)  Der  Pol  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  bezüglich  desselben 
liegt  im  Berührpunkt,  und  die  der  Tangente  gemäss  (5)  zugewiesene 
Involution  ist  parabolisch.*) 

Desargues  hebt  also  die  parabolische  Involution  ausdrücklich  als 
eine  dritte  Anordnung  der  involutorischen  Punktlage  hervor. 

6)  (Siehe  Figur  9.)  Jeder  Strahl  . • . ) eines  Strah- 

lenbüschels f trifft  einen  Kegelschnitt  in  Punkten  (ab,  a'b' , a”b")  so, 
dass  ihre  Verbindungsstrahlen  mit  einem  festen  Punkte  p auf  dem 
Kegelschnitt  eine  Strahleniuvolution  (a/S  — — . . . ).bUden^) 

Und  die  Umkehrung: 

7)  (Fig.  9.)  Die  sich  entsprechenden  Strahlen  einer  Involution 
{aß — a'ß'  — a'ß"  . . . ).  deren  Ceutrum  (;?)  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  schneiden  denselben  in  Punkten:  (ab  — a'b'—a”b".  . . ), 
deren  Verbindungslinien  stets  durch  einen  festen  Punkt  laufen.'*) 

8)  Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  wird  von  Desargues  als 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  definirt. 

(f)  Ausdehnung  der  Polaren theorie  auf  den  Raum. 
Desargues  begnügt  sich  aber  nicht  damit  eine  vollständige  Polaren- 
theorie  der  Kegelschnitte  zu  entwerfen,  sondern  er  dehnt  die- 
selbe sogar  auf  den  Raum  aus,  indem  er  die  Polarebeno  (plan 


1)  „l’arbrc  cst  d’cspkce  ä souchc  engagee“.  Desargues  I.  pag.  193. 

2)  „Ccpendant  on  remarquera  qu’ontre  les  deux  espcces  de  conformation, 
d’arbre,  il  y en  a uae  troisicme,  en  la  quelle  chaque  couple  de  nous 
toujours  un  est  uni  ä la  soucbe,  ...  et  cette  espece  de  conformation  d’arbro 
est  mitoyenne  entre  autres  les  deux,  k souche  engagde  et  a coucbe  ddgagöe“. 
Desargues  I.  pag«  194.  195. 

3)  Desargues  I.  pag.  194. 

4)  Die  Sätze  6)  und  7)  führten  später,  wieder  neu  gefunden,  zur  Be- 
trachtung der  krummen  involutorischen  Funktreihen. 

5)  „Quand  cn  un  plan,  aucun  des  points  d’unc  droite  n’y  est  k distance 
finie,  cette  droite  y est  a distance  infinie.  D’autant  qu’en  un  plan  le  point  nomm^ 
centre  d’nne  coupe  de  rouleau,  n’est  qu’un  cas  d’entre  les  innombrables  buts 
d’ordonnance  de  droites,  il  ne  doit  etre  jamais  ici  parle  de  centre  de  coupe 
de  rouleau.“  Wir  glaubten  auf  Grund  dieser  Stelle  (Desargues  I.  pag.  166, 
168)  den  Satz  (8)  in  der  angegebenen  Weise  formuliren  zu  dürfen.  Ver- 
gleiche auch  Des.  I.  pag,  l68  ff. 
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traversal  des  droites  d’une  ordounance)  in  Bezug  auf  eine  Kugel 
nach  Analogie  der  Verhältnisse  in  der  Ebene  definirt  *)  Ja,  es  wird 
sogar  der  folgende  Satz  deutlich  ausgesprochen:  Bewegen  sich  ver- 
schiedene Geraden,  die  alle  jo  einen  festen  Punkt  in  einer  gegebenen 
Ebene  besitzen,  um  eine  Kugel,  so  sind  die  Ebenen  der  dabei  durch- 
laufenen Berührungskreise  die  Polarebenen  zu  jenen  festen  Punkten; 
überdies  gehen  diese  allo  durch  den  Pol  der  ursprünglich  gegebenen 
Ebene. 

Dazu  fügt  Desargues  nachfolgende  merkwürdige  Stelle: 

„Eine  ähnliche  Eigenschaft  findet  sich  auch  in  Bezug  auf  andere 
Körper,  die  zur  Kugel  in  dem  nämlichen  Verhältniss 
stehen,  wie  die  Ovale  oder  Ellipsen  zum  Kreise,^  aber 
es  wäre  hierüber  zuviel  zu  sagen , wenn  man  nichts  dabei  übersehen 
wollte.“  '^) 

Darin  scheint  zum  mindesten  eine  Vorahnung  der  Collineations- 
verwandtschaft  zwischen  den  Flächen  zweiten  Grades  und  der  Kugel 
angedeutet  zu  sein. 

(g)  Eine  wichtige  Anwendung,  die  Desargues  von  der 
Polarentheorie  macht , uud  auf  welche  wir  später  noch  zurückkom- 
men werden,  wollen  wir  hier  nicht  übergehen.  Es  handelt  sich  dar- 
um, den  Mittelpunkt,  ein  paar  coujugirter  Durchmesser,  sowie  auch 
die  Tangenten  und  Asymptoten  eines  Kegelschnitts  zu  ermitteln, 
der  dadurch  entsteht,  dass  eine  gegebene  Kegelfläche  mit  kreisför- 
miger Basis  durch  eine  beliebige  Ebene  E geschnitten  wird.  Desar- 
gues verfährt  folgendermassen : Durch  die  Spitze  f des  Kegels  legt 
er  eine  Hülfsebene  E^  parallel  zu  E^  welche  die  Kreisebene  in  Sq 
trifft,  während  E dieselbe  in  S schneiden  möge.  Der  Pol  von 
bezüglich  des  Kreises  sei/?,  und  die  ihr  gemäss  Satz  5 auf  Seite  134 
zugehörige  Involution:  (m«,  mn  u.  s.  w.)  (Fig.  10a).  Dio 

Verbindungslinie  der  Kegelspitze  f mit  dem  Pol  p ist  Achse  eines 


1)  Desargues  I.  pag.  214. 

2)  Desargues  1.  124,  215. 

3)  Aehnlich  drückt  sich  Poncelct,  ebenfalls  anschliessend  an  die  Ebene 
in  seinem  Traite  des  propriötes  projectives  des  figurcs  t.  I.  pag.  125  aus,  in. 
dem  er  sagt:  Uebrigens  lässt  sich  die  Theorie  der  reciproken  Polaren  ohne 
Mühe  auf  Raumiiguren  ausdehnen  , indem  man  den  Kegelschnitt  durch  eine 
beliebige  Fläche  zweiten  Grades  ersetzt,  ich  trete  aber  nicht  in  den  Gegen- 
stand dieses  Capitels  ein,  das  uns  zu  lange  aufhaltcn  würde  u.  s,  w.  u.  s.  w. 
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Ebeneubüschels,  die  auf  der  gegebenen  Ebene  E den  Mittelpunkt 
des  entsprechenden  Kegelschnitts  ausscheidet;  Ehenenpaare  des 
Büschels,  welche  durch  zwei  conjugirte  Punkte  der  Involution  auf 
Sq  gehen,  schneiden  iu  E ein  Paar  coiijugirter  Durchmesser  aus 
deren  Endpunkte  in  der  einfachsten  Weise  bestimmt  werden  können. 
Auch  die  Tangenten  und  Asymptoten,  welch’  letztere  bei  dieser  Ge- 
legenheit wol  zum  ersten  Male  als  Durchmesser  und  Tangenten 
in  den  uuendlich  weiten  Punkten  betrachtet  werden,  lassen 
sich  mit  Hülfe  der  construirten  Involution  ermitteln,  wenn  auch  die 
Construction  der  letzteren  Elemente  nicht  besonders  scharf  ange- 
geben ist. 

Um  in  der  gegebenen  Figur  10  a,  die  iu  Orthogonalprojectionen 
den  Vorzug  illustriren  soll,  einen  Punkt  des  entstehenden  Kegel- 
schnitts zu  finden,  ziehen  wir  die  Gerade  mp^  legen  durch  diese  und 
die  Kegelspitze  f eine  Ebene,  die  den  Kegel  iu  dem  Dreieck  ößt 
tritft;  die  Schnittlinie  Mb  derselben  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
E (Spuren  S und  T)  muss  parallel  laufen  zu  mf.,  welche  doch  iu 
der  Hülfsebene  E,  (Spuren  liegen  muss;  Mb  schneidet  das 

Dreieck  in  zwei  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts.  Dieselbe  Cou- 
structiou  mit  dem  Punkte  n ausgefiihrt,  liefert  zwei  ueue  Punkte  ac. 
ac  uud  bd  sind  zugleich  conjugirte  Durchmesser  des  sich  ergebenden 
Schnittgebildes,  p ist  sein  Mittelpunkt. 

Lösen  wir  nun  aus  der  Figur  10 a die  Figur  10b  heraus,  und 
denken  uns  den  ganzen  Vorgang  in  einer  Ebene  ausgeführt,  so  steht 
eine  Construction  vor  uns,  die  nach  der  bisherigen  Ansicht  von  De 
La  Hire  im  Jahre  1673  in  seinen  Planiconiques  zum  ersten  Male 
gegeben  wurde  uud  die  Transformation  des  Kreises  in  einen  Kegel- 
schnitt leistet ; dass  De  La  Ilire  durch  obigen  Gedankengang  zu 
dieser  gelangt  ist,  dürfte  wol  ausser  allem  Zweifel  sein. 

Die  übrigen  noch  im  Brouillon  enthaltenen  Sätze  aus  der  Kegel- 
Schnittstheorie  beanspruchen  nicht  das  Interesse,  wie  die  angeführten, 
da  sie  teilweise  kaum  verständlich  gefasst  sind.  Dagegen  wollen  wir 
noch  den  bekannten 


1)  et  )a  droite  mence  par  le  sommet  du  rouleau  et  cc  but  p (F)  C8t 
Tessieu  de  l’ordonnance  de  plan  etc.  Des.  I.  pag.  196. 

2)  Aus  dieser  Construction  lässt  sich  unmittelbar  der  Satz  ablesen,  dass 
die  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  eine  Involution  bilden,  indem 
dieselben,  wie  ans  der  Figur  ersichtlich  ist,  eine  Punktinvolution  projiciren, 
oder  durch  einen  involutorischen  Ebcnenbüschel  ausgeschnitten  werden. 
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(h)  Satz  über  per sp ecti visch  liegende  Dreiecke*) 
erwähnen,  welcher  sich  in  der  von  Bosse  herausgegebenen  Perspective 
des  Desargues  befindet.  Er  lautet:  Wenn  die  Geraden  (siehe  Figur 
11)  HDa,  HEb,  cED,  Iga,  Ifb  , abc,  HIL,  DgK,  EfK  sich  irgend 
wie  im  Raume  oder  in  einer  und  derselben  Ebene  gegenseitig  durch- 
schneideu,  so  müssen  auch  die  Punkte  cfg  auf  einer  Geraden  liegen. 
Desargues  gibt  zunächst  einen  Beweis  für  den  Raum,  wie  er  heute 
noch  allgemein  üblich  ist;  für  die  Ebene  gelingt  derselbe  durch  drei- 
malige Anwendung  des  Satzes  von  Menelaos,  indem  die  Dreiecke 
DHK,  KEH  und  DHE  mit  den  Transversalen  Iga^  bfl  und  abc  ge- 
schnitten werden.  Man  hat  dann; 

gD  aD  IH 
gK  ^ aH'  IK 

fK  l K bH 
Je''  L II'  bE 

cD  aD  bH 
cE  ^ oH  ' bE 

Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

Jk  ' Je^  ÖH'  bE 
und  in  Verbindung  mit  (3)  ergibt  sich: 

cD gO  f H 

~cEr~  gK'  Je 

oder 

fK  ^ 
gD""  gK'  fE 

somit  liegen  nach  der  Umkehrung  des  Satzes  von  Menclaos  die  drei 
Punkte  c,  fy  g in  einer  Geraden. 

Auch  findet  sich  der  Hinweis,  dass  in  solchen  Fällen,  wo  Sätze 
für  den  Raum  aufgestellt  werden,  dieselben  ohne  weiteres  eine  Deu- 
tung in  der  Ebene  zulassen. 


1)  Desargues  I.  pag.  413. 

2)  ...  et  l’on  peut  discourir  de  leurs  propri^tes  sur  Tune  comme  *nr 
Tautre,  et  par  ce  moyen  se  passcr  de  cellc  du  relief  en  lui  substituant  cclle 
d’un  seul  plan.“  Desargues  I,  pag.  415. 
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§ 4. 

Rückblick. 

Blicken  wir  noch  einmal  auf  die  geführte  Untersuchung  zurück, 
so  ergeben  sich  folgende  Hauptresultate:  Desargues  haut  bereits  die 
Geometrie  im  wesentlichen  auf  der  Betrachtung  der  Grundgebilde 
erster  Stufe  auf,  wie  es  nachmals,  unabhängig  von  ihm,  J.  Steiner 
getan  hat.  Wohl  findet  er  nicht  die  allgemeine  projectivische  Be- 
ziehung dieser  Gruudgebilde,  aber  ersetzt  dieselbe  durch  die  Involu- 
tion, die  er  in  ihrer  vollständigen  Allgemeinheit  erkennt  und  bis  iu’s 
Detail  behandelt.  Diese  führt  ihn  zu  einer  eingehenden  Behandlung 
der  Polarentheorie,  *)  die  ihrerseits  auf  den  Satz  vom  Kegelschnitt, 
dem  ein  Vierseit  eingeschrieben  ist,  gestützt  wird.  Ausserdem  ist 
Desargues  vollständig  vertraut  mit  dem  Begriff  der  Invarianz  geome- 
trischer Eigenschaften  bei  Projection,  und  diese  allein  ermöglicht 
ihm  eine  Behandlung  der  Kegelschuittstheorie,  wie  sie  in  einer  sol- 
chen Allgemeinheit  nie  vor  ihm  gegeben  worden  war.  Dafür  spricht 
auch  eine  Stelle  in  den  Acta  Eruditorum  vom  Jahre  1685  pag.  400, 
welche  lautet:  „Desarguesius  primus  sectiones  conicas  uuivcrsali 
quadam  ratione  tractare,  ac  propositiones  multas  sic  euuntiare 
coepit,  ut  quaecunque  sectio  subintelligi  posset.“ 


§.  5. 

Desargues’  Stellung  iu  seiner  Zeit. 

Selten  wol  hat  ein  Gelehrter  so  widersprechende  Beurteilung 
von  Seiten  seiner  Zeitgenossen  erfahren  müssen,  wie  gerade  De- 
sargues. 

Von  den  Grossen  angestannt  und  bewandert,  ward  er  za  glei- 
cher Zeit  von  den  mittelmässigen  Mathematikern,  welche  in  ihrer 
conservativen  Haltung  jeder  Neuerung  in  der  Geometrie  feindlich 
gegenüberstanden,  mit  Hass  verfolgt,  mit  Beleidigungen  und  Schmähun- 
gen überschüttet,  die  bald  Desargues  jede  Lust  nahmen,  seine  eigen- 
artigen gedankenreichen  Arbeiten  fernerhin  zu  veröffentlichen.  So 


1)  Wir  glauben  im  Vorhergehenden  bestimmt  nachgewiesen  zu  haben, 
dass  Desargues  tatsächlich  der  Schöpfer  der  Polarentheorie  ist,  die  bisher  dem 
De  La  Hire  zugeschrieben  wurde,  Vcrgl.  z.  B.  Dr.  Lehmann;  De  La  Hire 
und  seine  Sectiones  Conicae,  Abhandlung  zum  Jahresbericht  des  Kgl.  Gjm- 
lasiums  zu  Leipzig  auf  das  Schuljahr  Ostern  1887  bis  Ostern  1888,  ebenso 
Ostern  1889  bis  1890;  Cantor  B.  III.  pag.  123. 
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erklärt  cs  sich  auch,  dass  er  von  dem  Jahre  1644  au  keine  Schrift 
mehr  erscheinen  Hess. 

Schon  sein  erstes  Werk,  das  über  die  Perspective  handelte, 
hatte  alsbald  nach  seiner  Veröffentlichung  gewissen  Leuten  Veran- 
lassung gegeben,  gegen  die  vou  Desargues  auf  diesem  Gebiete  ein- 
geführte Neuerung  der  Coordinatenmethode  zu  protestireu. 

So  wurden  mehrere  Schriften  verfasst,  die  zum  Teil  den  Namen 
ihres  Urhebers  trugen , zum  Teil  anonym  herausgegeben  wurden. 
Ein  heftiger  Streit  entbrannte  und  wurde  mit  grosser  Leidenschaft 
auf  beiden  Seiten  gefülirt. 

Als  Beispiel  hierfür  sei  erwähnt,  dass  Desargues  einem  gewissen 
Curabelle  die  ungeheure  Summe  von  100000  Livres  aubot,  falls  es 
ihm  (Desargues)  nicht  gelingen  sollte  nachzuweiseu,  dass  der  Inhalt 
der  Curabelle’scbeu  Streitschrift  zum  Teil  falsch,  zum  Teil  verleum- 
derisch sei. 

Schliesslich  wurden  dann  alle  gegen  Desargues  erschienenen 
Schmähschrifteu  in  einem  einzigeu  Baude  vereinigt,  der  den  Titel 
trug:  „Abis  charitable  sur  les  diverses  Oeuvres  et  feuilles  volantes  du 
sicur  Girard  Desargues  Lyonnais  Paris  1642,  chez  Melchior  Taver- 
vier.  “^)  und  heute  zu  den  grossen  Seltenheiten  gehört. 

In  dieser  Sammlung  befindet  sich  auch  der  Brief  eines  gewissen 
Beaugrand,  Sekretär  des  Königs,  der  sich  in  seinem  ersten  Teil  mit 
dem  Brouillon  Desargues’,  in  seinem  zweiten  Teile  aber  mit  Studieu 
über  den  Schwerpunkt  beschäftigt,  indem  er  an  eine  Arbeit  des 
letzteren  über  Mechanik  anknüpft,  die  dem  Kegelschnittswerk  bei- 
gegeben war,  heute  aber  nicht  mehr  vorhanden  ist. 

Der  Eindruck,  den  man  nun  beim  Lesen  des  Beaugrand'schcn 
Briefes  gowi  unt,  ist  der , dass  es  diesem  Secretär  weniger  darum  zu 


1)  Bekanntlich  beruht  die  Desargaes’sche  Methode,  Gegenstände  per- 
spectivisch  abzubilden  einfach  darin,  dass  die  einzelnen  Ecken  derselben  punkt- 
weise vermittelst  ihrer  Coordinaten  dargestellt  werden. 

2)  Uns  lag  ein  Exemplar  der  Münchner  Hof-  und  Staatsbibliothek  mit 
der  Signatur:  20.  Arch.  libr.  47»»|g  vor. 

3)  Als  Beweis  für  Beaugrands  Unfähigkeit  zur  Beurteilung  mathematischer 
Dinge,  führen  wir  nur  folgende  Tatsachen  an:  In  dem  oben  beieichncten  Brief 
zeichnet  er  die  Einführung  der  Doppelpunkte  einer  Involution  für  völlig  über- 
flüssig da  dies  alle  jene  selbst  machen  können,  die  die  ersten  Elements  des 
Euklid  studirt  haben“.  In  seiner  Geostatik  behauptet  der  Secretär,  dass  das 
Gewicht  eines  Körpers,  der  sich  dem  Erdmittelpunkte  nähert,  abnehmen  müsse. 
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tun  war  an  dem  Brouillon  sachliche  Kritik  zu  üben,  wozu  er  auch 
keineswegs  die  Fähigkeit  besass,  als  vielmehr  durch  eine  spöttisch 
gehaltene  Bemängelung  der  von  Desargues  allerdings  zahlreich  ein- 
geführten Begriffe,  wie  Souche  oder  Involution,  das  Werk  verächt- 
lich zu  machen  und  als  das  Product  eines  nicht  mehr  vollständig 
zurechnungsfähigen  Mannes  hiuzustellen.  Aehnlichen  Charakter  tragen 
alle  übrigen  gegen  Desargues  gerichteten  Schmähschriften  an  sich. 

Während  nun  die  wichtigsten  Originalarbeiten  des  grossen  Ge- 
lehrten verloren  gingen  und  erst  nach  langer  Zeit  teilweise  wieder 
aufgefunden  werden  konnten,  haben  sich  diese  Ergüsse  des  Hasses 
und  der  Eifersucht  bis  auf  den  heutigen  Tag  erhalten. 

Und  gerade  sie  haben,  wenn  sie  auch  zu  Desargues's  Lebzeiten 
seinem  Ruhm  manchen  Abbruch  taten,  dazu  beigetragen,  die  Nach- 
welt auf  den  Gelehrten  aufmerksam  zu  machen  und  manche  seiner 
Entdeckungen  zu  überliefern. 

Im  Gegensätze  zu  diesen  unerquicklichen  Anfeindungen,  die 
Desargues  über  sich  ergehen  lassen  musste,  steht  die  wichtige  Tat- 
sache, dass  die  Geistesheroen  jener  Zeit  ihm  ihre  Hochachtung  nach 
jeder  Richtung  hin  bekundeten. 

So  schreibt  z.  B.  Fermat  an  den  P.  Merseune,  der  bekanntlich 
mit  allen  bedeutenden  französischen  Gelehrten  jener  Epoche  in  Be- 
ziehungen stand: 

„Ich  achte  den  Herrn  Desargues  sehr  und  zwar  deshalb,  weil 
er  der  selbständige  Erfinder  seiner  Kegelschnittstheorie  ist.  Sein 
Büchlein,  das,  wie  Sie  sagen,  als  Jargon  *)  gilt,  ist  mir  sehr  ver- 
ständlich und  geistreich  erschienen.‘‘ 

Ein  nicht  minder  günstiges  Zeugniss  stellt  ihm  Carcavy  in  einem 
Briefe  vom  22.  Juni  1656,  der  an  Huygheus  gerichtet  ist,  aus  : *) 

„Es  ist  wahr,  dass  Desargues  einen  Styl  hat,  der  von  dem  der 
anderen  Geometer  etwas  ab  weicht.  Da  er  aber  die  Werke  derselben 
nur  wenig  gelesen  hat,  seine  Gedanken  ihm  allein  entsprungen  sind, 
und  er  die  Dinge  allgemeiner  fasst,  wie  die  anderen  Geometer,  so 
muss  man  ihn  entschuldigen  und  aus  dem  wenigen,  das  er  uns  ge- 
geben hat,  Nutzen  ziehen,  der  freilich  ein  grösserer  sein  würde, 
wenn  Desargues  seine  Gedanken  in  anderer  Reihenfolge  entwickelt 
hätte.“ 


1)  So  drückt  sich  Beaugrand  in  seinem  Briefe  aus, 

2)  Ch.  Henry:  Intermediance  de  Carcavy,  de  Fermat,  Pascal  et  Huyghens. 
Bull,  di  Bibliographia  et  di  storia,  B.  Boncompagni  tome  17.  S.  330. 


DIgitized  by  Google 


142 


Chrzas sczewskix  Dzsargues*  Verdienste  um  die 


Statt  noch  mehr  solcher  Stellen  anzuführen,  weisen  wir  darauf 
hin,  dass  Desargues  mit  dem  berühmten  Philosophen  und  Mathe- 
matiker Descartes  in  inniger  freundschaftlicher  Beziehung  stand,  die 
hauptsächlich  in  der  wissenschaftlichen  Tüchtigkeit  des  ersteren  ihre 
Begründung  hatte.  Auch  versäumt  Descartes  keine  Gelegenheit  diese 
seine  Hochschätzung  Desargues  gegenüber  auszusprechen.  *)  Das 
Bewusstsein  der  Wertschätzung  von  Seite  solcher  Männer,  die  wie 
z.  B.  Descartes  nur  äusserst  sparsam'  in  der  Erteilung  von  Lob- 
sprüchen waren,  musste  den  Gelehrten  entschädigen  für  die  vielen 
Angriffe  und  Beleidigungen  anderer. 

Wie  es  bei  neu  auftretenden  Gedanken  immer  geht,  so  waren 
es  eben  nur  wenige,  die  Desargues'  Ideenflug  zu  folgen  vermochten. 
Der  wesentlichste  Grund  hiefür  liegt  wol  in  seinen  Werken  selbst, 
denn  sie  unterscheiden  sich  sowol  im  Styl  als  auch  im  Inhalt  von 
allen  mathematischen  Schriften  jener  Zeit* 

Obwol  seit  Vieta  eine  bedeutende  Besserung  der  algebraischen 
Bezeichnungs-  und  Rechnungsweise  eingetreten  war  bediente  sich 
dennoch  Desargues  beständig  derjenigen  der  Alten,  da  er  diese  allein 
kannte.  Auch  Decartes  hat  ihm  diesen  Mangel  vorgehalten,  indem 
er  an  seinen  Freund  schreibt : *) 

„Um  Jhre  Beweise  einfacher  zu  gestalten,  wäre  es  nicht  übel 
angebracht  Termen  und  arithmetische  Rechnungsweisen  anzuwenden, 
sowie  ich  das  in  meiner  Geometrie  gemacht  habe.  Denn  es  gibt 
viel  mehr  Leute,  welche  wissen,  was  Multiplication  ist,  als  solche, 
die  verstehen,  was  ein  zusammengesetztes  Verhältniss  bedeutet.“ 

Die  Klarheit,  namentlich  des  Kegelschnittswerkes,  wurde  aber 
auch  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt,  dass  weder  eine  Einteilung 
nach  Capiteln  vorhanden,  noch  eine  logische  Aufeinanderfolge  in  den 
Entwicklungen  cingehaltcn  ist. 

Ausserdem  mussten  die  scheinbar  willkürlichen  Definitionen,  wie 
z.  B.  bei  der  Involution,  und  die  nicht  immer  genügend  begründete 
Notwendigkeit  der  Einführung  neuer  Gedanken  und  Betrachtungen 
einen  nicht  sehr  geschulten  Leser  abschrecken. 

Ferner  hatte  zwei  Jahre  vor  dem  Erscheinen  des  Brouillon 
Descartes  seine  Geometrie  herausgegeben,  die  die  Aufmerksamkeit  der 
damaligen  Mathematiker  sehr  bald  von  den  Methoden  ablenkte,  die 


1)  Vergleiche  z.  B.  Deicartes*  Briefwechsel. 

2)  Lettres  de  Descartes,  Edit  Cousin,  pag.  88.  tome  8.  Brief  vom  4.  Ja- 
nuar 1639.  Aohnlich  pag.  214,  tome  8. 
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durch  die  griechischen  Mathematiker  des  goldenen  Zeitalters  ange- 
bahnt  und  seit  etwa  zwei  Jahrtausenden  verfolgt  worden  sind. 

Doch  ganz  ohne  fruchtbaren  Einfluss  blieben  Desargue’s  neue 
Gedanken  keineswegs.  Vielmehr  befanden  sich  unter  seinen  Schülern 
Männer,  die  nach  ihren  Geisteseigenschaften  befähigt  waren,  die  so 
neuen  Anregungen  ihres  Meisters  aufzunehmen  und  weiter  auszu- 
bilden. Ein  solcher  war  Abraham  Bosse,  der  später  auf  der  Pariser 
Hochschule  die  Perspective  und  den  Steinschnitt  lehrte  und  1666 
lieber  seiner  Professur  entsagte,  als  dass  er  der  Methode  des  Desar- 
gues  abgeschworen  hätte,  wie  das  von  ihm  verlangt  wurde.  Auch 
Be  La  Hire,  der  Vater  des  berühmten  Gelehrten  gleichen  Namens, 
von  dem  wir  noch  weiter  unten  sprechen  werden,  befand  sich  im 
Schülerkreis  unseres  Mathematikers.  Der  bedeutendste  unter  allen 
aber  war  Blaise  Pascal  der  Jüngere.  Geboren  im  Jahre  1623,  fand 
er  mit  16  Jahren  jenen  berühmten  Satz,  der  nach  ihm  den  Namen 
trägt. 

Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  dieser  Satz  den  Studien  bei 
Desargues  entsprungen  ist,  indem  Pascal  selbst  sagt,  *)  „dass  er,  so- 
weit es  ihm  möglich  war,  versucht  habe,  Desargues  nachzuahmen.“ 

In  seinem  Essay  pour  les  coniques  finden  wir  die  Definition  des 
Strahlenbüschels  mit  derselben  Bezeichnung  wie  bei  Desargues  (ordre 
de  lignes,  ordonnance  de  lignes)  und  ausserdem  den  Satz  vom  Kegel- 
schnitt dem  ein  Vierseit  eingeschrieben  ist,  aufgeführt.  Ueber  die- 
selbe Schrift  äussert  sich  Decartes  wie  folgt:*) 

„Ich  habe  auch  den  Essay  des  jungen  Pascal  über  die  Kegel- 
schnitte bekommen,  und  bevor  ich  noch  die  Hälfte  desselben  durch- 
gelesen hatte,  erkannte  ich,  dass  Pascal  von  Desargues  gelernt  hat, 
was  er  mir  auch  sofort  einräumte 

Auch  hält  er  es  an  einer  anderen  Stelle  für  nicht  glaubwürdig, 
dass  ein  16  jähriger  Jüngling  einen  so  wichtigen  Satz,  wie  der  Sechs- 
ecksatz ist,  habe  finden  können. 

In  der  Tat  ist  es  leicht  möglich,  aus  zwei  Sätzen  des  Desargues 
den  von  Pascal  abzuleiten.  Wir  teilen  diesen  Beweis  mit,  da  viel- 
leicht Pascal  einen  ähnlichen  Weg  cingeschlagen  hat  (Siehe  Fig.  12.) 

Das  Vierseit  1264  mit  den  Diagonalen  24  und  16  werde  von 
der  Transversale  G in  den  Punkten  aa^  — geschnitten.  Eben- 


1)  Essay  pour  les  Coniques  pag.  184.  tomc  III. 

2)  Lettres  de  Descartes  pag.  201.  tome  8,  Brief  vom  11.  Juni  1G40. 
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dieselbe  triift  einen  beliebigen  jKegelschnitt,  der  durch  1,  2,  4,  6 
gelegt  ist,  in  den  Punkten 

Nun  bilden  aber  die  Paare  aa^  — hbi  — ccj  eine  Involution , die 
wir  von  4 auf  den  Kegelschnitt  projiciren  wollen,  und  erhalten  da- 
durch die  Punktepaare  23  — 56— ce,  deren  Verbindungslinien  durch 
einen  einzigen  Punkt  0 auf  G laufen  müssen.  (Vergl.  Satz  7 auf  Seite 
135.)  Betrachten  wir  in  der  Figur  das  Sechseck  12  3 4 5 6,  so  schnei- 
den sich  offenbar  seine  Gegenteiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden 
Or,  womit  der  Pascal’sche  Satz  bewiesen  *)  ist. 


12  und  45  schneiden  sich  in 
23  und  56  schneiden  sich  in  0 
34  und  61  schneiden  sich  in  Z>| 

Auch  Fermat,  der  wie  wir  schon  sahen,  Desargues*  Bedeutung 
zu  würdigen  wusste,  scheint  sich  eingehend  mit  der  Involution  des- 
selben beschäftigt  zu  haben.  Denn  in  seinem  Nachlasse  befinden 
sich  zwei  specielle  Fälle  des  Satzes  vom  Kegelschnitt  mit  dem  ein- 
geschriebenen Vierseit.  Den  einen  hat  bereits  Herr  Cantor  in  seiner 
Geschichte  der  Mathematik  angeführt  und  bemerkt,  dass  in  ihm  die 
jetzt  gebräuchliche  Definition  der  Involution  ehthalten  sei,  wenn 
auch  jener  Kunstausdruck  nicht  genannt  und  gebraucht  sei. 

Der  fragliche  Satz  lautet: 


Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  b eines  Kreises  mit  den 
Endpunkten  m und  n einer  Sehne,  so  erhält  man  auf  dem  zu  mu 
parallelen  Durchmesser  ppi  die  Punkte  qr^  und  durch  Annahme  des 
Punktes  c zwei  weitere  qiv. 

Dann  besteht  folgende  Beziehung: 


pri  . p^q 


VLl3[P\ 

P<h  .ppr 


(Fig.  13) 


1)  Bekanntlich  ist  dieses  Theorem  bereits  in  den:  Pappi  Alexandrini 
mathematicae  collectiones  im  141  und  143ten  Satz  des  8.  Buches  für  den 
Fall  enthalten,  dass  der  Kegelschnitt  in  ein  Geradenpaar  zerfällt. 

2)  Cantors  Vorlesungen  II.  Band  p.  606  und  pag.  620.  Hierzu  ist  zu 
bemerken,  dass  Ddsargues  gerade  jener  allgemeinen  Beziehung  (Gleichung  III 
auf  Seite  124  dieser  Arbeit)  den  Namen  Involution  beilegte,  während  er  mit 
der  Constanz  des  Rechtecks  den  Arbre  definirt. 

3)  Oeuvres  de  Fermat.  Ilenry-Tanery  B.  I,  pag.  79. 
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Als  Porisma  wird  der  Satz,  der  allerdings  die  allgemeine  In- 
volotioDsbedingung  darstellt,  beweislos  angegeben  und  noch  beige- 
fiigt,  dass  es  unschwer  sei,  denselben  auf  Ellipsen,  Hyperbeln  und 
Gegenschuitte  auszudehnen. 

Diesem  Porisma  geht  ein  anderes  voraus , das  ebenfalls  als  spe- 
cieller  Fall  des  allgemeinen  Desargues’schen  Satzes  zu  betrachten  ist, 
was  bisher  noch  nicht  bemerkt  wurde.  *) 


00 

In  einer  Parabel  sei  der  Durchmesser  Oüj  gezogen.  (S.  Fig.  14), 


Verbindet  mau  2 Punkte  M und  N mit  zwei  festen  A und  2?, 
so  erhält  man  auf  dem  Durchmesser  Punktepaare  aaj— welche 
dex  folgenden  Relation. genügen: 


Oa 

Ü2 


0^ 

Oa| 


oder 


Ort  . Ortj  ==>  Oh  . 0«| 


Dies  bedeutet  aber,  dass  0 die  Souche  der  Involution  «rtj  — Wj  ist. 

00 

Diese  entspricht  aber  dem  Punkte  Oj.  Somit  hätte  man  die  Sechs- 

00 

punktinvolution  aoj  - hb^ — Oüj. 


Wenn  mau  erwägt,  dass  Format  Desargues’  Schrift  über  die 
Kegelschnitte  gekannt  hat  und  ihr  auch  seinen  Beifall  nicht  versagte, 
so  ist  die  Vermutung,  dass  er  durch  jenen  auf  die  obigen  Sätze  ge- 
kommen ist,  keine  unberechtigte.  Unbeschadet  dessen  besteht  neben 
dieser  Annahme  auch  die  Möglichkeit,  dass  Fermat  bei  seinen  aus- 
gedehnten Studien  über  Apollonius,  hauptsächlich  aber  über  die 
Porismen  des  Euklid,  selbst  auf  diese  verhältnissmässig  wenig  be- 
deutenden Sätze  stiess. 


Da  sich  aber  die  beiden  Theoreme,  wie  schon  bemerkt,  erst  im 
Nachlasse  des  Fermat  vorgefunden  haben,  so  muss  man  wenigstens 
zugeben,  dass  der  fragliche  Fundamentalsatz  von  Desargues  zuerst 
veröffentlicht  worden  ist.  So  nennt  auch  Pascal,*)  der  diesen  Satz 
anführt,  nur  Desargues  als  den  Entdecker  des  Satzes  vom  Kegel- 
schnitt mit  dem  eingeschriebenen  Vierseit. 


1)  Oeuvres  de  Fermat.  Ed.  Henry-Tanery  1891.  tome  I.  pag.  79. 

2)  Somit  erst  25  Jahre  nach  dem  Erscheinen  des  Brouillon!  Siehe  auch 
Chasles  Aper9u  historique  § 25.  II.  Capitel. 

3)  Oeurcs  completes  de  Pascal:  Ed.  Librairie  de  L.  Hachette  et  C*‘', 
Essay  pour  les  Coniques,  tome  III.  pag.  184. 
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§ 6. 

Einfluss  der  Arbeiten  Besarg-ues’  auf  die  Entwicklung  der 
projectivisclien  Geometrie  in  späterer  Zeit. 

Da  das  wichtigste  Werk  Desargues’,  das  über  die  Kegelschnitte, 
vielleicht  infolge  der  geringen  Auflage  oder  schweren  Lesbarkeit  des- 
selben bald  gänzlich  verschwand,  so  wäre  der  Name  unseres  Ge- 
lehrten als  eines  hervorragenden  Geometers  wol  ganz  in  Vergessen- 
heit geraten,  wenn  nicht,  wie  schon  früher  bemerkt,  jene  Schmäh- 
schriften ihn  der  Nachwelt  überliefert  hätten.  Umsomehr  ist  es  zu 
begrüssen,  dass  der  französische  Mathematiker  Philipp  De  La  Hire, 
der  von  1640  — 1718  lebte,  *)  im  Jahre  1679  eine  eigenhändige  Ab- 
schrift des  „Brouillon  project“  von  Desargues,  fertigte,  die  dann 
Chasles  nach  weiteren  165  Jahren,  im  Jahre  1845  wieder  auffand. 
Was  De  La  Hire  zu  diesem  eigentümlichen  Verfahren  veranlasste, 
dürfte  kaum  mehr  zu  ermitteln  sein,  dagegen  hat  die  Keuntniss  dieses 
Werkes  unzweifelhaft  Einfluss  auf  seine  so  berühmt  gewordenen, 
geometrischen  Arbeiten  ausgeübt,  wenn  er  auch  in  einem  seiner  Ab- 
schrift beigegebenen  Briefe  dies  nicht  zum  Ausdruck  bringt.  *)  Mit 
dieser  unserer  Anschauung  stehen  wir  keineswegs  allein,  sondern  es 
findet  sich  bereits  in  den  Acta  Eruditorum  vom  Jahre  1685  auf 
pag.  400  eine  Bemerkung,  welche  bei  Gelegenheit  der  Recension  des 
im  gleichen  Jahre  erschienenen  Werkes  von  De  La  Hire:  „Sectiones 
Conicae  in  nov  em  libros  distributae  (fol.,  Parisiis  1685,  apud  Steph. 
Michallet.)  gemacht  wird,  und  welche  lautet: 

Cum  nihil  de  bis  Pascalii,  Desarguesii  aut  pauca  sint  edita, 
eo  gratior  fuit  labor  doctissimi  geometrae  Ph.  de  La  Hire,  qui 
vestigiis  istorum  iusisteus,  multaque  perpulchraque  de  suo  ad- 
jiciens,  jam  ante  12  annos  libellum  titulo  Novae  methodi  sectiones 
conicas  et  cylindricas  explicaudi  edidit  . . . ^) 

Ein  genauer  Vergleich  des  genannten  Werkes  mit  der  Desargues- 
schen  Schrift  macht,  wie  wir  sehen  werden,  diese  Beeinflussung  un- 
zweifelhaft. 

Nun  hatte  aber  De  La  Hire  bereits  im  Jahre  167.'!,  also  3 Jahre 
bevor  er  nach  seiner  Angabe  Desargues’  Kegelschnittstheorie  zum 


1)  Vergleiche  hierüber  Cantor  B.  III,  pag.  120  ff. 

2)  Desargues  I.  pag.  231,  232. 

3)  Diese  Stelle  findet  sich  in  Chasles’  Apei9u  historique,  deutsche  Aus- 
gabe von  Sohnke  pag.  S.'i. 
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ersten  Male  las,  ein  Werk  mit  dem  Titel  „Nouvelle  Methode  en 
G6om6trie  pour  les  sections  des  superficies  coniques  et  cylindriques“ 
veröffentlicht.  In  derselben  gibt  er  eine  Methode  an,  um  einen  Kreis 
in  einen  Kegelschnitt  punktweise  zu  transformiren. 

Fast  genau  dieselbe  Construction  fanden  wir  bei  der  Desargues, 
als  wir  die  von  ihm  gegebenen  Vorschriften  durch  eine  Zeichnung 
veranschaulichten.  *)  Der  einzige  Unterschied  besteht  darin , dass 
Desargues  die  Elemente  des  Kegelschnittes  aus  dem  Grundkreis  ■ des 
Kegels,  also  räumlich  ableitet,  während  De  La  Hire  Kreis  und 
Kegelschnitt  in  einer  und  derselben  Ebene  sich  vorstellt.  *)  Aber 
auch  Desargues  hatte  schou,  wie  wir  Seite  138  sahen,  die  Bemer- 
kung gemacht,  dass  derartige  räumliche  Figuren  unmittelbar  in 
der  Ebene  gedeutet  werden  dürfen.  Dieser  Umstand  hindert  je- 
doch nicht.  De  La  Hire*s  Worten  betreffs  der  erstmaligen  Lectüre 
dem  Desargues’scben  Kegelschnitte  Glauben  zu  schenken,  denn  er 
kann  die  Kenntniss  von  dieser  Methode  sehr  wol  durch  seinen  Vater 
bekommen  haben,  der  ein  Schüler  Desargues’  war. 

Bei  der  Abfassung  des  schon  citirten  Werkes  vom  Jahre  1685 
kannte  nun  aber  De  La  Hire,  wie  er  selbst  sagt,  den  Brouillon  project, 
und  hat  aus  diesem  unzweifelhaft  den  Gedanken  zur  Aufstellung 
seiner  Polarentheorie  und  zur  Ableitung  der  allgemeinen  Kegel- 
schnittseigenscbafteu  aus  dem  Kreise  durch  Raumprojectiou  geschöpft.’) 

Die  Tragweite  der  Sechspunktinvolutiou  jedoch  erkannte  er  nicht, 
indem  er  dieselbe  als  unbequem  bezeichnet  und  nur  die  Vierpunkts- 
involntion,  die  er  im  Anschluss  an  Pappus  die  harmonische  Teilung 
nennt,  aufgreift.  Aber  schon  Desargues  hatte,  wie  wir  zeigten,  alle 
Eigenschaften  von  Pol  und  Polare  mit  Zuhilfenahme  derselben  Punkte* 
läge  abgeleitet.  Sein  Standpunkt  war  sicherlich  ein  allgemeinerer 
als  der  des  De  La  Hire,  indem  er  aus  seiner  Sechspunktinvolution 
den  nach  ihm  benannten  Satz  gewann,  der  die  Quelle  so  wichtiger 
Theoreme  wurde,  während  De  La  Hire  bei  seiner  engeren  Auffassung 
dieses  Instrument  vollständig  entbehren  musste. 


1)  Siehe  S.  137  dieser  Arbeit.l  Siehe  auch  Fig.  10b. 

2)  Vergleiche  hierüber  Cantor  B.  III.  pag.  120,  121,  wo  die  Methode 
genauer  auseinander  gesetzt  wird. 

3)  Oldenburg  spricht  in  einem  Briefe  an  Leibniz  mit  Achtung  von  einer 
Desargues’schen  Methode,  womit  jedenfalls  die  Projectionsmethode  genannt  ist. 
Dieselbe  soll  auch  dem  Pascal’schcn  Werke  zugrunde  gelegen  haben,  welche 
den  Satz  vom  hexagrammum  mysticum  enthalten  hat. 
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Dagegen  muss  dem  letzteren  das  Verdienst  zugesprochen  werden, 
dass  er  einerseits  aus  der  dunklen  Darstellung  Desargue’s  die  Wich- 
tigkeit der  Polarentheorie  zu  erkennen  vermochte,  andererseits  die- 
selbe in  überaus  klarer  und  nicht  unselbständiger  Weise  entwickelte. 
Diese  vorzügliche  Darstellungsweise,  die  überhaupt  De  La  Hire’s 
Schriften  auszeichnet,  verschaffte  diesem  und  damit  indirect  auch 
Desargues’  Ideen  Einfluss  auf  die  weitere  Entwicklung  der  Geometrie. 

So  verbreitete  sich  die  Kenutniss  der  Polarentheorie  in  England 
durch  das  Schriftcheu  von  Jacob  Milnes:  Sectionum  Conicarum  Ele- 
menta,  Oxford  1702,  das  aber  De  La  Hire  als  den  Begründer  der- 
selben bezeichnet.  Aehnlich  behandelt  Robert  Simson  im  12ten  Satze 
des  5ten  Buches  ferner  Treatise  on  Conic  Sections  1735  das  Des- 
argues'sche  Theorem,  welches  durch  den  Essay  pour  les  Coniques 
des  Pascal  bekannt  geworden  war.  *)  Geradezu  zum  Fundament 
einer  Arbeit*)  über  die  Kegelschnitte  machte  dieses  Brianchon.  Auch 
reproducirte  Servois  den  Satz  von  den  perspectivisch  liegenden 
Dreiecken,  den  auch  Brianchon,  Sturm,  Gergone  und  Poncelet,  welch’ 
letzterer  durch  ihn  auf  die  Theorie  von  den  homologen  Figuren  ge- 
führt wurde,  anwendeten. 

Das  Verdienst,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  Des- 
argues  wieder  gelenkt  zu  haben , gebührt  hauptsächlich  Poncelet. 
Auf  Grund  des  Descart’schen  Briefwechsels  und  des  Briefes  von 
Beaugrand  sieht  er  sich  veranlasst  auf  die  Bedeutung  dieses  Ge- 
lehrten hinzuweisen,  den  er  treffend  den  Monge  seines  Jahrhunderts 
nennt. 

Doch  war  eine  eingehende  Würdigung  der  Verdienste  Desargues 
erst  möglich,  nachdem  Chasles  im  Jahre  1845  die  De  La  Hiro’sche 
Abschrift  des  Brouillon  project  aufgefunden  hatte.  Chasles’  eigene 
Untersuchungen  über  die  Involution,  die  er  in  der  Note  XV  zu  seinem 
Aperqu  historique  zum  ersten  Mal  veröffentlichte,  sind  jedenfalls 
selbständig  durchgeführt,  indem  das  letztgenannte  Werk  bereits  1837, 
also  8 Jahre  vor  Auffindung  des  Brouillon  project  publicirt  worden 


1)  Pascal:  Essay  pour  les  Coniques  pag.  184,  tome  II. 

2)  Brianchon;  „Memoire  sur  les  lignes  du  deuxieme  Ordre.  Paris  18)7* 
(Bachelier.) 

3)  Servois;  Solutions  peu  connucs  . . . Metz  1805. 

4)  Siehe  die  Einleitung  zu  Poncelet’s : Traitd  des  projiridtes  projectives 
des  iigures. 
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ist.  Dagegen  kannte  Chasles  schon  damals « aus  dem  Briefe 
Beaugrands,  den  Satz  vom  Kegelschnitt  und  dem  eingeschriebenen 
Vierseit,  welcher  ihm  das  Mittel  an  die  Hand  gab,  von  der  Involu- 
torischen  Beziehung  zu  dem  allgemeinen  Princip  der  Projectivität 
Überzagehen.  Chasles  zeigte  nämlich  als  der  Erste,  dass  obenge- 
nanntes Theorem  unmittelbar  den  Satz  ergibt,  dass  zwei  projectivi- 
sche  Strahlenbüschel  einen  Kegelschnitt  erzeugen.  *) 


])  Chasles:  Aper9U  historique,  Deutsch  von  Sohncke  pag.  349. 

2)  Zu  S.  133  Z.  3 V,  unr.  Desargucs  coustruirt  also  die  Polare  eines 
Punktes  inbezug  auf  einen  Kegelschnitt  in  der  heute  noch  üblichen  Weise. 

3)  Zu  S.  142  Z.  12  V.  unt.  Descartes  meint  offenbar  die  Anwendung 
des  Transversalcnsntzcs  von  Mcnelaos  in  der  Form  mit  den  zusammgesetzten 
Verhältnissen. 


150  Mtye.r:  Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Uegrenzungscurven. 


III. 

Untersuchungen  und  Lehrsätze  über 
Begrenzungscurven. 

Von 

C.  W.  Meyer, 

Ingenieur  in  Lauchhammcr. 


§ 1. 

Die  folgenden  Untersuchungen  erstrecken  sich  auf  die  BeziehuDgen 
und  Lehrsätze,  die  sich  ergeben,  wenn  man  auf  dem  rechtwinkligen 
Coordinaten- System  vom  Anfangspunkt  2 Linien  abträgt,  m auf  der 
Ordinaten-,  n auf  der  Abscissenachse ; und  zwischen  beiden  ein  be- 
stimmtes Verhältniss  derart  festsetzt,  dass  man  dasselbe  allgemein 
durch  die  Formel 

ni«  4-  n‘  = S* 

ausdrücken  kann,  worin  S eine  gegebene  constante  Länge  ist.  z ist 
ein  variabler  Exponent,  für  den  wir  successive  alle  erdenklichen 
Werte  cinsetzen  können.  Verbindet  man  nun  die  Endpunkte  von  m 
und  n durch  eine  Gerade,  so  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
worin  die  letztere  Hypotenuse  ist. 

Dies  Dreieck  kann  dann  innerhalb  der  durch  die  Formel 

m‘  n‘  = S‘ 

gegebenen  Grenzen  die  verschiedensten  Formen  annehmen.  Es  be- 
ginnt als  Linie  auf  der  Ordinaten-Achse,  wo  dann 

m = 5,  n = 0 
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durchläuft  eine  Symmetrieform  unter  45®,  wo  m = n und  das  Dreieck 
gleichschenklig  ist,  und  endigt  als  Linie  auf  der  X Achse,  wo  n = /S 
und  jn  = 0.  Denkt  man  sich  nun  alle  diese  Dreiecke  in  unendlich 
naher  Succession  aufgezeichnet,  so  werden  die  Hypotenusen  derselben 
eine  Continuität  von  Schnittpunkten  miteinander  bilden,  die  einer 
mathematisch  bestimmbaren  Curve  angohören,  die  bei  q beginnt  und 
in  p endigt.  Die  Curve  hat  demnach  die  Eigenschaft,  mit  jeder 
solchen  Hypotenuse  einen  Punkt  gemeinsam  zu  haben;  diese  ist 
also  Tangente  au  jene.  In  Folge  dessen  schliesst  die  Curve  den 
gesammteii  Raum  ein,  welcher  von  der  Succession  jener  verschiedenen 
Dreiecke  ausgefüllt  wird  und  zwischen  den  Achsen  liegt.  Ich  nenne 
sie  deshalb  Begrenzungscurve. 

Es  leuchtet  ein,  dass  jedem  Grade  der  Gleichung 

/n®  ~ 

auch  eine  besondere  Begrenzungscurve  entspricht.  Im  Folgenden 
sollen  mehrere  dieser  Curven  bestimmt  und  genauer  untersucht 
werden.  Dabei  wird  sich  ergeben,  dass  der  allgemeinen  Formel 

-j-  — S‘ 

(die  wir  Kathcten-Formel  oder  -Gleichung  nennen  wollen)  auch  eine 
eben  solche  allgemeine  Formel  der  Begrenzungscurve  (Coordinaten- 
Gleichung)  entspricht. 


§ 2. 

Es  läge  nahe,  zuerst  den  Exponent  * = 1 zu  nehmen  und  also 
die  Katheten-Gleichung 

m -{-  n = Ä 

zu  behandeln.  Allein  das  Weitere  wird  lehren,  dass  man  zweck- 
mässig mit  z = 2 beginnt , wobei  wesentlich  der  Umstand  in^s  Ge- 
wicht fällt,  dass  für  den  Fall 

m* 

„dann  auch  die  Hypotenusen  aller  successiven  Dreiecke  constant  =»  S 
sind“,  während  diese  in  allen  andern  Fällen  in  ihrer  Länge  variiren. 
Hieraus  erhellt,  dass  S,  zwischen  den  Achsen,  mit  seinen  Endpunkten 
auf  diesen  gleitend,  durch  alle  möglichen  Lagen  hindurch  geführt, 
immer  Tangente  an  die  Begrenzungscurve  bleibt.  Da  nun  bekannt 
lieh  bei  der  angegebenen  Bewegung  von  S jeder  feste  Punkt  dar- 
auf eine  Ellipse  (d.  h im  ersten  Quadranten  ein  Viertel  derselben) 
beschreibt,  so  lässt  sich  schon  hieraus  scbliessen,  dass 
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1)  die  Begrenzungscurve  auch  jode  solche  Ellipse  tangirt, 

2)  Überhaupt  zwischen  beiden  Curven  mannichfache  Beziehungen 
bestehen  werden. 

% 

Vor  dem  Eintritt  in  die  Untersuchung  noch  2 Bemerkungen: 

Da  im  Laufe  derselben  viele  3te  Wurzeln  Vorkommen,  so  habe 
ich  es  praktisch  befunden,  zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  die 
dritte  Wurzel  immer  durch  einen  doppelten  Strich  über  dem  Wurzel- 

3_  _ 

Zeichen  auszudrücken;  also  statt  Vx  werde  ich  schreiben  Vx.  Fer- 
ner werde  ich  es  tunlichst  vermeiden,  mich  der  Differential-Rechnung 
zu  bedienen,  um  einerseits  zu  zeigen,  wie  selbst  complicirte  Pro- 
bleme, am  richtigen  Ende  angofasst,  auch  mit  den  gewöhnlichen 
Mitteln  der  Analysis  gelöst  werden  können;  andererseits  das  Nach- 
folgende auch  denen  verständlich  zu  machen,  die  die  Differential- 
Rechnung  nicht  kennen.  Zur  Aufsuchung  der  Maxima  und  Miniraa 
werde  ich  die  Methode  der  Behandlung  arithmetischer  Proportionen 
(oder  sog.  Ungleichungen)  benutzen,  deren  Wesen  bis  auf  einen 
Punkt  mit  der  Behandlung  der  Gleichungen  völlig  übereinstimmt. 
Dieser  Punkt  ist  der,  dass  die  Vorzeichen  beider  Seiten  nicht  durch 
Division  bzhw.  Multiplication  oder  Radiciren  bzhw.  Potenziren  ge- 
ändert werden  dürfen,  sondern  nur  durch  beiderseitige  Addition  oder 
Subtraction.  Denn  es  ist  z.  B.  — 2]>  — 3;  wollte  ich  aber  qua- 
driren,  so  erhielt  ich  4 >>  y.  Dagegen  kann  ich  beiderseits  4 ad- 
diren  und  erhalte  2]>  1.  Diese  Manipulation  mit  den  arithmetisebeu 
Proportionen  enthält  zwar  eigentlich  schon  die  Grundelemente  des 
Differentiirens,  ist  aber  ohne  weitere  Erklärung  Jedem  verständlich. 
Will  man  aber  quadriren,  so  muss  man  negative  Grössen  zuerst 
durch  Hinüberschaffen  auf  die  andre  Seite  positiv  machen,  oder  sich 
Gewissheit  verschaffen,  dass  auf  derselben  Seite  noch  ein  grösserer 
positiver  Ausdruck  steht,  der  einen  positiven  Wert  der  ganzen  Pro- 
portionsseite garantirt.  Unter  Beachtung  dieser  Regeln  jedoch  leistet 
das  Verfahren  nahezu  ebensoviel  wie  das  Differentiiren. 


§ 3. 

Um  die  Begrenzungscurve  zu  finden,  beachte  man  in  erster  Linie 
den  Umstand,  dass  jeder  Punkt  derselben  in  welchem  sie  eine  Drei- 
eckshypoteiiuse  tangirt,  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  er  ein  äusser- 
ster  Punkt  dieser  Hypotenuse  ist.  Das  will  sagen:  Jeder  andre 
Punkt  der  betr.  Hypotenuse  liegt  ausserdem  noch  auf  einer  oder 
mehreren  anders  geneigten  Hypotenusen  >S,  die  sich  hier  mit  Ersterer 
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kreuzen.  Dieser  Punkt  jedoch  liegt  auf  keiuor  anderu  mehr, 
sondern  nur  auf  dieser  einen,  er  ist  ein  Grenzpunkt  für  den 
durch  die  Succession  der  Hypotenusen  gebildeten  Raum.  „Mithin 
ist  hier  für  ein  gewisses  festes  x das  zugehörige  y ein  Maximum“. 

In  nebenstehender  Figur  ist,  eiu  für  alle  Mal,  bei  allen  belie- 
bigen Exponenten  der  Kathetengleichung: 

y » ^ i-  X . m -=  m . n 

Ferner  ist 

m*  -j-  n*  =•  — w* 

also 

y . n X m ']/ S“  — 11^  =>  n .')/ — n*  (l) 

(n  — a:)  — w* 


Soll  nun  0 ein  Punkt  der  Begrenzungscurve  sein,  so  muss  der 
letztere  Ausdruck  ein  Maximum  darstellen;  d h.  wenn  in  der  durch 
denselben  repräsentirten  Function  von  x eine  Grösse  variirt  wird> 
so  muss  allemal  y,  d.  h.  der  ganze  Wert  des  Ausdrucks  kleiner 
werden.  lu  demselben  ist  S eine  coustaute  Grösse,  ebenso  hatten 
wir  X als  unveränderlich  angenommen.  Bleibt  also  nur  ?i  als  variabel 
übrig,  das  wir  daher  als  n+«  einsetzen.  Dann  muss  folgende  arith- 
metische Proportion  entstehen: 


(n  — x)  V 
n 


> 


(n  — X +2)  V/S*  — -{-  2 Z7i  — 2* 

n ± * 


Wir  können  hier  z als  so  kleinen  Wert  annehmen , dass  n — z 
immer  positiv  bleibt;  gleicherweise  bedingt  es  das  rechtwinklige  Drei- 
eck, dass  71  immer  <C /S  und  — immer  einen  reellen  Wert 
hat.  Demnach  kann  obige  Proportion  quadrirt  werden.  Dann  ist; 

(n  — — n^J  [(n  — »)*  + 2«  (n  — j(<S*  — 2 a«  — 2*) 

n*  n 4~  2 2«  -j- 

Für  das  nun  folgende  Verfahren  eine  kurze  Erläuterung.  Es  wird 
sich  zeigen , dass  beim  Fortschaffen  der  Nenner  und  Auflösen  der 
Klammern  sämtliche  Glieder  auf  beiden  Seiten,  welche  kein  * als 
Factor  erhalten,  sich  gegenseitig  aufheben.  Die  Uebrigbleibenden 
haben  alle  z oder  höhere  Potenzen  davon  und  also  kann  durch  z 
dividirt  werden.  Nachher  setzen  wir  a = 0 und  es  fallen  somit  alle 
Glieder  fort,  welche  im  Anfang  a*  oder  eine  noch  höhere  Potenz 
von  z zum  Factor  haben. 


15-1  Aieyp.rx  Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Degrenzungscurven. 


Wir  küiineu  uus  mithin  die  ganze  Rechnung  sehr  vereinfachen, 
wenn  wir  dieses  Resultat  vorweg  nehmen  und  alle  Glieder  mit  ä* 
und  höher , oder  diese  selbst  einfach  weglasseu.  Dann  lautet  uusre 
obige  Gleichung: 

(n  — a:)^  (5*'*  — n^)  [(w  — x)^  + ^z{n  — a:)]  (/S*  — q:  2 zn) 

(/^^  ~ — n^)  ^ — x)"^  + 2z  (n  — ar)]  (5^  — 71^+ 2z«) 

+ 2z'/i  {n  — xY  ^ i 2 zii^  {11  — x)  {S^  — 7i^+(  *2zn’^{n  — a-)^ 

dividire  durch  2z(7?  — a;)7i 

+ (7^  — x)  {S'^  — 77*'*)  — 77^)  ^ 77^(77  — x) 

Wenn  nun  z = 0 wird,  w'as  Voraussetzung  war,  so  verschwindet  die 
Ungleichheit  beider  Seiten  und  ebenso  die  doppelten  Vorzeichen  — 
welche  mau  behalten  wdll,  ist  gleichgültig,  weil  sie  sich  jetzt  beliebig 
auf  die  andere  Seite  bringen  lassen. 

Dann  ist  aber 


oder 


0 der 


(77  — x)  77®)  = 77(>S^  — 77^) 77^  (77 x) 

77*  (77  — a*)  = (jS*  — 77^)x 

77^ X77*  = S^X X77* 


==  S^X^  77 


X 


Führen  wir  diesen  Wert  in  die  obige  Gleichung  (I)  ein,  so  ist: 

,j  +*  V = vs^  y - Vs  V 

Hier  lässt  sich  durch  dividireu; 


\/'vs'‘—yx^  = vwi\^Vs^—Vx^ 
y = (Vs*—  v^^)  = (v^v^*  — v^)’ 

quadrire; 

y«  = (Vs*  — Vx*)^  oder  ^ — V und 

Vi»  + Vy*  = Vs* 


Dies  die  endgültige  Gleichung  der  gesuchten  Begrenzungscurve, 
deren  Formel  von  einer  frappanten  Einfachheit  ist. 
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§ 4. 

Wir  suchen  zunächst  den  correlativen  Wert  von  w auf  der  Y- 
Achse.  Da 

rt  = V'^x 

SO  ist  

m*  = = V's*  (Vs^—V'^)  = 

und  somit 

m «=  y 

Demnach  verhalten  sich  m und  wie  Vy  und  Vy  oder  mit  andern 
Worten;  „Oie  Katheten  auf  den  Achsen  verhalten  sich  wie  die  dritten 
Wurzeln  aus  den  Coordinaten  des  auf  der  Hypotenuse  liegenden 
Punktes  der  Begrenzungscurve.“  Ist  diese  Hypotenuse,  wie  oben 
ausgeführt,  zugleich  Tangente  an  dieselbe,  so  hat  der  Tangeutenwinkel 
mit  der  X Achse  die 


und  die  Tangentengleichung  müsste  lauten: 


y — yi  = — 


) 


Um  dies  zu  beweisen,  suchen  wir  nunmehr  die  Gleichung  der  Tan- 
gente von  der  Secante  aus  auf.  In  die  allgemeine  Gleichung  einer 
Linie  durch  2 gegebene  Punkte  ist  ein  entsprechender  Wort  einzu- 
führen. Dies  geschieht  wie  folgt: 


y - yi 


vi  —yn 

a:j  — Xn 


{x 


Der  Factor  - — lässt  sich  zerlegen  in 

2*1  — Xn 

( Vyi  - Vy«)  + V'yTs^ + Vy«*) 


_y,„) 

Ferner  ist 

y v+ = v^r*+  yy^* 

oder  _ _ 

y^r*  - vZ*  = - (y'^*  - yif?) 

und 
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{Vx\  - Vx„)  + V<^n) 


Vyi  — V.Vn 

VsTu 


-(Vyt-Vyn)  )^/y^  + ^/yn) 
Vyi+  V^n 


Diesen  Wert  führen  wir  in  obige  Formel  ein,  die  dann  lautet: 


(Va;,  + 1/®»,)  (V^i^  + Vyi  yn  + Vy«*) 

y — yi  = -= „ {x  — x^) 

(Vyi  +Vy  ((Va’i*  + l/x,  xh+  Vxh^ 

Nunmehr  lasse  ich  beide  Punkte  der  Secante  zusammenfallen,  so  dass 
Xj  = Xn  und  y,  «*=  y«,  dann  ist 


y—yi  ^ — 


2y», . 3 vv 


Woraus  erhellt,  dass  die  Hypotenuse  S in  der  Tat  Tangente 
an  die  Begrenzungscurve  ist. 


Wenn  wir  uns  nun  des  Umstandes  erinnern,  dass  jeder  Punkt 
auf  der  Hypotenuse  >S  bei  Verschiebung  derselben  zwischen  den 
Achsen  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  halbe  Achsensumme  = S ist, 
so  wird  klar,  dass  der  obere  Abschnitt  auf  N,  der  durch  den  Punkt 
marquirt  wird,  der  halben  grossen  Achse  a,  der  untere  Abschnitt 
der  halben  kleinen  Achse  b gleich  sein  muss.  Der  Punkt  0 ist 
mithin  der  Ellipse  und  Begrenzungscurve  gemeinsam.  Die  Frage 
ist  nur  noch  die:  Welcher  Lage  von  N,  bzhw.  dadurch  des  Punktes 
0 entspricht  die  durch  a und  b bestimmte  Ellipse?  Oder:  welches  ist 
die  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  in  0 und  den  Abschnitten 
a und  b?  Diese  ergibt  sich  aus  nebenstehender  Figur: 

y^  {n  — =« 

y’-t"  ya;*y*  = 4* 

4=yv 


ebenso 
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— y)^  «=  a*  = a;*  -f-  Vy^)* 

a;*  +yj;^  =.  V^(Vi*+  v^y*)  -=  Vs*x^  « a« 

a =»  ViSjc* 

Demnach  _ _ 

a:b  ^ Va;*  : Vy*  = \ 


Die  Abschnitte,  iu  welche  der  Berührungspunkt  die  Tangente  S 
zerlegt,  verhalten  sich,  wie  die  Quadrate  der  Katheten  auf  den 
Achsen.  Nun  ist  ferner: 

m : i = ys*y  : =-  Vs  : Vy  ) 

\ also  m : b ^ b : y 

h : y ^ y>Sy*  : Vy^  = VS  : Vy  ’ 

n:a  = ^ y^S  : Vx  \ 

> also  n : o = a : a; 

ö : aj  ==•  y>Sx*  : ~^x^  = ys  ; x ' 


Die  Ellipsen*  Achsen  sind  also  die  mittleren  Proportionalen  zwischen 
den  Tangenten-Abschnitten  auf  den  Achsen  und  den  betr.  Coordi- 
uaten  des  Berührungspunktes  mit  der  Begrenzungscurve. 


Es  ist  nun  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Tangente  an  die  Be- 
grenzungscurve zugleich  in  demselben  Berührungspunkte 
auch  Tangente  an  die  zugehörige  Ellipse  ist;  mithin  der  Berührungs- 
punkt allen  3 Linien  gemeinsam  ist.  Zu  dem  Behufe  bestimmen 
wir  X und  y nach  a und  b.  Es  ist 


ebenso 


a y>Sx*,  also  x^  = iSx* 

i-rip,  » = 


aus  welchen  Werten  sich  ferner  ergibt,  dass  die  Quadrate  der  Co- 
ordinaten  sich  verhalten,  wie  die  Kuben  der  Hypotenusen-Abschnitte. 
Auch  gestatten  diese  Formeln,  zu  jeder  Ellipse  den  ihr  zugehörigen 
Bogrenzungspunkt  durch  geometrische  Construction  zu  linden,  indem 
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S la  => 

Ist  nun  dieser  Punkt  mit  obigen  Coordinaten  zugleich  Ellipsenpunkt 
und  auf  derselben  Tangente  gelegen,  so  müssen  obige  Werte,  in  die 
Gleichung  der  Ellipsen-Tangente  eingesetzt,  dieser  eine  Form  geben, 
dass  deren  Wiukeltangente  mit  der  X Achse 


-V: 


yjr 

^1 


ist.  Die  Ellipsentangente  hat  die  Gleichung: 

a^yi  y 

also  mit  obigen  Werten: 


dividire  durch  ah'^abi 


Setzen  wir  die  Coordinaten  abwechselnd  = null,  so  erhalten  wir  als 
Abschnitte  auf  den  Achsen 

y=V6(a  + i),  X ^ ä{a-\-b) 

Die  Winkeltangente  ist: 


Daraus  folgt  der  Satz  : Jede  Ellipse  hat  eine  Tangente,  deren 
Länge  im  Quadranten  gleich  der  Summe  der  Halbachsen  ist.  Dieselbe 
wird  durch  den  Berührungspunkt  in  die  Halbachsen  zerlegt. 


§ 5. 


mithin 


Wir  fanden  bei  dieser  Gelegenheit 

’^b{a-\-b)  und  w =”  j/a(a-f-^) 

bla 


m 


m*  ; 71* 
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(1.  h.  die  Quadrate  der  Katheten  verhalten  sich,  wie  die  Achsen  der 
betr.  Ellipse  oder  die  Abschnitte  der  Tangente. 

Nun  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass  dasselbe  Verhältniss  besteht 
zwischen  den  Katheten  und  den  Abschnitten  der  Hypotenuse,  in 
welche  dieselbe  durch  eine  Senkrechte  vom  Scheitel  des  rechten 
Winkels  zerlegt  wird. 


q sei  senkrecht  auf  N;  dann  ist 


also 
Da  oben  war 


m : n ==‘  q : d,  q^  = c . = q^  : d^ 

rn^  : = c , d : d^  = c : d 


m 


: n*  <=  b : a.  also  b : a c : d SO  ist 


a-\-b  i a ==  tf-j-  d : rf,  S i a — S : d oder 

~~W 

a ^ d folglich  auch  ä = c 


Hieraus  folgt  nun,  dass  die  Senkrechtö  vom  Scheitel  die  Hy- 
potenuse in  dieselben  Abschnitte  a und  b zerlegt,  wie  der  Berührungs- 
punkt der  Tangente  an  die  Begrenzungscurve , nur  in  umgekehrter 
Folge.  Dies  gibt  ein  Mittel  an  die  Hand,  bei  jeder  Lage  von  S den 
zugehörigen  Punkt  der  Begrenzungscurve  auf  ihr  zu  finden,  indem 
man  den  durch  die  Senkrechte  vom  Scheitel  entstandenen  oberen 
Abschnitt  am  unteren  Ende  abträgt.  Der  neue  Endpunkt  ist  der 
gesuchte  Punkt  der  Begrenzungscurve. 

Die  Tangente  an  die  Begrenzungscurve  und  an  die  zugehörige 
Ellipse  hat  noch  2 bemerkenswerte  Eigenschaften,  die  allem  An- 
scheine nach  bisher  unbekannt  sind: 

1)  Von  allen  möglichen  Tangenten  an  die  Ellipse  ist  diese, 
welche  gleich  der  Achsensumme  S ist,  die  kürzeste  zwischen  den 
Schnittpunkten  mit  den  Achsen. 

2)  Von  allen  durch  einen  bestimmten  Punkt  0 gelegten  Hypo- 
tenusen ist  diejenige  die  kürzeste,  welche  der  Lage  des  Punktes 
als  Begrenzungscurvenpunkt  mit  der  Hypotenuse  als  Tangente  ent- 
spricht. 


Beweis  ad  I. 

Wir  leiten  zuerst  aus  der  Gleichung  der  p]llipsentangente  die 
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allgemeine  Form  des  Ausdrucks  für  die  Länge  zwischen  den  Achsen 
ab,  indem  wir  x und  y abwechselnd  0 setzen. 


Tangentenlänge  = ^ 


«1 


Eliminiren  wir  durch  den  aus  der  Ellipsengleichung  gewonnenen 
Ausdruck 

= ^(«2  — arj2)  so  kommt: 


* .a^  I /a*  Ä* 

+ ° ° r + a^  — »1« 

Dies  muss  also  ein  Minimum  sein  und  der  sich  ergebende  Wert 
muss  a;,  als  eine  Function  von  a und  b enthalten,  die  dem  oben  für 
den  Fall  der  Begrenzungscurve  abgeleiteten  Werte  gleich  ist.  Factor 
a kann  als  constant  weggelassen  werden,  da  er  auf  die  Verschieden- 
heit der  beiden  Seiten  ohne  Einfluss  ist.  Ebenso  kann,  da  a*— ii* 
immer  positiv  bleibt  und  der  Radicand  desgleichen,  das  Wurzel- 
zeichen fortbleiben.  Dann  variiren  wir  als  Es  entsteht 

b^  b^ 

Xj*  ' a*  — z 

schaffe  die  Nenner  fort: 


Länge  L 


VI 


a^(a*  — Xi  *)(a;i*±2)  (a^  — -\-b'^x^^{x^^  :^z)  (o*  — xi^  +«)<! 

(a^  — a?!^)  (a^ — x^  2 ip  z)-\-b'^Xi^  — x^)  4: 

es  bleibt: 


:^a^z{a^  — <C  i 

dividire  durch  ä und  setze  es  dann  = 0 

a*  (a®  — «i*)*  =•  (i* x^*) , a (a®  — Xj®)  “ bxj*,  = Xj®  (a  i b) 

Xj  *•  a |/ w.  z.  b.  w. 


Der  Fall 


^ ist  unmöglich , weil  dann  entweder  i > <» 
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und  der  Wert  imaginär  oder  b und  daun  a wäre , was  in 
der  Ellipse  nicht  Vorkommen  kann. 


Beweis  ad  II. 

Hierfür  suchen  wir  den  allgemeinen  Ausdruck  für  alle  durch 
^^2^4  möglichen  Hypotenusen  und  dann  davon  das  Maximum.  Es  ist: 


+ 


ferner 

also 

yj  : 771  -»  71 

demnach 

771  = 

n 

71* 

j£2  „ ^ + 71*  ==  Minimum 

(ti  — a;,)*  * 

Variire  n als  n±^z,  so  muss  sein: 


yi^(n»  + 227t)  , ^ ^ 

(n-a:i±«)^  +22ti> 

yi*("*i2*n)(7i  — a:,)*  + 2äj7i(ti  — ^ («  — i*)* 

n^:^2zny^^{n — 3:4)^ + 2 271(71  — aJ|)*  ^ yj*  + 2z(n  — 


dividire  durch  2ä;7i(7i  — a^j) 
±yi*  (n  — aTj)  ± (ti  — xj^  >>  + 7iyi* 
oder  da  2 » 0 und  die  Ungleichheit  wegfällt: 

+ — *=  = 2;,yj2  71  — a:,  = 


Nun  ergibt  sich  aus  Fig.  4.: 

tga 


yi 


n — 


(für  alle  möglichen  H)  demnach  für  das  kürzeste  H 


tgß  “ 


welches  wir  oben  als  Tangente  des  Winkels  einer  Tangente  an  die 
gefundene  Begrenzungscurve  ermittelt  hatten.  Folglich  ist  eine  solche 
die  kürzeste  Hypotenuse  durch  ihren  Berührungspunkt.  Dass  diese 
Eigenschaft  für  die  Praxis  häufig  von  Bedeutung  sein  kann,  ist  ohne 
Weiteres  einleuchtend. 


1 1 
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§ G. 

Wenn  wir  in  der  Begrenzungscnrve  x y setzen,  so  erhalten  wir 


S 

“ 2V2 


Da  der  betr.  Punkt  auf  einer  Linie  liegen  muss,  die  unter  5®  gegen 
die  Achsen  geneigt  vom  Anfangspunkt  ausgeht,  so  ist  der  Abstand 
vom  Anfangspunkt 


Und  da  die  Gleichung  eine  sog.  symmetrische  ist,  d.  h.  x und  y 
treten  in  genau  derselben  Function  auf,  so  muss  auch  die  Curve 
eine  solche  sein,  die  durch  die  benannte  45®  Linie  in  2 symmetri- 
sche Hälften  geteilt  wird.  Jeder  Punkt  hat  daher  auf  der  andern 
Seite  dieser  Symmetrie-Achse  einen  ihm  homogenen  Punkt,  mit  den- 
selben, nur  vertauschten  Coordinateu.  Die  Curve  lässt  sich  auch 
auf  die  Symmetrie-Achse  beziehen  und  lautet  dann  die  Gleichung: 


— + V {x  + 2/)*  = V2  S* 

Aus  beiden  Gleichungsformen  geht  hervor,  dass  die  Vorzeichen  von 
X [und  y ganz  ohne  Einfluss  sind  (ist  eine  Coordinate  positiv,  die 
andre  negativ,  so  verwandelt  sich  nur  x-\-y  in  x—y  und  umgekehrt.) 
Mithin  geht  die  Curve  durch  alle  4 Quadranten. 


Die  Gleichung  der  Normale  ist: 


y—y\ 

Setzen  wir  2^  = 0,  so  ist 


also 


Subuormale 


Subtangente  = n — x^  "Vx-^y-^^ 

demnach 


I 
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Sn  :Stg 


• V =»  Ä ; a 


Der  Radiusvector  {Rv)  ist 
durch  a uud  h aus,  so  ist 


Drücken  wir  x und  y 


Rv^  = 


o*' 


+ 


+ 


a -|-i  ' a.-j-  b a-\-b 


= a*  -j“  — ab 


Ist  rc  = y,  so  ist  a b^  die  Ellipse  ein  Kreis,  dessen  Radius  =»  jS/2, 
Dass  dies  der  kürzeste  Rv  ist,  kann  man  leicht  zeigen,  indem  man 


setzt.  Dann  ist 


S , , 'S  _ 

a = ~ + r und  i 2 


6'^ 


5! 

4 


jfi^i  = ±Sz-^-z^+~±Sz+z^—~  +2*  = 7-  + *^«* 

daher  Rv  >>  S/2. 


Da  die  Entfernung  des  Ellipsenbrennpunktes  vom  Anfangspunkt 


= y — b^  — y/~ Vr^  — Vy^ 


80  ist  ein  B'all  möglich,  wo  e und  der  Rv  gleich  sind.  Alsdann  ist 


a* — b^  *=  a^-\-b^  — ab^  2b^  = ab^  a 2b 


2S 

3 


6 ^ nnd 


X 


Die  Bedeutung  dieses  Falles  wird  weiter  unten  zur  Sprache  kommen. 

Man  kann  die  Begrenzungscurve  in  der  Weise  entstanden  denken, 
dass  der  Mittelpunkt  von  S mit  dem  Radius  S(2  im  Anfangspunkt 
befestigt  uud  darum  gedreht  wird,  während  die  Endpunkte  auf  den 
Achsen  vom  betr.  nach  dem  Anfangspunkte  gleiten.  Bestreut  man 
nun  die  Fläche  während  S noch  an  einer  Achse  anliegt,  mit  einem 

n* 
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feinen  Pulver  oder  Sande,  so  schiebt  S auf  seinem  Wege  diesen  genau 
so  weit  zurück,  dass  die  Coutur  des  Sandes  in  der  Begrenzscarve 
liegen  bleibt.  In  der  Praxis  beschreibt  z.  B.  der  eine  Arm  des 
Watt’schen  Parallelogramms  einen  Teil  dieser  Curve. 


§ 7. 

Wir  fanden  in  § 5.,  dass  auch  die  Senkrechte  vom  Anfangspunkt  j 
auf  die  Hypotenuse  S diese  in  2 Abschnitte  a und  b,  die  Achsen  der 
Ellipse  mit  dem  entsprechenden  Berührungspunkt,  zerlegt  Zu  sehr 
interessanten  Beziehungen  gelangt  man  nun,  wenn  man  alle  diese 
Treffpunkte  von  S in  seinen  verschiedenen  Lagen  mit  den  bezl.  Senk- 
rechten zu  einer  continuirlichen  Curve  verbindet  und  deren  Gleichung 
aufsucht.  Da  das  Stück  h am  oberen  Ende  gleich  demselben  unter- 
halb des  Berührungspunktes,  so  ist 

n — x^  — X und  m — Y 

Mithin  sind  die  Coordinaten  des  neuen  Punktes 

X « — o:,  «=  Vor,  ']/ =']/ 

y = (ys»  - yyy;  -- yyyy. 

Daraus  ergibt  sich  sofort 

X . y ^ . y^^  = y^ 

das  Rechteck  aus  den  Coordinaten  des  Punktes  der  neuen  Curve  ist 
also  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Coordinaten  des  Berührungspunktes 
der  Begrenzungscurve  auf  derselben  Hypotenuse  S.  Ferner  ergeben 
obige  Werte: 

x^  = ] _ _ _ 

y^  = 1 

letztere  Klammer  ist  = V/S* 

="  a;*  y*  oder 

+ y*  = '}/  Sxy 
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Gleichung  der  gesuchten  Curve.  Mit  Worten:  Der  Kubus  aus  dem 
Radiusvector  ist  gleich  dem  Parallelepiped  aus  der  Linie  S mit  den 
Coordinaten  des  betr.  Punktes. 

Die  hier  gefundene  Curve,  welche  ich  nach  ihrer  charakteristi- 
schen Form  einfach  Blattcurve  (eigentlich  ist  sie  eine  Schleife) 
nennen  will,  ist  an  sich  keine  neue.  Wol  aber  scheint  ihre  Bedeu- 
tung. Ursprung,  Zusammenhang  mit  Ellipse  und  Begrenzungscurvc» 
sowie  ihre  näheren  Eigenschaften  anher  unbekannt  zu  sein.  Man 
findet  sie  bereits  angeführt  in  anderer  Form  in  Lübsen’s  Lehrbuch 
der  analytischen  Geometrie  (S.  138)  der  sie  seinerseits  einem  Werke 
von  Gramer  entlehnt  hat,  der  sie  wiederum  aus  Guido  Grandi  (Flo- 
renz 1728)  übernommen.  Wie  lange  ist  demnach  die  Curve  schon 
bekannt,  ohne  dass  man  ihren  Zusammenhang  mit  der  Ellipse  kannte ! 
Denn  wäre  das  der  Fall,  so  fände  sich  in  genanntem  Buche  doch 
wenigstens  eine  Andeutung  davon.  Allein  schon  die  Art,  wie  die 
Blattcurve  bei  Lübsen  mit  Hülfe  ihrer  Polargleichung  discontinuirlich 
construirt  wird,  — die  in  gar  keinem  Zusammenhang  mit  obiger 
Herleitung  steht  — beweist  klar,  dass  er  von  der  eigentlichen  Be- 
deutung der  Curve  keine  Ahnung  hatte.  Ich  fand  die  Curve  auf  dem 
bezeichneten  Wege,  ehe  ich  Ltibseu’s  Buch  in  die  Hände  bekam,  der 
sie  übrigens  blos  verwertet,  um  zu  zeigen,  welchen  Nutzen  oft  die 
Verwandlung  einer  Coordinatengleichung  in  eine  Polargleichung  für 
die  geometrisch-anschaulische  Construction  einer  Curve  haben  könne. 
Bei  ihm  erfährt  man  daher  über  die  weiteren  Eigenschaften  der 
Curve  nichts.  Offenbar  ist  doch  meine  discontinuirliche  Construction 
durch  Senkrechte  vom  Scheitel  auf  die  Hypotenusen  S viel  einfacher, 
als  die  seinige  mittelst  des  Sinus  des  doppelten  Winkels. 


§ «. 

Um  Irrtümer  zu  vermeiden,  sollen  von  jetzt  ab  die  Coordinaten 
der  Blattcurve  immer  mit  x,  y,  diejenigen  der  Begrenzungscurve  mit 
xy  bezeichnet  werden.  Aus  der  Figur,  wie  aus  obigen  Werten  er- 
gibt sich: 


x\^  ^/x^y^  = y l/x*y  = yi  .y 

Demnach  ist  die  Abscisse  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ihrer 
Ordinate  und  der  Ordinate  des  zugehörigen  Punktes  der  Begren- 
zuugscurve.  Für  die  Ordinate  gilt  das  Entsprechende.  Ferner  gelten 
noch  folgende  Beziehungen: 
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m — y i/i  x : x ==  b : x = y : y 

Aus  der  Gleichung  der  Begreuzungscurve  folgt 

(V®*  + Vy^)^  *=  = x^  iß  X l/a;^y‘^0/a:*+  'V V^) 

also 

Rv^  — 3 • Daxy  = xy  und  "V ^x^y^  •=»  ar*  -(-y* 

und  letzteres  das  Quadrat  des  Radius vectors  der  Blattcurve  (der  mit 
Rvb  bezeichnet  sei),  so  haben  wirzwischen  den  Radiusvectoren  2er 
zusammengehöriger  Punkte  beider  Curven  die  Beziehung: 

I 

J?t,2  = — ?>Roh^ 


Setzen  wir  in  der  Blattcurvengleicbung  x = y^  so  ist 

und  der  Abstand  des  betr.  Punktes  vom  Anfangspunkt  ist  = S/2. 

Da  dieser  Punkt  auf  der  Symmetrie-Achse  liegt,  so  folgt,  dass 
beide  Curvea  diesen  Punkt  gemein  haben , sich  darin  tangiren,  der 
in  diesem  Falle  allen  4 Linien,  nämlich  auch  dem  Kreise  mildem 
Radius  <S/2  und  der  Hypotenuse  S angehört. 

Es  ist  natürlich  leicht,  zu  einem  gegebenen  Punkt  der  Blattcurve 
den  entsprechenden  der  Begrenzungscurve  zu  finden  bzhw.  zu  con- 
struiren.  Ebenso  haben  wir  gesehen,  dass  bei  gegebenem  w und  n 
oder  gegebener  Ellipse  aus  a und  b sogleich  der  zugehörige  Punkt 
der  Begrenzungscurve  gefunden  werden  kann.  Anders  aber  steht  es 
mit  der  Aufgabe,  aus  den  gegebenen  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Begrenzungscurve  den  entsprechenden  der  Blattcurve  und  das  zuge- 
hörige S zu  ermitteln.  Denn  alle  hier  in  Betracht  kommenden 
Grössen  sind  dritte  Wurzeln  einer  Function  von  x und  y bzhw.  S, 
die  sich  mit  den  bisherigen  Mitteln  der  Planimetrie  nicht  construircu 
lassen.  Weder  m noch  w,  noch  die  Subnormale,  noch  auch  o oder 
b oder  die  Senkrechte  vom  Scheitel  auf  S kann  ich  aus  ihren  ge- 
fundenen Formeln  geometrisch . darstellen.  Oer  Weg  zur  Lösung 
liegt  in  der  Weiterverfolgung  des  Umstandes,  dass  die  Radiivectoreu 
an  zusammengehörige  Punkte  beider  Curven  auf  S gleiche  Abschnitte  , 
fi  und  ow  erzeugen.  In  Folge  dessen  sind  die  Dreiecke  fri  und 
ovw  congruent  und  fr  = ov.  Verbinde  ich  den  gegebenen  Punkt 
mit  dem  Anfangspunkt,  so  zeigt  die  Figur,  dass  der  gesuchte  Punkt 
der  Blattcurve  auf  der  Peripherie  eines  über  qo  errichteten  Halbkreises 
liegen  muss.  Des  Weiteren  wird  dessen  Lage  dadurch  bestimmt, 
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dass  die  Senkrechte  von  diesem  Punkte  auf  die  y-Achse  und  die  Ver- 
bindungslinie desselben  mit  o,  verlängert,  auf  der  y-Achse  ein  Stück 
— abschneiden  müssen.  Hierauf  gründet  sich  die  geometrisch- 
constructive  Auffindung  des  zu  o gehörenden  Blattcurvenpunktes. 
Man  schlägt  über  qo  einen  Halbkreis,  nimmt  dann  yi  auf  die  Ordi- 
naten-Achse  und  errichtet  im  unteren  Endpunkte  von  yg  ‘eine  Senk- 
rechte parallel  zur  XAchse.  Mittelst  Anlegen  eines  gewöhnl.  hölzer- 
nen Winkels  an  die  X-Achse,  auf  dessen  verticalen  Schenkel  man  yj 
abträgt,  und  dessen  horizontaler  Schenkel  genügende  Länge  über  o 
hinaus  hat,  lässt  sich  dies  leicht  ausführen.  Mau  befestigt  ferner  in 
o ein  um  diesen  Punkt  drehbares  Lineal,  dessen  nach  unten  ge- 
richtete Kante  durch  o läuft  und  am  oberen  Endpunkt  von  yg  auf 
der  Y-Achse  anliegt  Verschiebt  man  nun  das  hölzerne  Dreieck  der 
Y-Achse  entlang  aufwärts,  so  wird  der  horizontale  Schenkel  parallel 
zur  X-Achse  sich  bewegen,  und  gleichzeitig  wird  das  Lineal  um  o 
drehend,  eine  ständige  geradlinige  Verbindung  zwischen  o und  dem 
oberen  Endpunkte  von  yg  bilden.  Bald  kommt  dann  der  Moment, 
wo  der  horizontale  Schenkel  des  Dreiecks  und  die  um  o drehende 
Gerade  einen  Schnittpunkt  mit  einander  bilden,  dieser  rückt  bei  wei- 
terer Fortbewegung  des  Winkels  in  einer  sogleich  zu  bestimmenden 
Curve  weiter  fort,  passirt  o selbst  und  trifft  endlich  mit  der  Peri- 
pherie des  Halbkreises  zusammen,  wo  dann  der  gesuchte  Punkt  ge- 
funden ist.  Denn  bei  jeder  Lage  dieses  Schnittpunktes  muss  das  an 
der  Y-Achse  entsteheude  Dreieck  die  Vertical-Kathete  yg  haben  und 
dem  an  der  X-Achse  anliegenden  Dreieck  congruent  sein. 

So  zeigt  die  Figur  einen  solchen  Zwischenpuukt  p;  offenbar  ist 
^duspc^Jovh.  Der  Unterschied  zwischen  p und  dem  gesuchten 

Punkte  besteht  nur  darin,  dass  in  ^ die  Verbindungslinie  mit  q auf 
der  Hypotenuse  senkrecht  steht,  (weil  i auf  dem  Halbkreise  liegt) 
bei  allen  anderen  Schnittpunkten,  wie  p^  jedoch  nicht.  Es  ist  nun 
zunächst  von  Interesse,  die  Natur  der  hier  von  den  erwähnten  Schnitt- 
punkten gebildeten  Curve  dopi  kennen  zu  lernen.  Nehmen  wir 
also  p als  beliebigen  Punkt  derselben  an. 

Es  ist 

sp  = vh  = X 

ferner 

vh  \y\  = vÄ  -f-  a-g  : yj  -f  y oder  a?  : a;  + arg  =«  yg  : yg  -j-  y 

a;  + arg  : a;  =»  y y,  : y, 
a-g  : a:  «=  y ; yg 


ergibt 
und  somit 


X . y 


• V\ 


108  Meyer:  Untersuchungen  und  Lehrsätze  über  Begrenzungscurven. 


mit  Worten:  „Das  Product  aus  den  Coordinaten  jedes  Punktes  dieser 
„Curve  ist  constant  = Demnach  ist  die  Curve  eine  Hyper- 

bel und  die  Achsen  sind  deren  rechtwinklige  Asymtoten.  Mitbio 
haben  wir  durch  obiges  Verfahren  gefunden: 

1)  Eine  continuirliche  Construction  einer  Hyperbel  mit  recht- 
winkligen Asymptoten. 

2)  Eine  Methode,  die  kürzeste  Linie  zwischen  den  Achsen  durch 
einen  Punkt  yi  zu  legen. 

3)  Den  Lehrsatz,  dass  in  einer  Hyperbel  mit  rechtwinkligen 
Asymptoten  jede  durch  dieselbe  gehende  beliebige  Linie  von  der 
Hyperbel  so  geschnitten  wird,  dass  die  ausserhalb  derselben  fallenden 
Stücke  gleich  sind. 

4)  Eine  Methode,  auf  constructivem  Wege  jedes  Prisma  in  einen 
Kubus  gleichen  Inhalts  zu  verwandeln,  bzhw.  dessen  Seite  zu  er- 
halten. 

Das  letztere  Resultat  ist  offenbar  das  Wichtigste,  bedarf  aber 
noch  einer  Erläuterung.  Da  mau  jedes  Rechteck  in  ein  Quadrat 
verwandeln  kann,  und  sonach  auch  für  jedes  Prisma  eines  mit  glei- 
chem Inhalt  und  quadratischer  Grundfläche  sich  hersteilen  lässt,  so 
handelt  es  sich  zuletzt  um  die  Möglichkeit,  eine  Linie  zu  finden,  die 
der  Formel  genügt: 

cfib 

Da  wir  nun  für  die  Coordinaten  der  Blattcurve  haben: 

X — Vxy*  und  y ==»  xhj 

SO  braucht  man  die  beiden  Seiten  des  quadratischen  Prisma’s  nur 
als  Coordinaten  eines  Punktes  der  Begrenzungscurve  aufzutragen  und 
erhält  dann  nach  dem  obigen  Verfahren  sogleich  das  gesuchte  x als 
Abscisse  oder  Ordinate  des  gefundenen  Blattcurvenpunktes,  jenachdem 
man  die  Seite  des  Quadrats  als  Ordinate  oder  Abscisse  aufgetra- 
gen hat. 

Wir  werden  später  sehen,  dass  die  Gleichung  der  Blattcurve  in 
verschiedenen  Fällen  treffliche  Dienste  leistet ; ebenso  aber  auch  das 
zuletzt  demonstrirte  Verfahren. 

§ 9. 

Interessant  ist  es,  bei  dieser  Gelegenheit  den  Inhalt  des  Drei- 
ecks zu  untersuchen,  welches  von  den  Radienvectoren  zweier  zusam- 
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mengehöriger  Punkte  beider  Curveu  eingescblossen  wird.  Man  sieht 
sogleich,  dass  dieser  Inhalt  mit  null  anhebt,  wenn  S auf  der  Achse 
liegt,  allmählich  grösser,  dann  wieder  kleiner  und  bei  der  Symmetrie- 
Lage  von  5,  wo  beide  Radiivectoreu  wieder  znsammenfallen,  abermals 
null  wird.  Es  muss  also  ein  Maximum  dieses  Inhalts  geben.  Die 
auf  der  Hypotenuse  S liegende  Kathete  des  Dreiecks  ist 

==»  a — Ä = ^ — Vy*“*) 

die  andre  ist  = VSary,  somit  Inhalt 

~\/ S^xy  {"V 


Da  hier  constaut  ist,  so  bleibt  dieser  Factor  auf  das  Resutiat  der 

Proportion  ohne  Einfluss  und  kann  deshalb  Wegfällen  bis  muss  dem- 
nach von  Vary  (V«^ — Vy*)  das  Maximum  gesucht  werden.  Variiren 
wir  als  Va:  so  haben  wir: 

Vx>  4:  2z  V a + vp  T-2z^x  = Vis^ 

und  somit  tritt  für  Vy‘^  ein:  + -iz  Va;.  Dann  lautet  die  Pro- 

portion : 

Vary  (Va;^  - Vy^)  > (Va;  + 2)  ^ Vy^  + ‘^2  V«;  iVx^  — Vy^i  4«  Vx) 
quadrire  jetzt 

> {V^±2zV'x)iV^T  22  Va;; 

. ± ^2  Vx  (Va;*  - V/)] 

+ 2sVa;y^  (Va;*  — Vy*)*  T i^2i(Va;* — Vy*)* 

If-'  8«x  Vy^  (Va;**=  Vy*) 

dividire  durch  2z  J-^x^  — V?)  V ^ 

und  erhalte 

0 ^ + Vy*(Va;* — Vy*)  + Va;*(Va;^ — Vy*  i 4 Vy*ar^ 

setze  2 <=  0,  dann  ist: 

(Va;*  — Vy*)^  ^ Va;*y*  oder  Va;* — Vy*=  2 Va;y 
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ys'‘^ 

nach  dem  unteren  Resultate  =» 

— 4 “f“  = 4 

V«*  4“  2 -f- ==  ö 

iVx^  -{-VyJ=  8 =-  Vs* 

somit 

8 Vx^y^  -=  Vx^^  = 

?••<:*+ Vy'  = Vs*  I c\/x-\-VyY  = (^1+ 


yx+yj  = ys^YA-ti 

da 

--  - _ vs* 

so  ist 

y^ 

^ y y _ 

y§  ysl/l'lö 

f V2 


l^x  — Vy  = 


yi  = ^[|/  + y/'v2  (y2+i). 


y~s  /y2+i  +i'\„  _y2(y2+ij 

2y  v2  \ y^i  z 2 v2  y^i 


-,-iA7 


= ys|/' 


y2+j_ 

3V2 


t7-  - [|A^  - ^ -]  = 

^ 2 Vi  yA i/2(y2+l)J  2V2  Ly  ^2+1  -I 

„ V^'  _ i/yT-T 

yä»  yA y 2+i  ' 2^^2 
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Der  Ro  an  den  zugehörigen  Punkt  der  Blattcurve  ist  unschwer  fest- 
zustellen 


da 

so  ist 


war 


^2 


xy  = iTj  y-f  und  •\-y^^ — ~^Sxy 


Ro  = 


S 

2v/2 


Das  Mittelstück  auf  der  Hypotenuse  ist 


nach  Obigem 


Daraus  folgt : 


=>  a-b=z 


^ \ 2V/2  ) 


_S 

V2 


Das  Maximum  für  den  Inhalt  des  Dreiecks  zwischen  zwei 

zusammengehörigen  Radiivectoren  beider  Curveu  ist  = — also 

ö 

dem  Quadrat  der  Blattcurve  Ka.  Der  Rv  der  Begrciizungscurve  ist 
in  diesem  Falle  aS  Vj. 

Da  die  eine  Kathete  doppelt  so  gross  wie  die  andere,  so  hat 
der  anliegende  Winkel  an  der  Hypotenuse  die  tg  = J.  Die  Neigung 
der  Hypotenuse  S gegen  die  X-Achse  ist 


= lA  - = V2 

^ ® ^ y2+i 


Nimmt  mau  diesen  Winkel  doppelt,  so  ist 


,g2„  = = 2V2-2  ^ ‘2J^-2  _ 

1 — tg»a  1 _ 2-1-2  V2-1  21/2^ 

d.  h.  also  2a  = 45^^  und  die  Neigung  von  S beträgt  i von  einem 
Rechten. 

Die  Construction  des  Falles  ist  hiernach  äusserst  leicht. 

Die  Gleichung  der  Blattcurve  gibt,  nach  der  Cardani'schen  For- 
mel aufgelöst  für  Va;*  den  Ausdruck: 
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Nun  werden  wir  aber  sogleich  zeigen,  dass  2/*  höchstens  =-  , niemals 

aber  grösser  als  ^ sein  kann,  mithin  ergäbe  die  Formel  nur  für 

diesen  Fall  einen  obendrein  noch  negativen  reellen  Wert,  in  allen 
übrigen  einen  imaginären.  Selbst  für  ersteren  Fall  wird  der  Wert 

für  X imaginär,  weil  daun  negativ  sein  müsste,  also 

Vx  = i 

Es  würde  uns  sonach  schwer  werden,  ohne  Zuhülfenahme  der  höheren 
Mathematik  über  die  weiteren  Eigenschaften  der  Curve  es  zu  er- 
mitteln, wenn  nicht  ihre  Beziehung  zu  den  Coordiuateu  der  Begreu- 
zungscurve  hierzu  ein  Mittel  an  die  Hand  gäbe,  dadurch  aber  sind 
wir  in  der  Lage,  „die  Coordinaten  der  Erstereu  durch  die  der  Letz- 
teren zu  ersetzen“,  damit  zu  operiren  und  nach  erlangtem  Resultat 
wieder  in  jene  überzuführeu. 


§ 10. 

Ein  Versuch  lehrt  sogleich,  dass  keine  Möglichkeit  besteht,  die 
Gleichung  der  Tangente  an  die  Blattcurve  auf  dem  gewöhnlichen 
Wege  der  Secantengleichung  zu  tiuden,  daher  wir  hier  in  erster  Linie 
das  oben  erwähnte  Verfahren  anwendeu  müssen.  Hierbei  fällt  sofort 
Eins  auf.  Bei  der  Form  der  Blattcurve  beginnen  nämlich  die  Tan- 
genten, wenn  mau  sie  successiv  um  die  Curve  herumführt , im  An- 
fangspunkt und  auf  der  F- Achse,  vollführen  eine  Wendung  von  ^4 
Kreis  und  endigen  wieder  im  Anfangspunkt  jedoch  auf  der  AT-Achse. 
Dabei  passiren  sie  2 Lagen,  wo  die  Tangente  einmal  mit  der  A-, 
einmal  mit  der  F-Aebse  parallel  läuft  und  die  hierzu  gehörigen 
Punkte  nenne  ich  Culjtimationsp unkte  der  Curve,  deren  Einer 
im  Maximum  für  der  andere  für  x repräsentirt.  Diese  müssen 
für  die  Tangenten-Gleichung  von  Bedeutung  sein,  weil  offenbar  vom 
Anfangs-  bis  zum  F-Cultimationspunkte  der  Winkel,  welchen  die 
Tangente  mit  der  A-Achse  bildet,  eine  positive  Tangenten-Func- 
tion  hat,  diese  im  F- Culminationspunkte  null  wird,  daun  in  eine 
negative  übergeht  und  im  A-Culminationspunkt  +00  wird;  sie 
schlägt  darauf  wieder  in  positiv  um  und  endigt  im  Anfangspunkt 
mit  O.  Dies  wird  die  Tangenten-Gleichung  ausweisen  müssen  und 
es  könnte  daher  überflüssig  scheinen,  die  Culminationspunkte  vorher 
aufzusnehen.  Demnach  wollen  wir,  da  die  Operation  sehr  einfach 
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ist,  dies  vorher  tun,  weil  wir  daun  bei  Auftreten  des  betr.  Ausdrucks 
in  der  TangeDten-GleichuDg  dessen  Bedeutung  sofort  erkennen. 

Es  war  

Vi  ~ 

und  da  _ __ 

80  ist  

= 'y/  — y 

Hiervon  ist  aber  das  Maximum  zu  suchen 


32  3 iy'^  = oder 

Va;*  = 2 Vy* 

multiplicirt  mit 


«=  2 oder  y^  = 2«* 

Für  den  y*Culminatienspunkt  ist  also  y die  mittlere  Proportionale 
zwischen  x und  2x.  Da  wir  aber  auch  in  § 8.  gefunden  hatten 

yi^  ==  , X 


so  ist  offenbar 


a?|  «=  2x 


und  weil 


so  ist 

und  es  ergibt  sich 


w «=*  a?!  -j-  a? 
n =*  3a; 


X 


n 

3 


Ist  aber  die  Kathete  durch  die  Ordinate  in  Vs  geteilt,  so  muss 
es  auch  die  Hypotenuse  durch  den  Combiantionspunkt  sein;  m. 
r.  W. : „der  Culminationspunkt  gehört  zu  einem  Punkte  der  Begren- 

25  S 

zungscurve,  dessen  zugehörige  Ellipse  die  Achsen  hat  und  ^ 

Da  beide  Punkte  symmetrisch  zur  45^  Linie  liegen  müssen,  so  liegt 
für  den  ^L-Culmiationspunkt  das  Verhältniss  umgekehrt: 

2y*  =•  a;*. 

Bestimmen  wir  die  Coordinaten  genauer.  Es  war  füj:  P- Maximum 
3x,»=  yi*  . 2»‘,  27*«  = S*  . 2x‘,  *»  = — ^-^, 
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Radiusvector  = ViJyj*  = 


SjJ 


^V2 

3 ^ 


Da  nun  der  betr.  Punkt  der  Begrenzungscurve  ebenfalls  im  Ab- 
stande iS/3  vom  Endpunkte  der  Hypotenuse  liegt,  so  muss  das  Stück 
zwischen  beiden  Punkten  wiederum  /S/3  sein  und  verhält  sich  mithin 
zum  Bo  der  Blattcurve  wie  1 : V2  oder  wie  die  Seite  eines  Qua- 
drats zur  Diagonale. 

Der  Bo  der  Begrenzungscurve  ist  hiernach 


S*  . 2 

9 


V3 


Es  war  für  diesen  Fall 


also  auch 


y 


m 


s 

V27 


3 


-=  2 Vy» 

B=S 

27  yä 

- S* 

1 

X' 

27 

27 

S 

V3 

= Bo  n = 

: VS*a: 

i/.-  - y 


Also  m:  w = 1 ; y2  und  Inhalt  des  Dreiecks 

S*  V2  S* 

~ 3 . 2 “ 3 V2 


Hier  ist  auch  derselbe  Fall,  wo  die  Entfernung  des  Ellipsen* 
brennpunktes.vom  Anfangspunkt  gleich  ist  dem  Bv  an  den  Berührungs- 
punkt der  Begrenzungscurve.  Denn 


« — 2ä,  also  = a*  — = 4b^  — 


e = 


S 

V3 


3S2  _ S* 
9 “ 3 


und 


In  diesem  Falle  bilden  beide  Radiivectoren  von  den  Brennpunkten  an 
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den  Berührungspunkt  0 einen  rechten  Winkel  miteinander.  Die 
unter  45®  gegen  beide  Achsen  laufende  Verbindungslinie  der  Culmi- 
nationspunkte  ist 

S ^Sl/  2 1 


§ 11. 

Gehen  wir  nun  an  die  Aufsuchung  der  Tangentengleichung.  Der 
Weg  hierzu  ist  folgender:  Man  zieht  einen  Radiusvector  und  stellt 
dessen  Gleichung  auf.  Dann  stellt  man  die  Gleichung  einer  znm  Ho 
parallelen  Secante  auf,  dass  dann  eine  zu  beiden  senkrechte  Linie 
und  ermittelt  dadurch  den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Abstand 
zwischen  Ho  und  Secante.  Dieser  Abstand  wird  ein  Maximum,  wenn 
die  Secante  zur  Tangente  wird.  Bei  Aufsuchung  dieses  Maximi  zeigt 
es  sich,  dass  es  damit  gleichbedeutend  ist,  wenn  man  für  den  Ab- 
schnitt Pf  welchen  die  Secante  auf  der  ^Y-Achse  rechts  vom  Anfangs- 
punkte erzeugt,  das  Maximum  aufsucht,  weil  zwischen  A und  p ein 
festes  Verhältniss  besteht,  denn  A ist  = p . cosa.  In  der  Figur 
ist 

V(iTi—p)^-hyt^):^t  =^p:A 

ferner 

— P - Vi  = « : y 

Mithin  ist  die  Ermittlung  von  A erst  durch  p möglich  und  es  ist 
daher  nur  von  diesem  das  Maximum  aufzusuchen.  Es  ist 

p — ^ Maximum. 

y 

Der  Nenner  y kann,  da  der  Ho  gegebene  constante  Coordinaten  hat, 
für  die  Ermittelung  wegfallen,  und  wir  verwandeln  nunmehr  die  Blatt- 
curvencoordinaten  in  solche  der  Begrenzungscure,  da  sonst  nicht  y 
in  X übergeführt  werden  kann.  Es  ist 

Hier  kann  Factor  Vxy  als  constante  Grösso  wiederum  herausgezogen 
werden.  Es  bleibt: 

, xiyi^ — "^y  * xfyi  — Maximum- 

Variiren  wir  jetzt  Varj  als  Vac,  iz,  dann  ist 
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Vic,®  V 2t  Vx,  + Vx,‘  = Vs* 

^ 2t  ViCl 

Wir  haben  also: 

Vxx,  yi*  — Vyx,  y,  oder  Viiy,*  — |/|  y®i*y,  > 

- 1/^  (Vv  + 2t)  + 2t  yi; 

y^i^—  |/^  y*^  > y^r^*  ± t y^^"  + 2t  y^ 

— yl  (y*y  + 27 y^j) y' yFf^lTy^ 

bringe  die  negativen  Glieder  auf  die  andere  Seite: 

T 2zVxi  > 

+ Ä(yyi*  - 2 Vflj*) 

quadrire  jetzt 

(VV±4za;J  2«  l/rci) 

> |/^  ViCi^5/i^±2»  |/|  — 2ya;j&) 

aufgelölst 

Va^i*yi*±  \/^2zXiVxi^ 

dividire  2ä  2 = 0 
die  beiden  Seiten  werden  gleich 

|/^yi(2yyi*  — y*i*)  = y®y.vi  (yyy— 2ya:,*) 

y ^ yv(2  yj^-  yyy;  = Vyx  (y^-  2 yv) 

multiplicire  mit 
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X|*  — 2 


führe  jetzt  die  Coordinaten  der  Blattcurve  wieder  ein.  Es  ist 


; • yi  (2*1*  — yi*)  = «-i  (®i*  - 2y,*) 

%/ 

y _ y 1 (2a?|^  — yi^) 

X a-,  a:i*  — - 

y 

da  nun  die  Winkeltangente  des  7?o  ~ und  die  der  Secante,  weil 

sie  ihm  parallel  ist , auch  = ^ sein  muss,  so  ist  letzterer  Ausdruck 

gleich  der  Winkeltangente  der  Tangente  ira  Punkte  x^y^  und  die 
Tangentengleicbung  lautet: 


_ _ y_i  2^1*  — yi* 


y— yi  = 


x-t  Xi 


Wir  finden  also  unsere  Erwartung  vollkommen  bestätigt’,  dass 
die  charakteristischen  Merkmale  der  Culminationspunkte  in  der  Tau- 
gentengleichung wiederkehren.  Der  Zähler  2a-,*— yj*  ist  für  den  y- 
Culminationspnnkt  bestimmt,  denn  setzen  wir 

2a-,*  «=  y,* 

(wie  in  § 10.  ermittelt),  so  wird  die  Winkeltangente  — 0,  d.  h.  die 
Tangente  ist  der  X Achse  parallel.  Der  Neuner  hingegen  bestimmt 
den  X Culminationspunkt,  denn  sobald 

2yi*  “ V 

ist,  wird  die  Winkeltangente  -=  oo , d.  h.  die  Tangente  steht  auf  der 
.7  Achse  senkrecht. 

Setzt  man  in  obigem  Ausdruck  a?,  «=  y„  so  ist  dies  offenbar  der 
Fall  der  Tangente  im  Symmetriepunkt,  und  es  ist 


d.  h die  Tangente  steht  unter  45^  von  links  oben  nach  rechts  unten 
gegen  beide  Achsen  geneigt 

Arch.  d.  Math.  u.  Phjs.  2.  Reihe,  T.  XTI.  12 
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Bemerkenswert  ist,  dass,  obwol  die  Blattcurve  mit  den  Achsen 
nur  den  Anfangspunkt  gemein  hat,  dennoch  die  Gleichung  zwei  Werte 
ergiebt,  jenachdem  man  oder  yj  =>  0 setzt.  Ist 

yi  0 

so  hat  man  Tangente  = 0.  Ist 

a?i  = 0 

so  ist  die  Tangente  = oo.  Daraus  folgt,  dass  es  im  Anfangspunkt  2 
Tangenten  giebt  und  zwar  sind  dies  die  Achsen  selbst. 

Sowol  in  der  Tangentengleichung  der  Begrenzungs-  wie  der  Blatt- 
curve kommt  der  Parameter  S nicht  mehr  vor.  Dies  beweist , dass 
alle  derartigen  Curven  untereinander  proportional  sind  und  daher 
keinen  Punkt  gemein  haben  können,  nur  die  Blattcurven  haben  den 
Anfangspunkt  gemein. 

Wir  sind  allerdings  bei  unserem  Aufsuchen  der  Tangeutenglei- 
chung  von  einer  rechts  vom  Eo  liegenden  Secante  ausgegangen. 
Da  aber  die  resultireude  Gleichung  dennoch  allen  Lagen  der  Tan- 
gente Rechnung  trägt,  so  beweist  schon  dies,  dass  das  Ergebniss 
dasselbe  gewesen  wäre,  wenn  wir  die  Secante  links  vom  Ro  ange- 
nommen hätten.  Wer  es  übrigens  versucht,  wird  meine  Behauptung 
bestätigt  finden. 


§ 12. 

Wenn  wir  auf  Grund  der  gefundenen  Resultate  nunmehr  die 
Winkel  feststellen , welche  in  zwei  zusammengehörigen  Punkten  der 
Blatt-  und  der  Begrenzungscurve  zwischen  den  betr.  Radiivectoren 
und  den  Tangenten  an  die  betr.  in  diesen  Punkten  entstehen,  so 
ergiebt  sich  der  auffallende  Ümstand,  dass  diese  Winkel  immer 
gleich  sind.  Ermitteln  wir  zuerst  diesen  Winkel  für  die  Begren- 
zungscurve. Es  ist 

d *=  « -f- 

also 


tgd 


1—tgatgß 
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tgj  = y ^ V.V  ^ ’)/ xy 

xVx—  yVy  y^"4  _ 1/2^  “ Vi*—  Vy* 

Ebenso  haben  wir  bei  der  Blattcurve 


tg«i 


tg  dl  « tg  («1  — /?,) 

, R -^y 
’ — i a;*— 

y 2a:*  — 2^^ 

a;  X*  — 2^* 


tg«|  — tgft 
i+^«i  tgft 


x2/(x*—  2j/*  — 2x*-|-y*) _ 

x^  — 2x*y*  + 2x^y * — / “ a:*  — 


führen  wir  dies  in  die  Coordinaten  der  Begrenzuugscurve  über,  so  ist 


^ 

V x*y^  — V x^y* 


y^^y 


y a^y 

y X* — ^ y* 


also 


wonach  die  Construction  einer  Tangente  an  die  Blattcurve  sehr  ein 
fach  ist. 


Wenn  wir  nun  2 symmetrisch  liegende  Radienvectoren  anneh- 
men, so  lässt  sich  der  zwischen  beiden  liegende  Winkel  leicht  be- 
stimmen, da  das  x = dem  y des  andern  Curvenpunktes  und  umgekehrt 
Es  ist  somit 


tg£ 


y _ ® 
X y 


• V ^ 
1-| — . “ 
X y 


oder,  auf  den  kleineren  Winkel  bezogen 


g* — y^ 

“ 2xy 

Dies  ist  aber  der  halbe  reciproke  Wert  der  Tangente  des  Winkels 
zwischen  Tangente  und  llv.  Hieraus  resultirt  erstens  der  Satz. 

Das  Product  der  Tangenten  der  Winkel  zwischen  Ro  und 

12* 
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Tangente  an  die  Curve  und  zwischen  beiden  symmetrischen  Radii- 
vectoren  ist  constant  -= 

Zweitens  könnte  man  auf  Grund  dieses  Umstandes  eine  Tangente 
an  einen  gegebenen  Punkt  der  Blattcurve  construiren.  Es  sei  st 
die  Tangente  im  Punkte  i an  die  Cun^e  (Fig.  10).  Dann  finden  wir 
mittelst  des  Zirkels  sogleich  den  zu  ri  gehörigen  Ro.  rk.  Nun 
fällen  wir  von  k eine  Senkrechte  auf  rt^  verlängern  über  l hinaus, 
bis  diese  die  Tangente  schneidet  in  q. 

Dann  muss  nach  Obigem  sein 
ql  Ik 

• —;==•*  oder  li  . sl  = 2ql  . Ik 

d.  h.  also,  wenn  man  ql  nochmals  verlängert  um  sich  selbst,  sodass 
“2^1  dann  liegen  die  4 Punkte  o,  k^  r auf  der  Peripherie 
eines  Kreises,  in  welchem  ei  und  ok  sich  schneidende  Sehnen  sind. 
Da  mir  nun  dieser  Kreis  durch  die  3 Punkte  r,  t,  k gegeben  ist,  so 
hat  man  nur  die  Senkrechte  kl  zu  fällen,  durch  Verlängerung  den 
Punkt  o zu  erhalten,  ol  zu  balbiren  und  hat  dann  in  qi  die  gesuchte 
Tangente. 

Die  im  vorigen  § gefundene  Tangentengleichung  muss,  wie  auf 
der  Hand  liegt,  immer  zusammengehörigen  parallelen  Tangenten 
entsprechen,  mögen  auch  die  Berührungspunkte  wie  natürlich  ver- 
schiedene Coordinaten  haben.  Denn  zu  jedem  Punkte  links  der 
Symmetrie  Achse  gibt  es  notwendig  einen  rechts  derselben , dessen 
Tangente  zur  Tangente  im  Ersteren  parallel  ist.  Es  müsste  also 
sein 

y ^ y^  — 

X X* — 2y*  Xi  x^  — 2^1* 

Eine  weitere  Behandlung  dieser  Gleichung  verlangt  indes  vorherige 
Verwandlung  in  die  Coordinaten  der  Begrenzungscurve  für  xy. 
Dann  ist: 


a-yv  (VZT*~4 V {x,^ — 2y,^)^  V % 


{Vx^y^—2  'VxYf 
Vx^  (2  3 


2/*(Vy  2Va;*)* 


4li7^--l2y^^4-9Vg^ 

S*  - IV S^x^  — 


— ov'®* 
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(4  12V^+9Vä6)5.|i(j.j4_2y|*)s 

= (A’*-7y.^+15  VSvi  — 9 Vi-«)y,*(2*,>-y,*)8 

9?  2i,,*)»+y,  *(  2*. 

-3  y +5y,  H2x,  >*=3,,*)*] 

+V'.^[4*,V,*-2y,*l»+7y,»(24-,»-y,*j»  = ^ViW-Ui^y 
Ich  setze  nun 

2y,*)*  = e und  y,*(2V-j(,*)' = d 
dann  lautet  die  Gleichung; 
9^^^(e+,l)—3^^(4c+5d)+V^‘i4c+7d]  = 

_ sVvvi Ü£±£l'  1 V s*^ 

v;^_  V Ji  3 <if±5rf)*  ( le+7d) 

9(c+d)  _ -3  9*(c+d)«+  ‘ Sm, 


9*(c+d)*  r ~ " 9(c-|-4; 

S*d  6-*(4e+5d)’ 


9(c+d) 

Vi2_ 

9(c+<l) 

(jM-r.d)*  3(4c+7d)(c+d)' 

9V+d>') 


V*ä_VS7^f?> 

9(c-|-d) 


• 3l^  i'4 


9®\</“^d) 


9='(c+d)2 

8M  A’»(4«+5d)»  2S»(4e+5d)3  9S*(4c+7rf)(+d) 

9,c-l-rf)  9»(c+d)ä  9»(c+d)“  ■ >j*(c+d)‘ 


3 

9(c+f2) 

L 9(c+rf)  J 

• 3ys* 


16c*+4<  V<;>+25d*-12c»— 33dc  - 21'2» 


9*(c+d)* 

= c*+7dc+4d*  = 4(c+ci)2-<fc 

^6Xrf)ä  [<i  • 9*  . (c+d)«+2(4e+5rf)’-9*(4c+7rf)(c+rf)»] 
= 9*(c+d)*(4e+7d— d = — 9*(c+d)*(4c+6d) 

= - 93^)-,[9*(<;+d)*(4c+6d)-2(4c+5d)»l 

“ ~ 9S(„^(3ji [9*(c+d)*(2c+3d) — (4«X5d)®] 
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Setze 


s* 


{Ac  hti) 


= p + q 


(4c-|-rf);*— rfc 


28« 

93(c+d)» 


[92(c+d)  2(2c+3.0  - (4c+5rf)  3] 


setze 

pr  — 


4(c’-|^  d)* — de 
l~ö\c+dy^ 

S^[4(c4-rf)*-^/c]* 


..3, 


S^[4(c-f-«^)^'  -dcY 


28* 


i’’  + '-  -=  - 9^;„-,[i»*(«+<^)*(2<^+3<0  -<4.+5rf)M 


. 2SV’f«*(c+'0*(2c+1rf)-(4c+4rf)»J  6’*[4(c+</)>'-<ic}» 

^ 9»(c+(/)»  ~ ’ a«(c+rf)' 

3»[g»(c+d)»(2g+3rf)  -(-Ic+.Srfl»]» 

84[9*(c+d)*(2c+3r/)—  4c+5d32 

' 9«.c+rf)« 


/>3  I >S*[9*(c+d)*(2c+3^0-(4cf5(/)*]^  * 

■ 9»(c+rf)«  j 

“ 9«(c"-i^^^^  l!9*(6+r/)*(2c+3,0-(4c+5.03|^=14(c+r/)^ 


Um  zu  sehen,  ob  der  rechtsseitige  Ausdruck  überhaupt  einen 
positiven  Wert  haben  kann  — wenn  er  das  nicht  könnte,  wäre  das 
Resultat  imaginär  und  also  die  Lösung  auf  diesem  Wege  unmöglich 
— nehmen  wir  der  Kürze  halber  einmal  c = d an,  ein  Fall,  der  ein- 
tritt,  wenn  die  Tangente  unter  45*^  geneigt.  Dann  wird  die  Klammer: 

19*  . 4c*  . 5c-9Vj2-  18e*— c*}3  = (9*  . 20  . c*- 9M)*— 15*  . c« 

hier  kann  ä«  ausfallcn,  da  es  nur  auf  den  anderen  Factor  ankomrat, 

9*  . (20-9)*— 15*  = 36  . 11*— 5*  . 3«  = 3*(3«  . 11*— 5») 

= 3*(243 . 121-125) 


was  positiv  bleibt;  also  bat  die  Gleichung  eine  richtige  Lösung 

.S'«[9»(c+d)*(2«+3rf)  - (4c+5<i)»|  ±S  V[9'‘(c+rf)*(2c-Hrf( 

, -(4i+5d)3]»-[4(c+<i)»-rfc)‘ 

^ 95(c+rf)»' 
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;,-j-r  ==  Vx'^[  - 


V.s^(4c-|-5a) 


Klammer  = gesetzt  = j®  gesetzt 

-[9*(H-<')s(2r+3rf)  -(4c+5)3] 


_ 1/  Vy‘(c+(t;*(2c+3»0— (4c+5rf)»p  - (4(c4-,t)*— ,tc]= 


+[9*(c+rf)»(2c'4-3ri)  -(4c+5d)3 


%0-^d) 


Vx 


3Vc+ 


|9f-|-9rf — 4c — öd  — y V /H — 7*-|-/^ 
5c-f-44'/ 

^ j/ [[(4c+5f0  + |/v'/^  -^6_/-3  ~j/y 


V xy^  z=  X = 


^ *50+4^— |/v/-j_p«  . /3 


■J7^(c+d)>\ 


+ y 4e+5d+  |/ ^ v;«_36^yt 


Wenn  man  bedenkt,  dass  schon  c und  d Grössen  6ten  Grades 
sind,  f und  y also  ebenfalls,  so  leuchtet  die  angegebene  Complicirt- 
heit  des  Ausdrucks  ein,  der  allerdings  ja  gestattet , wenn  x^y^  ge- 
geben sind,  den  Punkt  xy  zu  bestimmen,  dessen  Tangente  mit  der 
in  x^y^  parallel  läuft,  niemals  aber  diese  Bestimmung  auf  Grund 
irgend  einer  Beziehung  zwischen  x^y^  und  xy  zulässt. 

Die  Verbindungslinie  zwischen  den  Berührungspunkten  zweier 
parallelen  Tangenten  ist  ein  Durchmesser  der  Curve',  dessen 
Länge  sich  auf  Grund  der  vorstehenden  Formel  für  jeden  einzelnen 
Fall  berechnen  lässt. 

Die  allgemeine  Formel  für  diese  Länge  ist  ihrer  Cmplicirtheit 
wegen  zu  irgend  welchen  Operationen  ganz  untauglich  und  müssen 
''^ir  uns  daher  darauf  beschränken,  einige  specielle  Fälle  zu  unter- 
suchen. 
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Nachdem  wir  die  Culminationspunkte^  scheu  analysirt,  deren 
Parallel-Tangenteu  die  Achsen  selbst  sind,  ist  wesentlich  der  Fall 
von  Interesse,  wo  die  Tangenten  der  Syrnmetrie-Achso  parallel  laufen, 
also  unter  45^  gegen  beide  Achsen. 


Dann  ist  tgo  = ] also 

y,(2a-,*  - — 2yj*) 

+ yi®  *=  y,(a-j  y,(Xi  + y^) 

dividire  durch  (iCi+yi) 

a^i*+yi*— «“lyi  = ‘-^^jyi 

*i^  + yi*  3^1  yi  “ 

27a-j3y,3  =. 

27a*7y,  = 8* 

5* 

*^1^1  27 

o 28*  . , , , 58* 

2a-,  y,  » i (a:,  +y,)*  = — 

i^i+yi  =>5  |/^Y 

Inhalt  des  zw.  beiden  Ro  eiuschl.  Dreiecks 

=.  -i-iull*  _ e* 

2 2 . 27 

8 

»1  “ 2^27 


Da  beide  Tangenten-Berührungspunkte  offenbar  symmetrisch  liegen, 
so  ist  das  a des  einen  gleich  dem  y des  andern  und  umgekehrt. 
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Rv  «=  V 


2^27 


r V5  + I+2  v'ö-f-5  + 1 — '2VÖ 


8^12  S 
2V27~  ""  3 


Rv 


Der  Ro  im  Berührungspunkt  der  45®  Tangente  ist  also  ein 
Drittel  der  Constanten  S und  verhält  sich  zum  Ro  der  Culmiuations- 
punkte  wie  1 : V2  d.  h.  wie  die  Seite  eines  Quadrats  zur  Diagonalen. 
Ferner  ist  der  Durchmesser 


(*i  - y,)V2  = 


51/2 

2V27 


( V ^ "h  1) 


Dies  war  aber  oben  als  x des  y Culminationspunktes  gefunden 
worden,  mithin  haben  wir  den)  neuen  Satz  entdeckt,  dass  der 
kleinste  Durchmesser  — denn  das  ist  Obiger  offenbar  — gleich 
ist  der  Ordinate  bzhw.  Abscisse  der  Culminationsp unkte. 


Bestimmen  wir  den  zwischen  den  Radiivectoren  an  dieser  Be- 
rührungscurve  den  45®  Tangenten  liegenden  Winkel.  Es  ist 


wo 


tg« 


2 

isry 


s(V5+i)  _ 10 

2Vä7  ’ ^ ~ 2V'2T 


S*(6+2V5)-S2(6— 2v^5)  4V5  _ ys 

2(V5+i)(V'5— l)ä»  ~ 2 . 4 ~ J 


Für  den  Culminationspunkt  ist  der  eingeschl.  Winkel 


tga 


4Ä^  __  25^ 

27  27  1 


ä’*V2-2V2 
^ ^ 27 


Suchen  wir  noch  zu  obigen  2 Punkten  der  45  Grad-Tangenten 
die  entsprechenden  Punkte  der  Begrenzungscurvo.  Wir  hatten 

also 
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y 


,.2 


y 


Ferner 


_S2(V5— _ ■S(6+2V6)(V5+1) 
•‘>'(^5-1)2^27  “ (V5_i)(i/5l)-i)2V27 
^ S(16+8\/5)  _ .v(V5+2) 

8V27  “ V27  ""  ^ 


= X ,x^ 


X 


r 


X-i 


S{VV^^ 

V2f 


Rü 


8 |/g  = gleich  3 mal  so  gross  wie  der  kleinste 


Durchmesser  der  Blattcurve. 


Es  ergeben  sich  nunmehr  lür  den  quäst.  Punkt  der  4ö®  Tan 
geilte  folgende  Eigentümlichkeiten : 

82  82 
X . y X . y ^ X , y ^ 

a = f v-<r::4y öT'  j = = | Vü+Iys 

O “ o 

82 

a.Ä  = y 

m = V 8*y  ^3  ^ V5+2,  ,i  = V r=  ^ 2 

8* 

7/1  . M = “7^ 

worin  eine  sehr  merkwürdige  Beziehung  sich  ausdrückt. 

Das  Dreieck,  was  durch  Verbindung  der  Scheitel  der  Ellipse 
entsteht,  ist  also  1/3  von  dem  durch  m,  n und  8 gebildeten ; das  Drei- 
eck aus  den  Coordinaten  x^  y und  dem  Ro  ist  dann  1/9  des  letzteren. 

; .l  Wenn  man  die  Endpunkte  des  kürzesten  Durchmessers  / A durch 
zu  den  Achsen  parallele  Linien  mit  dem  auf  der  Symmetrie* Achse 
liegenden  Punkte  k verbindet,  so  entsteht  das  rechtwinklige  gleich- 
schenklige Dreieck  Ikh  und  in  diesem  sind  die  Katheten 

_ __  8 
~ V4  ~ V2f 


Da  wir  nun  für  den  Culminationspunkt 
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hatten,  so  ist 


y bzhw.  X 


2.S 

VW 


kh  = k og 


d.  h.  die  Tangente  unter  45®  halbirt  og^  da 


kh 


o t 


'LI 

2 


Ebenso  halbirt  cl  die  Linie  or. 


„Demnach  hat  der  kürzeste  Durchmesser  der  Blattcurve  die 
halbe  Länge  der  Diagonale  des  umschriebenen  Quadrats.^^ 

Nach  allem  Obigen  ist  die  geometrische  Construction  der  Cul- 
minationspuukte , der  45®  Tangenten  und  des  kürzesten  Durch- 
messers für  eine  gegebene  Blattcurve  äusserst  einfach. 


Nimmt  man  den  zwischen  2 symmetrischen  Radiivectoren  ein- 
geschl.  Winkel  zn  61®  an,  so  muss  das  Dreieck,  welches  durch  Ver- 
bindung der  Peripheriepunkte  entsteht,  notwendig  ein  gleichsei- 
tiges sein.  Zur  Bestimmung  dieses  Falles  setzen  wir  also 


Dann  ist 


tga  = 


x^  — y^ 
2xy 


ac*  — y*  =»  2 V ^ ^ xy 
X*  — 2x^  y*  *=  1 y^ 

==  4txy  ==^  V S^x^y’^ 


(Siehe  Figur  vor.  Seite.) 


Wir  erhalten  also  das  überraschende  Resultat,  dass  das  in  die 
Curve  eingeschriebene  gleichseitige  Dreieck,  welches  mit  einer  Ecke 
im  Anfangspunkt  liegt,  den  4ten  Teil  der  Constanten  N zur  Seite 
hat.  Bestimmen  wir  nun  die  Coordinaten 


2*y  = 52 


Ä*  . 3 
' 32 


5* 


32 


x-y 


S 

4V2 


DIgitized  by  Googls 


188  Meyer'.  Unter aucUunqen  und  Lehrsätze  über  Begrenznngscurven. 


5(V'3+1) 
8V2  •’ 


.y 


5(^3— 1) 
8V2 


Die  Punkte  der  Be^^reuzungscurve  sind 


jy 


/S*  X 
84  y 


lA_  V'3+1_3+2V3+1  4+2_i£3 

r »~V3— 1~  3-1  “ 2 


.y 

X 


= 8 + 12V3  + 18+3V/3  = 26+15v'3 


y 

X 


(2+V3)’,  y-.?y(24.y3),  x = |/^ 


64(2+V3) 
S 


5 1^(2- V 3)» 


8 


= n,,  = V(2+v^3j3-|-(2- V3)‘  = I V"f)2  = J 4/  13 


tg  des  cingcschl.  Winkels  beider  symm.  Rveu  =»  26. 


§ 13. 

Ein  besonderer  Spccialfall  ist  der,  wenn  die  Verbindungslinie 
zweier  parallelen  Tangenten,  also  ein  Dorchmessor  der  Blattcurve, 
parallel  zu  einer  Achse  ist.  Dieser  Specialfall  ist  mit  einem  andern 
identisch.  Nämlich  zu  jedem  x gehören  2 verschiedene  y (ausser 
dem  Anfangs-  und  dem  Culminationspunkt),  wie  zu  jedem  y zwei  x und 
darum  muss  auch  die  Auflösung  der  Blattcurvengleichung  nach  x 
2 Werte  ergeben,  wie  auch  die  nach  y.  Für  ein  y hat  also  die 
Blattcurve  2 Schnittpunkte,  deren  Verbindungslinie  gleich  der  Dif- 
ferenz der  zwei  a:,  d.  h.  = — xq  ist.  Entsprechend  ist  für  ein  x 

der  verticale  Durchmesser  =y,  — Für  obigen  Fall  nun,  wo  die 
Schnittpunkte  für  ein  x oder  ein  y zugleich  Berührungspunkte 
paralleler  Tangenten  sind,  ist  diese  Differenz  ein  Maximum. 
Denn  vor  diesen  Schnittpunkten,  d.  h.  wenn  diese  näher  beim  An- 
fangspunkt liegen,  convergiren  die*4Tangenten  in  demselben  nach 
dem  Anfangspunkt;  jenseits  dieser  Schnittpunkte  convergiren  sie 
in  entgegongesetzter  Richtung,  mithin  muss  in  beiden  Fällen  der 
Durchmesser  abnehmen. 

Es  ist 
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I r,»=  Vs**S(V„*_Vyjj) 

- Vs»^v  I VyV  + 

Dividire  durch  letztere  Klammer. 


Vv+Vy,  v+|/^‘  =.  Vsv  - 3^ 

Vj,,*  = - -|-  + |/ V^_ 3!^ 

V^T—  V 4 VW  — 3 V,T_  v;« 

' 2 


Vgij:«  = ^^7^  eiogeführt 
^ “ Wy  “ 2V.y 

(V4x»+y^-^3 


dies  müsste  als  Maximum  behandelt  werden,  zu  welchem  Behufe 
aber  die  Ersetzung  der  einen  Coordinate  durch  die  andere  erforder- 
lich ist  Allein  die  bisher  befolgte  Methode  sowol  als  auch  das 
Differentiiren  liefert  für  diesen  Fall  eine  Gleichung  so  hohen  Grades, 
dass  eine  Auflösung  unmöglich  ist.  Es  muss  daher , wie  folgt , ver- 
fahren werden: 


Nach  Einführung  der  Begrenzungscurven-Coordinaten  ersetzt 
mau  erst  auf  Grund  der  Gleichung 


Vx^  + Vy^  = V'S^ 
alle  y durch  x und  setzt  hiernach 


yx  = z,  YS 

worin  z ein  echter  Bruch  ist.  Dann  erhalten  wir  für  den  Durch- 
messer die  Formel : 
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D = s virrv- 

In  diese  setzt  man  nun  successive  für  « von  1 ab  fallende  Werte  ein 


z = 

D = 

0,95 

unter  0,28  18  S 

0,90 

0,3224033  5 

0,89 

0,324  9398  S 

0,88 

0,325  05964  S 

9,879 

0,32570555  S 

2,8785 

0,32569331  S 

0,878 

0,325  680338  S 

Das  Maximum  liegt  also  kurz  vor  Ein- 

kaun  durch  Uebergehen  auf  die  nächste  w rd  dL 

setzungswerte  die  Genauigkeit  noch  weiter  treten  doch  w.r^  d ^ 

Rechnung  deshalb  so  ungeheuer  mühevoll,  weil  *"*®<*^“  ^welche 

Mantissen  der  Logarithmen  schon  kleine  Irrtümer  vera  as  welche 

das  Resultat  beeinflussen  und  man  daher  gezwung  n , 
tioiien  ohne  Hilfe  der  Logarithmen  auszuführen. 

Begnügt  man  sich  mit  dem  Werte  a = 0,879,  so  hat  man 


y*  = 0,879VS  und  yy  = 0,476  821  V« 

Vyii  = 0,227  359^8*,  ^ 6 11 

V^»  = xi  =■  0,199  848  561 S,  = y = 0,368  41 1 454  S 


y,  = 0,042705898«,  y-Vt  = 7>  = 0,325705556  S 

tg«  des  Winkels  der  Tangente  mit  der  Achse  berechnet  sieh 


y tu«  = 0 444698  und  « = 23»  59'  annähernd. 

i ^ 

Es  muss  also  auch 


X 


x^—2yx^ 


= tga 


sein,  was  ein  Versuch  bestätigt. 
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§ 14. 

Wenn  man  2 symmetrisch  liegende  Hypotenusen  S construirt, 
und  auf  diese  die  entsprechenden  Senkrechten  vom  Anfangspunkt 
fällt,  so  ergibt  sich  eine  weitere  Eigentümlichkeit,  die  ad  oculos  die 
Polargleichung  der  Blattcurve  deraonstrirt,  welche  auf  S be- 
zogen, lautet: 


Rv 


9 


6'sin2a 

2~ 


Sie  ergibt  sich  durch  Einsetzen  von 

Jc=»pC0Sa,  5^  = psiua 

"^^^(cos^a-l-si^M  = "^Äcosof  . sina  . p* 

9 •=  . cos  a . sin  a 


, sin  « . cos  a, 


9 = 


S . sin2a 
2 


Es  muss  in  der  Figur  oifenbar  Winkel 

# 

igf  “ vtci 

sein  ; ausserdem,  weil  ip  \_vw^  ist 


also  auch 


vwi  = vip 


vtp  = igf 


Verlängern  wir  nun  ip  bis  sie  ^/’  in  s triflt,  so  muss  demnach 
in  dem  entstehenden  Dreieck  isg 


9 


tz 


sein,  weil  die  gegenüber  liegenden  Winkel  gleich  sind.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  eine  Senkrechte  von  s auf  ig,  letztere  als  Grund- 
linie halbiren  würde  und  da  diese  Senkrechte  der  X Achse  parallel 
„So  resultirt,  „dass  auch  die  Hypotenuse  selbst  in  s halbirt  ist.“ 
„so  ist  jede  Senkrechte  auf  eine  Hypotenuse  zugleich  in  ihrer  Ver- 
längerung Mittellinie  für  die  zu  jener  symmetrisch  liegenden  Hypo- 
tenuse.“ Dann  ist  also 


und  isf  ist 

Da  nun  iu  J_gf^  so  ist 
und  da 


gg  = is  =»  sf 

2a  = igf gis 
iu  — ip 
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tS  = sf 


S 

*> 


SO  haben  wir  unmittelbar: 

sin  2« 


oder 


wie  oben  entwickelt. 


Q 


zu  Q 

Ts 

^sin2« 


Der  Punkt  s liegt  für  alle  Hypotenusen  immer  auf  der  Peri- 
pherie des  mit  S/2  um  i beschriebenen  Kreises.  Wir  haben  hier 
also  die  Begründung  für  die  Lübsen’sche  die  continuirliche  Cou- 
struction  der  Blattcurve  mittelst  deren  Polargleichung;  eine  Begrün- 
dung die  Lübsen  naturgemäss  nicht  liefern  konnte,  weil  ihm  die  Her- 
kunft der  Curve  unbekannt  war. 


Wenn  wir  nun  auch  die  Polargleichung  der  Begrenzungscurve 
aufstellen  wollen,  so  haben  wir  ebenso 

aj  = p . cos  er,  y •=  Q • sina 
und 


V (Vcos*a  Vsiu^o)  <=•  V 6'*,  mit  3 potenzirt: 

1 

p*[co8*a-j-siu*a  3V  cos^a  . sin^or  ( V cos*a  -j-SV  sinder)]  = /S* 
da  nun 

cos^or  sin*«  <=  ^ ^ 

und  wir  diesen  Wert  einführen  können,  so  ist  die  Gleichung: 
p*  4~  3 ^Ä*p‘*cos*a  . sin'“^«  «= 
sin  2« 


cos  « . sin  « = 


also : 


9 


Aus  dieser  und  der  obigen  Gleichung  lässt  sich  nunmehr  eine  dritte 
ableitcn,  welche  die  Beziehung  zwischen  den  Radiivectoren  beider 
Curven  mit  demselben  Neigungswinkel  ausdrückt.  Nennen  wir  den 
Ev  der  Begrenzungscurve  7?,  den  der  Blattcurve  r,  so  ist  offenbar: 
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woraus  sich  bei  einem  gegebenen  Ä»?  der  andre  baden  lässt.  Am 
leichtesten  ist  dies,  wenn  beide  Radiivectoren  ein  , festes  geometri- 
sches Verhältniss  haben.  Z B.  es  sei  ^ 

i2  — 2r 

d.  h.  der  i?y  an  die  Begrenzungscurve  wird  von  der  Blattcurve  hal* 
birt.  Dann  ist : 


Ä*+3  j/y  = s*  - “ SS 

- S*-3y  «*® V 


V4+3 


SV4 


V4+3 


z div  durch  ^ S‘ 


Vs*  — 3 = 


V4S< 


3VxV 


- V3+4 
VjS*  4-  3V  g«  — Vis*  4^¥' 


V4+3 


V4+3 


Vx**y 


Vs* 

V4+3 


" (V4i:3)‘’ 


V 


5* 


2xy 


^1/4 

V4+3 

Vv^- 


V4+3)* 


(X+,)*  - S‘ 


V4 


4+3)» 


(x-y)*  - S* 


LV4+3 

V4 


+ (1/ 


— 1 
V4+3)»J 


V4+3  4+3)3] 


c+y  — 5’  1/  j . 1 /_ 

^ V4+3^^r  V 


V2 


V4+3  T V4^3)S 


^'fn3-V 




V4+3  '■r  V4+3)S 

Arok.  d.  Math.  a.  Phya.  2.  Beihe,  T.  XTI. 
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ändere  diese  Werte  ab,  indem  ich  Zähler  und  Nenner  mit  V2 
multiplicire: 


*-f-y  - j/ ^ 1 J 

' f Ol  I 0_L*. 


2 . 2 1/  2 

V 2 


2-t-3y*  '^24-3V2r  2+3V/2 
oder  setzen  wir 

x+y  ==  S -Vk+W'k  I ^ _ I ^Vk-kV^I+k-kVk] 


;Vk—h^k  I 


T 


^ -=x  ~ [ Vh~{-kVk  - ^k-k  . k] 


2+3V2 

2 


= 1 


X 


y V2-j-3V2  r V4-|-3 


V4-  3±V3 


y _ ^k-\-kVk  k+k^k^k—k—2^k^—  ^ k—^Jc%—k^ 

X Vk-[-kVk  ” ^•+V'A: 

1—  Vr^  |^/2+3V2  _ |y/2+3V2^ 


tga 


Vk 


|/Ä  -l^v. 


. |/i;p  . . [/4+J 


V4 


Ebenso  für  Ä 3r.  Es  ist 


i?»+3y'y  = 'S*"=  «’d+O)  und 


s* 


*«+y*  = jXyg  = *'*-3  3 V.v*  ®«yü 


V*v  “17= 


Va/?  = 


Vs* 


xy  — 


V9(l+V3)’ 

S* 

3(Vl+3V3)’ 


V3  V(i-j-V3) 


6'*-|“V3  . .V*-  7^ 
1+V3 
durch  y^'* 
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1+V3 

S* 


(a:+y)*  = 


'3(^+ 


ixy 


1+V3V*  ‘ 3Vl-}-y5 

) («-y)*  = iip;73(l+gy-j=) 

1/3^1+73+2 

” 7lfel/'"i+73-2 

2V^y3([/2'^i+73  + 2 +|/3Viq:^  ._  2) 

^7^^0/3^i+73-2-[/3Viq:^_2) 

1^3+  1+V3  + 2 - |/ SV'i+vs  - 2 

^ 1^3+r+V^  + 2 + [/ 3+1+^  - - 2 


) 


3+1+V3+2+3  + 1+V3— 2-2+M+9V3  -4 
3+1+V3+2-3+1+V34-  i 

3Viq:^—  V5++73 


2 


‘g 


§ 15 

Wir  fanden  § 10,  dass  im  Culminationspunkte  der  Blattcurve  die 
zugehörige  Hypotenuse  .V  in  1/3  ihrer  Länge  geteilt  wird,  und  es  war 

T 

der  entsprechende  Rv  der  Begrenzungscurve  — Sucht  man 

nun  den  Fall,  wo  S in  1/3  der  Länge  geteilt  wird,  so  haheu  wir 
unmittelbar: 

/?v  = ^ ab  z=:  ^ ■ 

und  da  das  zwischen  den  beziehlichen  Punkten  von  S liegende  Stttck 
« Sß,  so  ist  der  Rv  der  Begrenzungscurve 


13* 
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Der  Äv  an  diesen  Punkt  der  Blattcurve  ist  also  gleich  3/4  der  obigen 
Rv  an  die  Begrenzungscurve  für  den  Culminationsfall.  Ferner  ist; 


V Sxy  — 


4 > 

Ä^.3 

16 

Ä**  . 3V3 
32 


. 3VS  5»  . 3V3 

~6T“"’  64~“ 

(*+»(*  “ ^ (6+3V3 
(x  -y)*  -=  V 3) 


x+y  = |j/ 


3(2+  V3) 


3(2— V3) 


X 


= S*-3Vs’xV  - S*— 


3S*  . 3 . 7 


**+y’ 


2xy  — 


7..  S* 

16 

iS*V3V3 

32 


16 

5* 


16 


(x-y)=g(U-3V3) 


»+»-4+^14  + 30 


l-^[Vu+3Vi 


± Vl4-3V3] 


Diese  Ausdrücke  lassen  sich  vereinfachen,  indem  man  quadrirt;  so 
ist  z.  B.: 


= ^ tl4+3v'3+14  -3V3+lV 


rn«  .0.1  S*.U7  , S.  3V3 

[28+26]  — — gj-  also  x = — g — 
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- i^[14+3t/3+14-3V3-2  . - g 

Entsprechend 

= W f2+V3+2  i V32  V^]  _ . 

= %8'  [2+ V3+2-  V3+2 

1 


s 


5*  . 3 
64 

« = fv3 
_ 

” 64 


K 

3 


Demnach 


y — 


S . 3 
8 


3y 


n 


x-\-x* 


SVS+S'SVS 

8 


SV3 

9 


- 2 RvbI. 


7/1  » ~ 2’  8 ""  Neigungswinkels  J,  mithin  ist  dieser 

„Neigungswinkel  — 30®  und  wir  finden  den  Satz,  dass  die  Hypote- 
nuse S unter  30®  von  der  Begrenzungs-  und  Blattcurve  in  1/4  der 
Länge  geteilt  wird.“ 

In  diesem  Falle  hat  der  Rp  der  Blattcurve  natürlich  eine  Nei- 
gung von  60®  und  der  ihm  symmetrische  eine  solche  von  30®;  beide 
Radiivectoren  der  Blattcurve  teilen  somit  den  rechten  in  3 gleiche 
Teile. 

Die  Blattcurve  hat  noch  einen  besonders  charakteristischen 
Punkt,  den  wir  nunmehr  aufsuchen  wollen.  Es  entsteht  durch  2 
symmetrische  Radiivectoren  und  den  zugehörigen  Durchmesser  alle- 
mal ein  in  die  Curve  eingeschriebenes  gleichschenkliges“  Dreieck. 
Wenn  man  von  allen  diesen  Dreiecken , die  mit  dem  Inhalt  0 be- 
ginnen und  auf  der  Symmetrie-Achse  wieder  mit  0 endigen  das 
Maximal -Dreieck  sucht,  so  ergeben  sich  eigentümliche  Beziehungen. 
Die  allgemeine  Formel  für  den  Inhalt  dieses  Dreiecks  ist 


J = 


2 


wovon  wir  jetzt  das  Maximum  suchen  wollen.  Der  Nenner  2 kann 
wegbleiben , und  dann  führen  wir  wieder  die  Coordinaten  der 
Begrenzungscnrve  ein. 
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2J  — V*v  _ V*4yii  >>  (»/*»+,)  ( Vy4q:2»Vy'] 

— (V'y'+i) 

- V^V*  > ± z^y*T2z^^—V^+2zV ± 

4»yiV>  «(yi*  4-  Vyt) 

div.  durch  * uud  0 gesetzt: 


4Vx»y*  — + Vy4 


6 - V3c4^2V'jt«y-2  + Vy4  „ ( Vx«+Vy2)»  V54  = 6^-^ 

5* 


6*^V--S4,  = 5*»6Vä*xV 

5* 


3V6 


— 2.ry 


6V6’ 

(*+y)‘ 


s*  s . , l , „ 'S» S* 


6v^^^6+2)_  ^3(V'3+V2) 

6^i('/6--’)=4V^3-1^2) 


. el/^"1±y2 

+ y -■  SJ/  g^g 


6V3 


S rVv3+V2  + Vv3-V2 


H- 


3 VV3 


6’ 

2 


V^V3+V^  — ^ V3— V2‘ 
1^6  V^3 


vereinfacht  x = 


vereinfacht  y 


4SI/V3+1 
2 r 3V3 


si/ys^i 
2 r 3\/3* 


X 


V3— 1 
V2 


Ät>  = 5/2  Vi  “ 1 V»  kleinsten  Durchm. 

Demnach  ist  J des  eingeschlossenen  Dreiecks 

als  Maximum 


X«  — y*  s* 


2 12 1/6 

Die  Tangente  des  eingeschlosseneu  Winkels  im  Anfangspunkt  ist 

-y*  _ 5* . 6V6  _ 

2xy  “ 12  v35*  ■” 
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d.  h.  die  Hypotenuse  5,  welche  auf  einem  Rv  senkrecht  steht,  wird 
von  der  Verlängerung  des  anderen  so  geschnitten,  dass  das  Stttck 
zwischen  beiden  sich  zum  Rv  verhält,  wie  die  Seite  des  Quadrats 
zur  Diagonale.  Es  sind  in  diesem  Falle  die  Coordinaten  des  zuge- 
hörigen Punktes  der  Begrenzungscurve : 


- - S y = 'S 

Der  hier  gefundene  Punkt  der  Blattcurve  für  das  Maximal- 
Dreieck,  was  sich  in  dieselbe  einsebreiben  lässt,  hat  nun  auch  die 
weitere  Eigenschaft,  dass  die  in  den  symmetrisch  liegenden  „Punkten 
an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  den  Radiivectoren  beziehlich 
parallel  sind“,  d.  h.  dass  Radiivectoren  und  Tangenten  zusammen 
einen  Rhombus  bilden.  Dies  können  wir  auf  Grund  des  § 12 
gefundenen  Umstandes  uachweissen,  dass  das  Product  der  Tangenten 
der  Winkel  zwischen  2 symmetrischen  Kadienvectoren  und  der  Tan- 
gente an  die  Curve  mit  dem  Rv  constaut  «=  */s 

Ist  in  nebenstehender  Figur 


tg  S . tg  E - 1/, 


so  folgt,  da  wir  tgE  für  diesen  Fall  = Vi  ermittelt  hatten,  dass 
auch 


sein  muss,  d.  h. 
und  somit  Tangente 


Wkl.  E = Wkl, 


sp  = Rv  or 


Dasselbe  gilt  natürlich  für  die  symmetrisch  liegende  Tangente  und 
Rv\  daher  sich  beide  Tangenten  auf  der  Symmetrie-Achse  schneiden 
müssen.  Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Anfangspunkt  ist  - 


= V2(ar+y) 


y2 . s 


V34-V2 

6V3 


= S 


V'3+V2 

3V3 


Die  kleine  Diagonale  dieses  Rhombus  ist 

1 /V3— 

- (b  - j)  V2,  also  =.  S [/  3^-g 

Wenn 

tg  E «=  V»  so  muss  tg  d *=  1,  also  d = 45® 
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Bein.  Dann  ist  aber  auch  der  Winkel  zwischen  S und  dem  zugc- 
hörigen  Rv  der  Begrenznngscnrve  = 45®,  mithin  ferner  auch  der 
zwischen  beiden  zusammengehörigen  Radiivectoren  beider  Curveo. 


Dann  aber  ist  die  „Tangente  an  die  Blattcur?e  dem  an  die 
Begrenzougscnrve  parallel,“  die  symmetrischen  Lagen  desgl.,  und  so* 
mit  bilden  beide  Tangenten  und  beide  Radiivectoren  wiederum  einen 
Rhombus,  dessen  Inhalt  sich  wie  folgt,  berehnen  lässt:  Es  ist 


^ 1,  VaJ  = a_i,  y V s*xV  ■ VS(Vx»- Vj,») 


Vxy  = V7*  — Vy»,  xt  — v~xy  . 


1+V3 


X 


y 


tg.r  = 


8 


(1+V3)3  V5+2 


V5— 2 


Der  symmetrische  Rv  hat  also  die  umgekehrte  Tangente  und  die 
Gleichung 

y = .r(v/5+‘2) 


\ 


V ? = 


2 


V6  +i' 


a(V5+l) 

2 


a 


also 


+ = j (5+2V5+1+4); 

* ( iü+2  v5)  - 

5v'5(Vo+l)3  S"xi(v5+1)® 


X2 

4 


.«  _ 


5V5 

2 


S* 


V(5+l) 

,1/  > ^ 

""  r 5vö(V5-i-i)  ^ r 10  v5 


5VÖ(V5+1) 

^ (V5+i?  _ l/^±i 
^ ^ r lovö  ‘ 2»  — lovö 

Die  Tangente  muss  also  durch  diesen  Punkt  gehen  und  die 
Winkel-Tangente 
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- « V5-2 

X 

haben.  Jbre  Gleichung  lauter  daher: 

Wo  sich  Tangente  und  Ry  treflfen,  muss  also 

y = a(V5  + 2) 


sein.  Dies  führen  wir  ein,  um  die  Coordinaten  des  Punktes  zu  er- 
halten: 

l(V5+‘2)  = - (V6-2)  (x  - 

XV6+2X  = S +.vfi-2x_5(^5-2) 

letzterer  Ausdruck  lässt  sich  vereinfachen  als: 


Viuv5 


1/V(5+1)+(V-^^  Vö^l 

544^^71^  4 


=^vdvb  K'*^ä+l+9V5-20-9+4v'5-4V5+8 


1U4^Ö— 20 


(/ 


10t"5 
Fö— 2 


s y 


Vö-2 

Vö 


4^5 


» y 


V 


S 1 74^5-2 

V5 


. (4^5+2)* 


y y ^~^5~  ^ eingeschl.  Winkels  = 2. 


V5+2 


Dies  sind  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zwischen  Tangente 
und  Badiusvector. 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  zwischen  2 symmetrisch  liegeiiden 
Linien  ist  nun 
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S=S3 


also  der  des  Rhombus  das  Doppelte 

= 

bzhw.  weil  hier  y ^ ^ muss  es  lauten 


/V5+2-V5+2 
V V5 


) 


oder 


Mithin 
7 = 


Der  erste  Fall  des  Maximal-Dreiecks  in  der  Blattcurve  ist  leicht 
zu  construiren,  weil  die  Tangente  des  eiogeschlosseueu  Winkels  am 
Scheitel 

= Vi 

ist  und  jeder  Rv  Mittellinie  zur  Hypotenuse  S des  andern  Rv  ist. 
Dann  ist  in  Figur  18 

m ^ 

op  “ >^  2 

also  das  Verhältniss  von  Seite  und  Diagonale  im  Quadrat.  Dasselbe 
besteht  für  rv  : vr.  Mithin  verfährt  man  wie  folgt:  Lege  5 horizontal 
hin  =»  crt,  schlag  einen  Halbkreis  darüber,  errichte  in  der  Mitte 
von  /S  die  Senkrechte  /"i/,  ziehe  die  Sehne  cf  und  trag  diese  auf  der 
Seite  ce  nach  oben  ab 

Ä 

c e = cf  = “TT-, 

^ 2 

Verbinde  nun  e mit  g.,  wo  diese  Linie  den  Kreis  trifft,  in  A, 
verbinde  ich  mit  c und  d,  so  entspricht  hc  die  Kathete  m,  hd  der 
Kathete  n und  die  Senkrechte  auf  hi  ist  einer,  hg  der  andre 
der  gesuchten  Radiivectoren. 

Im  zweiten  Falle  hatten  wir 


E « V2  , 

die  Construction  ist  der  Obigen  ganz  analog,  da  es  nicht  schwer 
hält,  den  betr.  Winkel  von  der  Mitte  von  S aus  anzulegen. 

§ 16. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  einer  besonderen  Be- 
ziehung der  Begrenzungscurve  zur  Ellipse  Erwähnung  tun.  Der  Rv- 
der  Begr.-Curve  ist 
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derjenige  der  Blattcurve  für  zusammengehörige  Punkte 

= S^y 


also  Summe  der  Quadrate  der  Radiivectoren 

“ -j- «==»  x^-\-V y^ — ^ x^y^){']/ x^-\~Vy^)-\-^ S^x"^y^ 

— V S'^{V  x^-\-Vy^) 

y^x*  = a ; y S^y*  = h 

also  „Summe  der  Radiivectoren-Quadrate’‘ 

.=  a«  + />* 


also  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Ellipseu-Achsen.  Das  ist 
nun  eine  Eigenschaft  der  sog.  coujugirten  Durchmesser,  und  da 
unser  Eo  au  die  Begrcnzungscurve  ein  Durchmesser  ist,  so  muss 
der  7?v  an  die  Blattcurve  gleich  dem  conjugirteu  Durchmesser  sein. 
Ferner  ist  aber  jener  conjugirte  Durchmesser  parallel  zur  Tangente 
im  Endpunkt  des  andern;  somit  muss  der,  conjugirte  Durchmesser 
zum  Eo  der  Begrcnzungscurve  parallel  laufen  zur  Hypotenuse  S und 
die  Länge  des  Eo  zur  Blattcurve  haben.  Darum  ist 

Wkl.  foh  = rso 


und  wenn  br  Mittellinie  an  S ist,  so  muss,  wenn  wir  auf  diesen 

oe  =»  op 

machen,  e ebenfalls  ein  Punkt  der  Ellipse  sein,  der  dem  Endpunkt 
des  conjugirten  Durchmessers  symmetrisch  liegt.  Der  eingeschlossene 
Winkel  zwischen  den  conjugirten  Durchmessern  f o{xy)  ist  nun 


also 


— V ^ E 


sin  fo{xy)  «=»  cospo{«y)  =» 


p o 
o{xy) 


Folglich  ist  das  Product  der  beiden  Rven  mit  dem  sin  des  eingeschl. 
Winkels 


V.r»+3,».  4^^»+j,2  = :ra+s,S 


ah 
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Wir  hatten  bisher  nur  eine  (oder  mit  der  Lübsen’schen)  2 dis- 
continuirliche  Construction  der  Blatt-  und  Begrenzungscurven  kennen 
gelernt.  In  beifolgender  Figur  wird  jedoch  auch  eine  continnir- 
licho  veranschaulicht.  Es  sei  ah  die  Hypotenuse  R.  Wenn  diese 
im  Mittelpunkte  c durch  den  Radius 

Sj2  = oc 

mit  o fest  verbunden  wird,  so  lässt  sich  oc  um  0 drehen  , wodurch 
der  Kreisbogen  mfen  entsteht  und  gleichzeitig  gleitet  a auf  der  F- 
Aebse,  b anf  der  A-Achso  entlang,  so  dass  S alle  Lagen  innerhalb 
der  Begrenzungscurve  durchläuft.  Errichtet  man  auf  ab  m c eine 
feste  Senkrechte 

CC  - Sj2 

welche  bei  allen  Lagen  von  *S’  immer  senkrecht  darauf  bleibt,  und 
ergänzt  die  beiden  Linien  oc  und  ce  durch  die  beiden  oj  und  cf 
(beide  — ä/2)  zu  einem  Rhombus,  so  wird  dieser  mit  der  Drehung 
von  T seinen  Wkl.  a ändern.  Derselbe  wird  lÄ,  wenn  S auf 

einer  Achse  liegt,  und  wird  0,  wenn  unter  ib^  geneigt  steht; 

immer  muss  o)  — ce  sein  und  somit  senkrecht  aufa&  stehen.  Dann 
ist  der  Kreuzungspunkt  von  of  und  ab  immer  ein  Punkt  der  Blatt- 
curve.  Nun  bringt  mau  au  diesen  Kreuzuugspnnkt  d einen  Stift  an, 
der  auf  beiden  Linien  gleiten  kann  und  dieser  wird  dann,  wenn  ab 
alle  Lagen  durchläuft,  genau  die  Blattcurve  aufzcichuen.  Durch  An- 
ordnung desselben  Rhombus  auf  der  rechten  Seite  von  ce  und  Ver- 
bindung der  beiden  Ecken  f und  g durch  das  Kniegelenk  fhg^  dessen 
Kniepuukt  h auf  hee  gleiten  kann,  lässt  es  sich  erreichen,  dass  der 
Abstand  ad  immer  gleich  dem  Abstand.,  kb ^ ist  und  somit  ist  der 
Schnittpunkt  von  gi  und  ab  — k — immer  ein  Punkt  der  Begren- 
zungscurve. Durch  Anbringung  eines  auf  beiden  Linien  gleitenden 
Stiftes  ist  also  auch  hier  die  Möglichkeit  continuirlichcr  Aufzeich- 
nung der  Begrenzungscurve  gegeben. 

Uebrigeus  lässt  sich  die  Lübsen’sche  discontinuirliche  Construction 
der  Blattcurve  in  folgender  Weise  sehr  vereinfachen:  Man  teilt  in 
Figur  die  rechte  Hälfte  eines  mitten  auf  der  F- Achse  liegenden 
und  die  A^-Achse  von  oben  berührenden  Kreises  mit  dem  Durch- 
messer *-=  Sß  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  Bogenstücke 
ein.  Alsdann  verbindet  man  sämtliche  Teilpunkte  von  dem  Yiertel- 
kreise  bei  1 beginnend  mit  dem  Anfangspunkte  0 durch  Radiivectoren 
und  zieht  zugleich  von  allen  Teilpunkten  die  zur  F Achse  parallelen 
Sehnen  II,  2 II,  3111  etc.  Die  Winkel  zwischen  2 aufeinander  fol- 
genden Radiivectoren  müssen  demzufolge,  weil  auf  gleichen  Bogen 
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stehend  alle  gleich  sein.  Rechnen  wir  nun  unsren  Polarwiukel  von 
Ro.  ol  ab,  so  ist  allemal  die  zugehörige  Sehne 


• o 

- sin  2a 


Denn  wenn  man  z.  6.  vom  Teilpunkt  8 aus  den  Durchmesser  8 c 
zieht,  c mit  VIII  verbindet  « cd,  so  ist  der  Winkel 

8c a ==  2a 


weil  Peripheriewinkel  auf  dem  doppelten  Bogen  wie  a (861). 
Winkel  hat  den 


Sinus 


Sehne  8 VIII 
Sj2 


also 


Sehne  8 VIII  = 8/2  sin  2a  *=>  q 


Dieser 


Man  braucht  mithin  nur  die  zugehörigen  Sehnen  vom  Anfangspunkt 
auf  die  entsprechenden  Radiivectoren  abzutragen,  um  successive  alle 
Punkte  der  Blattcurve  zu  erhalten.  Beim  Radiusvector  lo  ist  die 
Sehne  *=»  0,  die  Curve  beginnt  also  in  o und  tangirt  den  Bo  oh 
Auf  der  y-Achse  ist  die  Sehne 

= 8/2  also  i = 8/2 

was  der  Symmetriepunkt  ist.  Auf  diese  Weise  erhält  man,  ohne  den 
Winkel  jedesmal  verdoppeln  zu  müssen,  sofort  unmittelbar  den  betr. 
Radiusvector. 


§ 17. 

Nachdem  wir  die  sonstigen  Eigenschaften  der  Begrenzungs-  und 
Blattcurve  ziemlich  gründlich  kennen  gelernt,  rücken  wir  nun  2 
Fragen  näher,  deren  Lösung  schwieriger  scheint:  die  nach  Inhalt 
und  Umfang  der  besagten  2 Curven.  Diese  Probleme  erscheinen  .bei 
Gurven  3ten  Grades  besonders  verwickelt  und  ich  gestehe,  dass  ich 
lange  nicht  glaubte,  sie  in  befriedigender  Weise,  namentlich  ohne 
Beibülfe  der  Integral-Rechnung,  lösen  zu  können.  Dass  dies  mir 
aber  dennoch  und  zwar  auf  merkwürdig  einfache  Weise  geglückt  ist, 
beweiset  nicht  nur,  dass  unermüdliche  Ausdauer  viel  vermag,  son- 
dern auch,  dass  vielleicht  noch  manche  Probleme  nur  an  der  richtigen 
Stelle  angefasst  zu  werden  brauchen,  um  spielend  ihre  Lösung  zu 
finden,  auf  die  solange  nicht  verfallen  zu  sein,  man  sich  nachher 
wundert.  So  ist  es  denn  auch  Lübsen  ganz  entgangen,  dass  seine 
discontinuirliche  Contruction  der  Blattcurve  mittelst  deren  Polar- 
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gleichung  den  Schlüssel  enthält  zur  mathematisch  genauen  Bestim- 
mung ihres.  Inhalts.  Figur  20  gibt  darüber  Aufschluss,  indem 
wir  nachfolgende  Betrachtung  anstelleu. 

Der  Radius  des  Kreises  sei  5/2.  Links  von  der  J- Achse  ist  die 
Blattcurve  eingezeichnet.  Den  Viertelkreisbogen,  in  dem  diese  liegt, 
teilen  wir  in  eine  unendliche  Zahl  unendlich  kleiner  gleicher  Teile 
ein.  Gleichzeitig  teilen  wir  den  Halbkreis  rechts  der  F-Achse  in 
die  gleiche  Anzahl  gleicher  Teile. 

Diese  Zahl  soll  als  eine  gerade  gelten  und  es  werden  also  die 
Bogenteile  des  Halbkreises  doppelt  so  gross  sein,  wie  die  des  V4 
Kreises.  Wir  ziehen  nun  von  den  Teilpuukten  die  mit  der  F-Achse 
parallelen  Sehnen  1 — 1,  2 -2,  3 — 3 etc.;  wo  diese  die  -V- Achse  schoei- 
den,  verbinden  wir  die  Treffpunkte  a,  Z»,  c,  c,  /,  h mit  den  Teil- 
punkteu  8,  7,  6,  5,  4 etc.  und  ziehen  zugleich  die  zur  F- Achse  pa- 
rallelen Halbsehnen  aa,  hh^  ec  etc.  Nun  sind  sämtliche  Centriwiukel 
des  rechten  Quadranten  bei  0 doppelt  so  gross,  wie  die  Centriwinkel 
des  linken  Quadranten,  weil  Bogen  h 1 doppelt  so  lang  wie  Bogen  I 
II  und  so  fort.  Deshalb  ist  der  Ro  der  Blattcurve  o — 1 gleich  der 

2 2 3 3 

Halbsehne  1-1,  Rvo^2  >=  — , Rv  o— 3 = — — u.  s.  fort. 


Die  Peripheriewinkel  bei  8,  7,  (>  . . . sind  aber  gleich  den 
Centriwinkeln  des  linken  Quadranten,  weil  auf  den  doppelten  Bogen 
stehend.  Ferner  ist  Wkl.  a^a—1  = Wkl.  8,  Wkl.  6=*  Wkl.  < 
etc.,  da  ihre  Schenkel  parallel  sind,  i'a  die  Winkel  8,  7,  6,  5 . . . 

auf  gleichen  Bogen  stehend,  alle  gleich  sind,  müssen  es  auch  die 

Winkel  «1«— 7,  6,  c^c—b.  . . sein.  Die  Winkel  8 8a,  7 7a, 

6 6c-,  5 5c?  sind  naturgemäss  gleich  den  Winkeln  bei  8,  7,  6 . . . 
und  auch  wiederum  gleich  den  Winkeln  8aa,  7W,  6cc,  woraus  re- 
sultirt,  dass  die  Winkel  8a7--7Ä6  . . . durch  die  Linien  aa,  - 
. . . halbirt  werden.  So  sind  denn  auch  die  Winkel  Iv  II  — Io  111 

. . .gleich  den  Winkeln  a^al  . . . etc. 


Wenn  nun  die  Teilung  eine  unendlich  kleine  ist,  so  wird  der 
Unterschied  zwischen  den  Linien  a7  und  7»,  sowie  und  ver- 
schwinden, ebenso  kann  aa^  gleich  ik  und  hb^  gleich  4*6  angesehen 
werden;  dasselbe  gilt  aber  für  die  aufeinander  folgenden  Dreiecke 
80 7,  7 06,  6o5  in  der  Blattcurve,  welche  allemal  als  unendlich 
schmale  gleichschenklige  Dreiecke  betrachtet  werden  können,  deren 
Inhalt  sich  durch  das  Quadrat  einer  Seite  mal  dem  halben  eines  des 
eingeschlosseiieu  Winkels  ausdrückeu  lässt.  So  ist  J des  Dreiecks 
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8o7  — 


7 . sin  Ci 


. sin« 


Der  J des  Dreiecks  a^al  ist  gleich 
wird 

J 


, oder  da  a7  = »’7 


» 7®  . sin  a 


2 


Nun  ist  «7  nach  der  Lübsen’schen  Construction  =Rvlo^  mithin  J 
von  Dreieck  7o8<=  J von  Dreieck  a,  «7;  ebenso  Dreieck  7o6  =■ 
Dreieck  und  so  fort,  Dreieck  a,  a7  ist  jedoch  bei  unendlich 
kleiner  Teilung  = V4  des  Kreisstückes  8o/7,  Dreieck  b^b^  — *;4 
von  7/T 6 und  so  weiter.  Somit  ist  die  Summe  aller  Dreiecke 
flja7  — — Cj c5  — d,d4  gleich  V4  des  Viertelkreises  8i»A  und  so- 
mit auch  der  Inhalt  der  halben  Blattcurve.  Dann  ist  der  Inhalt  der 
ganzen  Blattcurve  gleich  der  Hälfte  des  Viertelkreises  oder 


J =* 


32 


Auf  Grund  dieses  Resultats  ist  nun  auch  die  Ermittlung  des  In- 
halts der  Begrenzungscurve  möglich  und  zwar  in  folgender  Weise. 
Denken  wir  uns  zwei  unendlich  nahe  aufeinander  folgende  Lagen 
zweier  Hypotenusen  S,  z.  B.  de  und  gf.  Dann  kann  der  Schnitt- 
punkt beider  als  Punkt  der  Begrenzungscurve  angesehen  werden.  Der 
ganze  Inhalt  der  Begrenzungscurve  setzt  sich  nun  aus  unendlich  vielen 
Successionen  von  Dreiecken  zusammen,  welche,  wie  gpdi  und  fj)c 
durch  2 unendlich  nahe  Tangenten  und  die  Achsen  gebildet  werden. 
Die  Summe  dieser  Dreiecke  ergibt  also  den  Inhalt  des  von  den  Achsen 
und  der  Begrenzungscurve  eingeschlossenen  Raumes ; jedoch  ist  zu 
beachten,  dass  jedes  Dreieckspaar  eine  symmetrische  Lage  über  und 
eine  unter  der  Symmetrie-Achse  hat,  der  ganze  Raum  also  von 
den  Dreiecken  2 mal  ausgefüllt  wird  und  mithin  die  Hälfte  von 
deren  Summe  zu  nehmen  ist. 

Richten  wir  nun  die  Succession  der  Tangenten  so  ein,  dass  der 
eingeschlosseno  Winkel  bei  p immer  derselbe  bleibt,  und  fallen  die 
Senkrechten  von  o auf  die  Tangenten  — oi  und  oh  — so  ist  der 
zwischen  letzteren  eingeschlosseiie  Winkel  ioh  ebenfalls 

= Wkl.  gpd  = Wkl.  epf 

und  da  diese  Senkrechten  Radiivectoren  der  Blattcurve  sind,  so 
schliesst  die  Succession  der  aufeinander  folgenden  Radiivectoren  der 
Blattcurve  immer  den  gleichen  Winkel  ein,  wie  die  Tangenten,  den 
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wir  a nenen  wollen.  Für  2 unendlich  nahe  Tangenten  kann  der 
Längenunterschied  zwischen  gp  und  dp,  sowie  p«  und  pf  als  ver- 
schwindend betrachtet  werden,  desgleichen  auch  für  die  Radiivectoren 
vt  und  vh.  Demnach  lässt  sich  der  eines  Dreieckspaares  ausdrUcken 

mit:  -y-  (5^p*+p/^)t  doch  können  wir  nach  früherer  Gepflogenheit 
auch  setzen 


also  Dreiecke 


gp  «=“  «1  und  pf  bl 


sinn 

¥ 


und  die  Summe  aller  Dreieckspaare  — 2«7  der  Begrenzungscurve 
sin  tt 

= "7“  [«-’+**+«/, *+*/!*+«»*+ V • ••0»*+*»’]  oder 


J 


sino 

T“ 


Dies  lässt  sich  umwandeln  in 

J = 2«,  2a, ,*„+(“/«+*/»)*  -2a«,6,„  . . . 


Sämtliche  Summen  • 

mithin 


/S=*n  . sina  sin«,  , • , i , 


Saiiin] 

. etc.  sind  aber  — Ä, 


Nun  ist  ^a,b^  gleich  einem  Rv  der  Blattcurve,  mithin,  wenn  wir 
2 mit  dem  Wkl.  a aufeinander  folgende  Rven  haben,  deren  Längen- 
differenz verschwindend  ist,  so  ist  der  Inhalt  zwischen  beiden  Rven 
liegenden  Dreiecks 

sin« 

““  2 

und  so  fort.  Dann  aber  ist  der  Wert  des  gesamten  Ausdrucks: 

■y  [^4  + ^44^44  + • • • + «»»M 

gleich  dem  Inhalt  der  Blattcurve,  also 

n 5* 

“ "3^ 

Demnach  haben  wir  jetzt: 
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^ . n . sin  a nS* 

^ 4 “ 'W 

Da  nun  « ein  unendlich  kleiner  Winkel  und  n eine  unendlich  grosse 
Zahl,  so  haben  wir  nach  Obigem 

n . = 90^^ 

Für  einen  unendlich  kleinen  Winkel  ist  der  sinus  = dem  Bogen,  also 

n 

n . sin  « = n . arcus  « und  n arcus  « “ — 

Somit  erhalten  wir: 

. 3 

* ” b ” “ 3ii 

d.  h „die  Begrenzungscurve  hat  den  dreifachen  Inhalt  der  Blatt- 
curve“  und  erstere  wird  durch  den  mit  Sj2  um  den  Anfangspunkt 
geschlagenen  Kreis,  die  Symmetrie-Achse  und  die  Blattcurve  in  G 
gleiche  Teile  geteilt. 


§ 18. 

Die  Bestimmung  der  Länge  der  Begrenzungscurve  verdanke 
ich  gewissermassen  einem  Zufall,  insofern  ich,  bei  aller  aufgewandten 
Mühe,  doch  nicht  vermuten  konnte,  dass  auf  dem  eingeschlagenen 
Wege  gerade  diese  Frage  eine  so  überraschende  Lösung  finden  würde. 
Dieser  Weg  war  der,  dass  ich  den  allgemeinen  Ausdruck  aufsuchte 
für  den  zur  Begrenzungscurve  gehörigen  Krümmungsradius.  Ich 
schlug  dabei  folgendes  Verfahren  ein.  Nämlich  aus  der  Tangeuten- 
gleichung  bildete  ich  die  der  Normale  und  suchte  dann  durch 
Variiren  der  Coordinatenwerte  um  eine  unendlich  kleine  Grösse, 
welche  ich  am  Schluss  zu  null  werden  liess,  den  Schnittpunkt  dieser 
beiden  unendlich  nahe  liegenden  Normalen  zu  bestimmen.  Die  Be- 
handlung war  durchaus  dieselbe,  wie  die  der  oben  gebrauchten  Un- 
gleichungen, nur  haben  wir  in  diesem  Falle  eine  Gleichung  vor 
uns.  Die  Tangentengleicbung  war: 

also  Normalen-Gleichung: 

y — »=  |/^  (ic  I .rj) 

Arcl».  d.  Math.  a.  Phys.  2.  Reihe,  TI.  XVI.  14 
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y — + 1/~'"  — -^i) 

Variiren  wir  Va-j  als  so  ist  für  ar,  zu  setzen 

X,  + 32  ^a*!  ^ 

die  entsprechende  Variation  für  V'y,  ergibt  sich: 

± 2 ^'x~+  2*  -= 

also  für  '^yi  tritt  ein  y'^i,‘+2zVx, 


Nun  lautet  die  Gleichung: 


»=y.  + i/,^ 

.VI 


V 


(^yi^+2z'^Xj:jz^((x — a-|  -f-3?'^ a*^^) 


|/  vj"*4r2  Vx> 


?^+  Vx,(x-x,)  _ + ^r~l  (»—^'1 ) +«^x+^x,  + 3zx 

^yi  |/V^?'+2sV’i; 

-f  +^a: 

|/  V 3/i^T25!'^a:, 

^ ^ o>i  — -^1  yj 

j/ 

ich  quadrire  jetzt  und  beseitige  die  Nenner. 

^)P+22(4^^  - ^,)] 
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^-1  (--.r,)]^ni2.Vx,  [Vy,^+  ^)]* 

dividire  durch  2z[V y^*  -|- 

^^1  l/i*  + ^1  )]  = ^ (4^^'  aS^Xj— x) 

^ sr^Vi*' AY  •=  4 t AS‘x,y,^~xVy,* 


y‘6'2 

X = 4 ^r,3/,2-f  Vx,  «=  4^Xjyj»  + 3/,  --'^^1^1* 

= 3V^x,i,j^  + x, 


y -“=  3xj  -|-  X,  = » + 2x,,  X — X,  = 3xj  = Vxj^,* 

— ♦ 

y — ^1  = • 3 V — 3 V x,^v,  = 3yt 

' V\ 

Somit  ist  der  Krümmungsradius 


klt  =^{x—Xy[^+[y—yyY  = 
= Ä:i2=  3 


d.  h.  also:  „der  Krümmungsradius  ist  gleich  dem  dreifachen  Rv  an 
den  zugehörigen  Punkt  der  Blattcurve“,  wonach  die  discontinuirliche 
Construction  der  Krümmungscurve  sehr  leicht  ist.  Suchen  wir  nun 
auch  deren  Gleichung.  Ebenso: 


also 

y—y\  = 3V  x,y,* 
y=y\  +3 

und  ebenso 

X = Xj  + 3y^Xiyi^ 

x-\~y  = Xi^ 

^XT,^y\+^^^^iyi^+yi  = (y/'s'i+ 

demnach 

oder 

^y^+y  ^ \f  y\  + ^y\ 

DIgitized  by  Google 


212  Meyer'.  Untersvchunyen  und  Lehrsätze  der  Begrenzungscurven. 


oder 

Ferner  ist 

y = y\+'^^^Yyx  ■= 

also 

y'^  = + 

ä,*  = ^*v+4y^Ä»x;v+4 

*«-j-3,i  =^i^(yxi*+y~y,i“)  + 8^  Sixfy^^ 

y^s2 

+ 4^,vi^xi^  (^  »i*+y7^ yr) 

xä + j<2  = 4- 12  y 

also  ferner 

12^ -S2xi^yj2  = a;2  ^2  _ ^ 

nach  Obigem  ist  aber 

4 V = V («  + w)*  — 
oder 

12  y 5^V  = 3 ^5^7  y 77-4.772  _ y 52J2 
daraus  resultirt: 
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^■  + /~  52  = 3 |/*52(|^(x  + y)2  _ 

also  endgültige  Gleichung  der  Curve  aller  Krümmungsmittelpunkte. 

Der  wahre  Charakter  dieser  Curve  kommt  jedoch  erst  an’s  Licht, 
wenn  wir  des  Achsensystem  um  45®  drehen.  Alsdann  bleibt 
als  Quadrat  des  Rv  unverändert;  dagegen  wird  aus  (a;-f-n)  nun; 
x)f2  oder  statt  ix  + y)^  tritt  ein  2x^  und  die  Gleichung  lautet: 

x^+y^  - 52  = 3 y ■S2(  jy'2x2  - 

dies  aufgelöst,  ergibt: 


_ S'2  = 3 Y^S'^x^  - 6 + 

umgeformt : 


362 


462— 3 j/lOÄ2-(-3|/462r4  --  .r2  (|/^262)2_  | /o;2)3 


|/i2S2)»  _ y- 


radicirt : 


/a:2  oder 


ycjs^/-  j^, 


j/x2  -f  = |/(26)2 


„Wir  machen  also  die  überraschende  Entdeckung,  dass  die  Curve 
der  Krümmungsmittelpunkte  zur  Begrenzungscurve  wiederum  eine 
Begrenzungscurve  ist,  jedoch  mit  doppeltem  S als  Tangenten-Con- 
stante.“ 

In  Figur  22.  sieht  man  die  Begrenzungscurve  nebst  ihrer 
Krümmungscurve  ausgezeichnet,  letztere  nur  für  die  untere  Hälfte. 
Die  Betrachtung  dieser  Figur  führte  mich  sofort  auf  di©  Lösung 
der  Frage  nach  der  Länge  der  Begrenzungscurve.  Dazu  genügt 
folgende  Ueberlegung:  Wir  fanden,  dass  der  Krümmungsradius  in 
einem  Punkte  immer  gleich  ist  dem  dreifachen  Ro  des  entsprechen- 
den Punktes  der  Blattcurve.  Also 

za  = 3to,  mr  — 3orn,  kb  = 3rZ  u.  8.  to. 

Denkt  man  sich  nun  den  ganzen  Raum  aiw  in  eine  unendliche  Suc- 
cetsion  gleichschenkliger  Dreiecke  zerlegt,  deren  jedes  einen  unend- 
lich kleinen  Wkl.  a an  der  Spitze  und  einen  Krümmungsradius  zur 
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Seite  hat,  so  wird  sich  die  Begrenzuugscurvc  atc  aus  lauter  uuend« 
lieh  kleinen  Abständen  zwischen  den  Spitzen  dieser  Dreiecke  zu- 
samraensetzen.  „Jeder  solche  Abstand  ist  aber  gleich  der  Längen- 
differenz zweier  aufeinander  folgenden  Krümmungsradien^‘. 

Der  oben  erwähnte  Wkl.  « zwischen  den  aufeinander  folgenden 
Krümmungsradien  ist  zugleich  der  Winkel  zwischen  den  2 ent- 
sprechenden Radiivectoren  der  Blattcurve,  weil  diese  sowol  wie  die 
Krümmungsradien  auf  derselben  Hypotenuse  S je  paarweise  senkrecht 
stehen.  Darum  kann  man  alle  Krümmungsradien  aa,  kb^  tc,  ud 
u.  8,  w.  als  gleichwertig  betrachten  mit  Radiivectoren  einer  Blatt- 
curve mit  der  Constanten  3/S,  den  halben  Quadranten  bei  45®  durch- 
laufend. Die  Radiivectoren  der  Blattcurve  sind  aber,  wie  wir  wissen, 
hinsichtlich  der  Länge  gleich  dem  sinus  des  doppelten  Polarwinkels. 
Wir  haben  somit  die  successiven  Läiigendiffereiizcn , aus  welchen 
sich  unsere  Curve  aw  zusammensetzt,  auszudrücken  durch: 


siu2«-J-(sin4a  — sin 2a)  + (sin 6«  — sin  4a) -j- (sin 8a  — sin4o)  . . . 
[sin(n  - 2)a  — siu(aa  — 4)a]  [sin  na  — sin(n  — 2)a] 


Als  Summe  dieser  Reihe  bleibt  offenbar  übrig  sin  n . a =>  sin  90® 
= dem  Radius  des  betr.  Kreises,  welcher  in  diesem  Falle  3 mal  so 
gross  ist,  wie  der  unserer  ursprünglichen  Blattcurve.  Dieser  war  5/J, 


demnach  haben  wir  als  Länge  der  Curve  aw  den  Wert 


3*S 

2 


und  da 


aw  eine  halbe  Begreuzungscurve  ist,  so  hat  die  ganze  Begren- 
zungscurve  mit  der  Constanten  2S  die  Länge  «==>  3*S.  Da  nun  alle 
Begreuzuügscorven  in  Grösse  etc.  proportional  sein  müssen,  so  haben 
wir  als  Schlussrcsultat;  Länge  der  Begrenzungscurve  von  der  Formel 


|/r  + |/r^= 

SS 

ist  = -Y 

Anmerkung.  Aus  Obigem  ergibt  sich  der  KR  für  den  Sym- 
3>S 

metriepunkt  =»  für  die  Endpunkte  der  Curve  = 0.  Zwischen 
diesen  liegen  2 Punkte  mit 


KR  S 

für  diese  ist  also  Ro  des  Blattcurvenpunktes  = *5/3,  was  nach  Obi- 
gem die  Berührungspunkte  der  45®  Tangente  an  die  Blattcurve  sind. 
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W+kR  =.  0 

da  muss  auch  die  Curve  selbst  endigen,  mithin  hat  die  Begreuzungs- 
curve  jenseits  der  Längen  S keine  Fortsetzung. 


§ 19. 

Im  folgenden  letzten  Paragraphen  sollen  noch  3 Nutzanwendungen 
dargelegt  werden,  die  aus  der  Blattcurvengleichuug  gezogen  werden 
können;  wobei  ich  gleich  betonen  will,  dass  cs  solche  Nutzanwen- 
dungen noch  viele  geben  kann,  die  ich  jetzt  nicht  ahne.  Die  erste 
bezieht  sich  auf  die  Parabel,  deren  Gleichung  ich,  abweichend  von 
der  neueren  Schreibweise,  mit 


3/2  2px 

nach  altem  Styl  beibehalte,  weil  ich  sie  für  entsprechender  erachte. 
Sucht  man  zur  Parabel  den  allgemeinen  Ansdruck  für  die  Coordi- 
naten  des  Krümmungsmittelpunktes,  so  erhält  man 


V -f-  ^-^1»  y = ~ 


V\ 


und  demnach 


KR 


= j/(P  + 2ari)2-f 


oder 


i/(p+2*x)»+y.^(^+iy= 


2 (2^i4"p)^p 


Wollen  wir  non  in  der  Formel  nur  und  Vi  haben,  so  müssen  wir 
für  p den  Wert  ^ einführen  und  erhalten  dann 


3/i2/2a"j 


oder 


21t>  3/ejfflr;  OitlersuckHiiyta  und  Lnhrxätzn  iilufr  Hztfrenzuw/ucnrutn, 


KR  - (4*,  2 + y,2) 


]/ii 


2^1 


yi‘ 


2-^1  yi 

KR.2r,y, 


) 


oder 


2j-i2  + y,* 


. 2r,y, 


endlich 


(/« 


(2X4)2+ J,,2 


\/kr:-^is. 


Dies  ist  die  genaue  Gleichung  unserer  Blattcurve,  woraus  sich 
also  ergibt,  dass  der  Krümmungsradius  jedes  Punktes  der  Parabel 
zu  dessen  Coordinatcii  in  einer  Beziehung  steht,  ähnlich  wie  die 
Constaute  *S’  zu  den  Coordiuaten  der  Blattcurve.  Das  Wichtigste  ist 
nun,  dass  dies  eine  s»*hr  einfache,  directe  Constructiou  des  Krüm- 
mungsradius für  jeden  Punkt  der  Parabel  ermöglicht.  Nämlich:  man 
trägt  X,  2 mal  nach  rechts  ab,  errichtet  senkrecht  im  Endpunkt 
dieser  verdoppelten  Abscissc,  verbindet  das  obere  -Ende  von  y, 
mit  dem  Anfangspunkt  und  errichtet  im  Endpunkte  dieses  Jtv 
wiederum  eine  Senkrechte.  „Diese  schneidet  die  Achsen,  und  deren 
sich  ergebende  Länge  ist  der  gesuchte  KR  zum  Punkte  der 

Parabel.“ 


Die  zweite  Nutzanwendung  ergibt  sich  bei  der  Curve  mit  der 
Gleichung : 


x*y 


7’3 


welche  man  wol  die  Cubus-Hyperbel  nennen  könnte,  indem  die  Glei- 
chung 

xy  ==» 


die  Hyperbel  2ten  Grades  bezeichnet.  Die  Tangentengleichang 
findet  man  wie  folgt: 
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~2.,  _c3  ~2  o?»  ^^11  Vl)  r > 

f mn  t/ivix  ^ 


a^r/zii  = 


53 


3Zn  ' 

also  Secautengleichung : 


(^1+^11  )yiyii  .vi—y« 


OTj  OJj, 


. ..  »tynC*! +*ii), 

»— y,  (x-.r,) 


setzeu  jetzt  beide  Punkte  als  einen,  Tangentengleichung: 

3 


y-y\ 


y—Vi  ==»  — 


^y\  / V 2aT|  ^j* 

•^63  - ) " - -3  (*  -^,) 

Vi 


(.r-Xj)  Gleichg.  der  Normale  y—y^ 


(x—x^) 


8C 

y ="  ^ (ic— a^i) 


variiren  nun  a-,  als  aj^  + a, 


2Zi^ 


variirt 


^2 


a:|  2 zf  22!  X, 


, x<x  x,2  63 


X,^X  X** 


63 


1:^1  -y •'1  _ 

2y,  iV“  ^ uj| 2 ± 2zx, 


+ 


ih  3*.r,  2)  Xj<  zh  42!Xj3 


26’S 


26* 


2S«(a-,2zF2aa-^)+aari\a*j2  + *2aa!, )— xVi*±2t«, ) 

26^1 2J:46®aa-,  +'*^a’i^i22!a:xi®— ar,*If  2tx,  ^ 

= 266a:j‘-*Xa;a-i8i2«rari®zi:32a^Xj®— Xj*q:42fari74r2«a?|  ^ 
dividire  durch  zxi 

466  «=  Sarxj*  — 4xj® 

8xar,5  = 4(5«  + a:,6) 

4(66  + ^^6) 

“ 3a:i^^ 

setze 


6« 


X 


r *f/  2 
*1  yi  j 


a; 


4«/(yi*  + a;i2) 

3^1® 


Mxj^  + yt*)  ^ _ 4.rj2  + 4y^2_3^i«- 
3^1  ’ ^ 3arj 
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•'*  2y,  3*,  “ 6y, 


und  Krümmungsradius  also 


(4y,»4-a;,»  4^4y,*+x,« 


3 . 2x’,?/, 


Diesem  Ausdruck  kann  man  folgende  Form  geben 


‘6Kli  . 2y,y, 
oder 


\/4,7+vy* 


V 


(2.Vi)2+.r,li 


|/= 


3KJiT  2yjx] 


Hier  haben  wir  also  wiederum  eine  Blattcurvengleichung , in 
welcher  nur  yj  verdoppelt  ist  und  in  der  3 fachen  KB  die  Stelle  von  S 
einnimmt;  daraus  ergibt  sich,  ähnlich  wie  bei  der  Parabel,  eine  ein- 
fache Constructiou  des  KB  für  jeden  Punkt  der  Curve.  Mau  er- 
richtet senkrecht  im  Endpunkt  der  Abscisse  yj  die  doppelte  Ordi- 
nate yj;  zieht  den  Bo  an  den  erhaltenen  Punkt  und  errichtet  im 
Endpunkt  wiederum  senkrecht  auf  dem  Bo  die  Hypotenuse,  welche 
die  Achsen  schneidet.  „Ihre  Länge  ist  dann  gleich  dem  3 fachen 
Krümmungsradius  des  Punktes  (Siehe  die  Figur.) 


Für  eine  Hyperbel  mit  rechtwinkligen  Asymptoten  ist  der  Krüm- 
mungsradius   

KB  = 


und  da  für  diesen  Fall 

so  haben  wir 

2KB  . x,yj  = 


a«  = 

([/v+;r-)’ 


oder 


2KB  . yj 


was  ebenfalls  eine  Blattcurvengleichung  ist.  Hier  ergibt  also  die 
Senkrechte  auf  den  Radiusvector  in  dem  betr.  Punkte  der  Hyperbel 
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sofort  eine  Hypotenuse  gleich  dem  doppelten  Krümmungsradius.  Je- 
doch sind  diesfalls  die  Asymptoten  als  Achsen  anzusehen  und  hier- 
auf die  Coordinaten  zu  beziehen.  (Siehe  die  Figur). 

Eine  ganze  Anzahl  von  Werten,  die  sich  bei  Untersuchung  dieser 
und  anderer  Curven  ergeben  und  3te  Wurzeln  von  einfachen  Zahlen 
enthalten,  würden  sich  mit  den  gewöhnlichen  Mitteln  der  Planimetrie 
nicht  construiren  lassen.  Dagegen  nach  dem  in  § 8 demonstrirteu 
Verfahren  ist  dies  möglich. 

Die  Untersuchung  weiterer  Curven  von  der  Formel 

iß  ==»  /S- 

wird  später  folgen.  In  Vorstehendem  sollte  nur  der  Beweis  geliefert 
werden,  dass  es  möglich  ist,  Curven  3ten  Grades  auf  einfach  analy- 
tischem Wege  erschöpfend  zu  behandeln  und  so  unsren  höhereu 
Schulen  zugänglich  zu  machen,  die  sich  bisher  über  die  Kegelschnitte 
nicht  hinauswagen  durften. 

Anmerkung.  Es  sei  hier  gleich  der  Satz  mitgeteilt,  den  bei 
näherer  Untersuchung  Jeder  leicht  bestätigt  finden  wird:  „dass  für 
alle  Curven  in  der  Ebene,  deren  Gleichung  nur  eine  Constante 
enthält,  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  die  Form 
der  Blattcurvengleichung  aunimmt,  gleichviel  welchen  Grades  die 
Curve  sei.“  Also  lautet  dieser: 

e . KR  . 2 . yj  . ü . 2?|  = 

worin  e der  Exponent  der  Constante,  z derjenige  von  und  v der 
von  y,  in  der  Gleichung  der  Curve  ist.  Die  Coefficienten  von  zwei 
Gliedern  geben  also  zusammen  jedesmal  den  Coefficienten  des  drit- 
ten, wie  in  der  Gleichung  die  Exponenten  von  zwei  Gliedern  zu- 
sammen •den  des  dritten. 


V 


(*  • Vi)^  + 
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Mtscelltu. 


Vlll. 

Miscellen* 


1. 

Die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  der  Zahlen. 

Bezeichnet  man  die  Einer  einer  Zahl  c mit  Sj  und  die  Zahl  iu 
den  Stellen  vor  den  Einern  mit  so  hat  man  * = Da 

der  Rest  r,  den  z hei  der  Division  durch  m giebt,  der  Zahl  con- 
gruent  ist,  so  ist: 

r -=  103:2-1-^1  [mod  iii\ 

Setzt  mau  in  diese  Cougrueuz  1 = 10«  [mod  w<],  so  ist  auch 

r = lOiJ^-FlOasi  [mod  mj  und 
r = 10(3:2  [mod  m~\ 

Wegen  der  Congrucnz  1 = 10«  [mod  m]  ist  m relative  Prim- 
zahl zu  10.  Der  Rest  10(3:2 + «Si)  kann  also  nur  null  werden,  wenn 
+ Ö [mod  »*]  ist. 

Die  beiden  Cougruenzen  1 = 10«  [mod  m]  und 

z^  + «Zj  = 0 [mod  w]  • 

sprechen  also  zusammen  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  z durch 
m teilbar  ist. 

Die  relativen  Primzahlen  zu  10  haben  in  den  Einem  eine  der 
vier  Zahlen  1,  3,  7, 9.  Wenn  man  daher  unter  Wj  die  Zahl  der  Stellen 
vor  den  Einern  der  Zahl  m versteht,  so  lässt  sich  m darstellen  durch 
eine  der  vier  Formen 

1)  m =*  lOmj  1 

2)  m “ lOmj  -f-  3 

3)  = lOwij  -|-  7 

4)  m — lOn»!  9 
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Der  Congruenz  1 = 10a  [mod  10mi-|-l]  genügt  a mj, 

denn  10( — m^)  = — (lOwi^  -j- 1)  -|"  1 

Der  Congruenz  1 = 10a  [mod  l0?«i+3]  genügt  a =»  3m|  +1» 

denn  (10(3«4  + 1)  <=  3(10wii+3)+l 

Der  Congruenz  1 = 10a  [mod  lür»i  + 7]  genügt  a ■=  — (3mi  2, 

denn  10( — 3mj-— 1)=  —3(10wij + l 

Der  Congruenz  1 = 10a  [mod  lOmj  + 9]  genügt  a = mj-|-l, 

denn  10(t»j-|~l)  = (10w2”f“l)“|“l 

Wenn  m,  = 0 gesetzt  wird  aus  1 = 10a  [mod  +1]  für  a = 0 

1 = 10a  [mod  +3]  für  a — 1 
1 = 10a  [mod  +7]  füra«=— 2 
1 = 10a  [mod  +9]  für  a «=  1 

Aus  der  Congruenz  «2  + ®^»  = 0 [mod  ?/i]  erhält  man 

1)  «2  "1“  ö = 0 [mod  1] 

2)  32  + 1 • = 0 [mod  3] 

3)  »2  = 2 . «1  — 0 [mod  7] 

4)  ^2  + 1 . «,  = 0 [mod  9] 

t 

Die  Congruenz  1)  spricht  aus,  dass  jede  Zahl  durch  1 teilbar  ist. 

Die  Congruenz  2)  spricht  aus,  dass  eine  Zahl  durch  3 teilbar 
ist,  wenn  es  die  Zahl  ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl 
in  den  Stellen  von  den  Einern  die  Einer  addirt. 

72531  = 7254  = 729  = 81  = 9 [mod  3] 

Die  Congruenz  3)  spricht  aus,  dass  eine  Zahl  durch  7 teilbar 
ist,  wenn  es  die  Zahl  ist,  welche  man  erhält,  w'enn  mau  von  der 
Zahl  in  den  Stellen  vor  den  Einern  das  Zweifache  der  Einer  sub- 
trahirt  ’ 

5313  = 525  = 42  = 0 [mod  7] 

Die  Congruenz  4)  spricht  aus,  dass  eine  Zahl  durch  9 teilbar 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  von 
den  Einern  die  Einer  addirt 

4788  = 486  = 9 [mod  9] 


Setzt  man  — 1,  so  ist 


1)  1 = 10a  [mod  11]  und  a «■  — 1 

2)  1 = 10a  [mod  13]  und  a «=  4 

3)  1 = 10a  [mod  17]  und  « = — 5 

4)  1 = 10a  [mod  19]  und  a = 2 
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Miscellen. 


Die  Congruenz  =0  [mod  11]  giebt  also 

1)  «2  — Zj  = 0 [mod  11] 

2)  «2 4i3|  0 [mod  1.^] 

3)  «2  — 5s|  =0  [mod  17] 

4)  Äj  + 20,  = 0 [mod  19] 

Nach  1)  ist  also  eine  Zahl  durch  11  teilbar,  wenn  es  die  Zahl 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  mau  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor 
den  Einern  die  Einer  subtrahirt. 

58443  = 5841  = 583  = 55  = 0 [mod  il] 

Nach  2)  ist  eine  Zahl  durch  13  teilbar,  wenn  cs  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  weun  man  zu  der  Zahl  vor  den  Einern  das  Vier- 
fache der  Einer  addirt. 

8125  = 832  = 91  = 13  = 0 [mod  13] 

Nach  3)  ist  eine  Zahl  durch  17  teilbar,  weun  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  mau  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Fünffache  der  Einer  subtrahirt. 

6341  = G-29  = 37  = 0 [mod  17] 

Nach  4)  ist  eine  Zahl  durch  19  teilbar,  wenn  cs  die  Zahl  ist, 
welche  mau  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
• Einern  das  Zweifache  der  Einer  addirt. 

14022  = 1406  = 152  = 19  = 0 [mod  19] 


Wenn  gleich  2 gesetzt  wird,  findet  man 


1) 

2) 

3) 

4) 


1 = 10«  [mod  21] 
1 = 10«  [mod  23] 
1 = 10«  [mod  27] 
1 = 10«  [mod  29] 


und  « = — 2 
und  « = -f-  7 
und  « = — 8 
und  « = -|-  5 


Die  Congruenz  s^+ä«  = 0 [mod  ?»]  giebt  also 


1)  — 2zi  =0  [mod  21] 

2)  c2  4-  7;^i  = 0 [mod  23] 

3)  «2  — 8«i  = 0 [mod  27] 

4)  32  + 32^,  = 0 [mod  29] 
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Nach  1)  ist  also  eine  Zahl  durch  21  teilbar,  wenn  es  die  Zahl 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor 
den  Einern  das  Zweifache  der  Einer  subtrahirt. 

13734  = 1365  = 126  = 0 [mod  21] 

Nach  2)  ist  eine  Zahl  durch  23  teibar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Siebenfache  der  Einer  addirt. 

14651  = 1472  = 161  = 23  = 0 [mod  23] 

Nach  3)  ist  eine  Zahl  durch  27  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  von  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Achtfache  der  Einer  subtrahirt. 

9369  = 861  = 54  = 27  = 0 [mod  27] 

Nach  *4)  ist  eine  Zahl  durch  29  teilbar,  wenn  es  die  Zahl  ist, 
welche  man  erhält,  wenn  man  zu  der  Zahl  in  den  Stellen  vor  den 
Einern  das  Dreifache  der  Einer  addirt. 

12061  = 1218  = 145  = 29  = 0 [mod  29] 

In  derselben  Weise  kann  man  für  jeden  Modulus  t«,  welcher  zu 
10  relative  Primzahl  ist,  das  entsprechende  a und  damit  das  Kenn- 
zeichen für  die  Teilbarkeit  jeder  Zahl  z durch  den  Modulus  m finden. 

Direktor  Dr.  Theodor  Lange. 


2. 

Facultäteiicongruenzeii. 

Für  eine  Reihe  von  auf  einanderfolgenden  Facultäten  und  für 
einen  beliebigen  Modul  m bestehen  die  folgenden  Congruenzen; 

2!  + (m  — 2)1! 

31  + (m  — 3)2! 

4!  + (m  - 4)3! 


(m— 1)  I + (m  — [wt  - 1]  (w  — 2) ! 


0 (mod  m) 
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Miacellen. 


Beispiel : 

m «=»  11. 


2!  + 9 . 1 ! = 11 
3!  + 8 . 21  — 22 
4!  + 7 . 31  =66 
51  + 6.4!  =264 
61  + 5.5!  =1320 
7 ! + 4 . 6 I = 6920 
8!+3 . 7!  = 55440 
9:  + 2 . 8!  = 443520 
14!  + 1 . 9 ! = 3991680 

Die  entstandenen  Producte  sind  alle  durch  11  teilbar. 

Oldenburg  i.  G.  G.  Speckmann. 
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IX. 

Anwendungen  von  Dühring's  Begriff  der 

W ertigkeit, 

II. 

Von 

Dy.  K.  Wessely. 

Fortsetzung  von  Nr.  XX.  im  X.  Teil. 


Jede  algebraische  Gleichung  mit  coustanten  Coefficienten  kann 
aufgefasst  werden  als  specieller  Fall  der  Definitions-Gloiclinng  einer 
algebraischen  Function;  entweder  in  der  Weise,  dass  die  ganzen 
rationalen  Functionen,  welche  die  Coefficienten  einer  solchen  Defini- 
tions-Gleichung bilden,  nur  das  absolute  Glied  enthalten,  oder  in  der 
Weise,  dass  diese  Coefficienten  durch  Substitution  eines  bestimmten 
Wertes  für  die  unabhängig  Veränderliche  zu  Constanten  geworden 
sind. 

Entsprechend  dem  durch  die  Riemaun’sche  Fläche  bestimmten 
Zusammenhang  zwischen  den  einzelnen  Zweigen  der  algebraischen 
Function  kann  man  dann  auch  zwischen  den  einzelnen  Lösungen 
einer  numerischen  Gleichung  eine  bestimmte  Reihenfolge  fixirt  den- 
ken, und  unter  Beibehaltung  der  einmal  fixirten  Reihenfolge  mit  dem 
gesamten  Wertecomplex  der  Lösung  in  derselben  Weise  arithme- 
tische Operationen  ausführen,  wie  mit  einer  algebraischen  Function. 

Tatsächlich  ist  ja  auch  eine  irrationale  Zahl  durch  die 

Bedingung,  einer  quadratischen  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
genügen  zu  sollen,  mit  einer  zweiten  irrationalen  Zahl  a — inso- 
ferne  verknüpft,  als  es  unmöglich  ist  eine  solche  Gleichung  zu  bilden, 
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die  eine  der  beiden  Lösungen  hätte  ohne  die  andere;  das  heisst:  es 
ist  durch  eine  Gleichung: 

*=»  er 


X als  zweiwertige,  durch  eine  Gleichung: 

ar^  ^ a 


X als  dreiwertige  Grösse  definirt. 


Jeder  zweiwertige  Coefticient  macht  eine  Verbindnng 

X ±:Va  . y zu  einer  „irreductiblen“,  das  heisst  zu  einer  solchen,  welche 
aus  der  Gleichung 

X + V’rt  . y = 0 


folgern  lässt 


X = 0;  y = 0 


Es  wird  daher  auch  eine  unabhängig  Veränderliche 


2 = a*  + V”a  . y 

in  bestimmter  Weise  über  die  Fundamental-Ebene  ausgebreitet  werden 
können,  sobald  die  Festsetzung  gemacht  i.'^t,  dass  die  beiden  reellen 
Variablen  x und  y zwei  auf  einander  senkrechte  Richtungen  der 
Ebene  darstellen  und  der  zweiwertige  Coefficient  nur  dazu 

dient,  ihre  additive  Verbindung  zu  einer  irreductibleu  zu  macheu^ 
ohne  dass  a speciell  gleich  der  negativen  Einheit  sein  müsste.  Für 
eine  bestimmte  Ausbreitung  der  complexen  Grössen: 


y + V'—i  . y 


über  die  Fundamental-Ebene  ist  also  die  Deutung  der  imaginären 
Einheit  als  „Richtung“  nicht  erforderlich,  und  das  Rechnen  mit 
complexen  Grössen  kann  in  mancher  Hinsicht  als  specieller  Fall  des 
Rechnens  mit  einem  zweiwertigen  Argument  angesehen  werden,  das 
iu  analoger  Weise  auch  für  ein  drei-  und  mehrwertiges  Argument 
durchgeführt  werden  kann. 

Ist  z.  B.  k:  durch  eine  Gleichung 


^2  = a 


als  zweiwertige  Grösse  definirt,  und  ordnet  man  einem  bestimmten 


Werte  von 


z = X ky 


einen  bestimmten  Wert  von 

f(z)  = M 4" 
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ZU,  und  ebenso  einem  unendlich  benachbarten  Wert  von  « einen 
solchen  von  j{z\  so  folgt  aus 


df{z)  = + _ ,ly 


dass  der  Quotient 


1^) 

dz 


von  dz  unabhängig  wird,  sobald 


oder : 


OU 


rs 

ov 


k 


^f(z) 

d-r 

Bv 


Bu 

8x  + * Sx 


Bu 

Bx 


+ 


Bx 


Da  k^  definitiousgemäss  einwertig  gleich  a ist,  folgt  aus 


0L'  er 

rJ  fl  ■ —J—  A* 

Vy  ox  ' 


BU 


(Pr  BUt 

U =0 

w y Cx  ) 


BV  ^ BV  BL 

CSSB  {J  ^ UDQ  ' — n 

cy  0 X vy  ox 

als  notwendige  und  wie  man  leicht  übersieht  auch  als  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  eine  Function  von  z ist,  d.  h.  einen 

Differential-Quotienten  nach  z besitzt,  der  von  der  Art,  wie  z ver- 
schwindet , unabhängig  ist.  Untersucht  man  aber  das  Yerhäitniss 

du^+dy^ 

entsprechender  Bogen-Elemente:  Rechnung: 


dU*+dV^  = dx!^ 


M(tT+MD’'+«-!(l7)’+(fc7! 


, „ idU  SU  , 1 SU  SU\ 


80  dass  im  allgemeinen  das  Yerhäitniss  der  Moduln  entsprechender 
Bogenelemente  von  den  Incrementen  nicht  unabhängig  ist.  Nur  in 
dem  speciellen  Falle  a -=  — 1 wird,  wie  man  sieht,  der  Quotient 
dU^+dV^ 
dx^-\-dy'^ 
ähnlich. 


eine  Function  der  Coordinaten,  oder  die  Abbildung 


Yerfährt  man  in  ganz  analoger  Weise  mit  einem  dreiwertigen 
Argument 

l'5* 
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7r  t=a  g*  + ky  + k^z 

wobei  k durch  die  Gleichung 

= a 


als  dreiwertige  Grösse  definirt  sein  soll , so  dass  durch  w sämtliche 
Punkte  des  Raumes  in  bestimmter  Weise  repräsentirt  werden  kön- 
nen, so  erhält  man,  wie  früher,  als  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass 


U kV  + W 

eine  Function  von  m sei,  aus 


die  Gleichungen: 
oder: 


df{ic) 


a/ 


a/- 


8x 


If 

dz 


k 


dx 


dz 


df ^ 1 df 
dx  k dy 


k^ 

L 

k^  dz 


dx 


hiefür  kann  man  auch  wegen 

df  du 


dv 


dW 


d X dx'^^dx'^^  dx 


df  du 


dv 


dW 


schreiben : 


8y -8F 

di  dz  ^'^dz  +*  0s 


1 I 8 k , 0IK 

0x  01  “•*  01  <:  0J,  “K  0y ' "I"  ^ Sy 

^ 1_  a_G  1 djv  d^ 

k^  dz  ' k dz  ' dz 


Mit  Rücksicht  darauf,  dass  aus 

1c^  a folgt: 


1 

k 


k^ 

und 

a 


k 


a 


ergibt  sich  weiter,  da  man  definitionsgemäss  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Potenzen  von  k einander  gleich  setzen  kann,  für  die  Be- 
dingungsgleichungen  die  Form: 
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du  dV  d^ 

dx  dy  dz 

du  dV  ^ 

dy  dz  ^dz] 

du  dV  dW 

^ ‘ ^ Q A — ” Ct  ^ 

oz  ex  Oy 

Jeder  analytische  Ausdruck,  der  von  a;,  y,  z nur  iu  der  Ver- 
bindung x-{-ky-\-k^z  abhängt,  lässt  sich  in  bestimmter  Weise  auf 
die  Form  U+kV-\-lßW  bringen. 

Denn  aus  einer  Gleichung 

f(x-\-ky+l^z)  = lJJ^kV-\-kiW 

bestimmen  sich  die  Werte  von  f/,  V'  W in  eindeutiger  Weise,  da 
diese  Gleichung  nichts  anderes  ist,  als  eine  kürzere  Schreibweise  für 
die  drei  linearen  Gleichungen,  die  mau  erhält,  wenn  mau  für  k seine 
drei  Werte  A:, , A;j,  k^  substituirt;  bezeichnet  man  die  entsprechenden 
Werte  von  ic  mit  «c,,  jc,,,  w,j,  so  folgt  aus 

f{w^)  ^ u k^V  + k,^^W 
/K)  = U-^k^V+k^^W 

f{tv,)  ^ ^7^-^3K  + Vly 

3U  = /(U7i)  + 

3 F = k^^/-(w,)  + 

'dW  = kff{w^)  -f  k^fiio^)  + /.-'a  /'(jCs) 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  auch  unmittelbar,  dass  die 
Grössen  f/,  F,  . >F  deu  aufgestellten  Bediugungsgleichungen  genügen» 
so  dass  also  jeder  analytische  Ausdruck  der  nur  vou  x-]-ky  -\-kh 
abhäugt,  auch  als  eine  Function  des  dreiwertigen  Argumentes  zu 
bezeichnen  ist. 

Bildet  man  nun  wieder  den  Quotienten  der  Moduln  sich  ent- 
sprechender Bogenelemente,  ‘so  zeigt  sich  wie  früher,  dass  dieses 
Verhältniss  im  allgemeinen  für  einen  bestimmten  Punkt  nicht  con- 
stant  ist,  dass  es  aber  iu  dem  speciellen  Fall 

A;*  = 1 oder  = — 1 

für  jede  Function  von  w eine  bestimmte  Fläche  gibt,  für  deren 
Pankte  der  erwähnte  Quotient  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  os 


230  Wetselj/i  Anwendungen  von  Diihring's  Begriff  der  W€rliglceit^ 


dass  diese  Fläche  auf  der  ihr  durch  /’(«?)  zugeordneten  in  den  klein- 
sten Teilen  ähnlich  abgcbildet  wird. 

Mau  erhält  nämlich  unter  Benutzung  der  aufgestelltcn  partiellen 
Differential  Gleichungen  : 


dU*+dV'^-\-d  = 


+ 

+ 


-\-Uxdy 

du  du  l du  dV  1 dU  d 01 

~dx  dg  ' a dz  dx  ' dg  dz  | 

— |-2dy 

du  d U d U a l;  1 d U dU 

dg  dz  ' dx  dg  ' a dz  dx  _ 

~\-'2dz  dx 

du  du  1 d U du  1 dU  dU' 

dx  d^  ' a dg  d^  ' « cg  dg 

daher  für  = 1 


[©■+  ß^)’+  (K'](-+v-h..'. 

+<L-- 5-  + l7l“  + &'- 

das  heisst  für  alle  Werte  ur,  y,  welche  der  Gleichung 

^21  = ft 

~dx  dg  dg  dz  8*  dx 


genügen,  wird 

dx^-^dg'^-]-dz^'"  ~~  \dx  J [dg  J '^\dzj 

oder  jede  Function  you  x-{-kg-\-k'h 

f{x  + kg-^k^z)=  U-\-kV+k^W 

wobei 

it«  = 1 


bildet  die  Fläche,  welche  durch  die  obige  Gleichung  bestimmt  ist, 
auf  der  ihr  entsprechenden  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  ab. 

Man  kann  die  Gleichung  dieser  Fläche  in  etwas  einfachere  Form 
bringen,  wenn  man  für  ^ den  früher  berechneten  Wert  einselzt. 

Man  erhält  dann: 
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Ö t/  dfiir{)  df(ic^)  df  (1/J3) 

Bx  öiTj  ' BlP^  8w^ 

3 ^ I ^{!HA  ^ I 

By  dy  Bu‘^  * By  ' Bw^  * By 

und  unter  Berücksichtigung,  dass 

*,  ==1,  A-,  - J -I-  A-,  = _ A _ Y~-^ 


SU  SU  /a/('<-,)V  , / 

0x  • a;  ” vaw,  '7  + v‘0«.-s  ; * 


Ö7f;l 

+('.+‘■.>W^  “s:?’ 


Ö«J, 


Btr^ 


Die  analogen  Relationen  für  die  beiden  übrigen  Posten  geben 
addirt: 


, ö// af7  . eo^a_G’\  « a/K) 
a^  äy  03  cä  a^  / \ äw,  / Bir^  * 0^3 


so  dass  die  Gleichung  der  abzubildendeii  Fläche  auch  geschrieben 
werden  kann: 


/a/(u’i)\^  __  a/’(^t^)  a/(<t»3) 

\ a»/*i  / Bw^  * a</’3 

Bezeichnet  ^ die  Umkehniugsfuncticn  von  /,  so  dass 

W — t/;(t7+A;  V+k^W) 


SO  kann  man  die  entsprechende  Fläche  schreiben: 

_ aT/;(I7+/kr4- J ""  B^{U+L2V-\-k^^\V) 

if^iu+hy_±h^^j3 

* BH>{U-^\V+k^W) 

worin  f und  il>  im  Zähler  selbstverständlich  weggelassen  werden 
können. 


Um  hiernach  ein  einfaches  Beispiel  zu  rechnen,  das  durch  die 
Gauss’sche  Abbildungstheorie  leicht  verificirt  werden  kann,  möge  / 
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SO  bestimmt  werdcu,  dass  die  abzubildeudo  Fläche^  eine  Rotations- 
fläche wird,  deren  Axe  in  die  Richtung  der  früher  definirtcu  i oder 
1 + ^'  + ^**  ^ällt,  welche  Richtung  auf  der  Ebene 


.r 


senkrecht  steht. 


Die  partielle  Differential-Gleichung  aller  dieser  Rotationsflächen 
lautet: 

a'x  + ~ dl  “ 

Setzt  man  voraus,  dass  F die  Form  haben  soll 


F 


\ dw 


h ) 


SO  erhält  mau,  wenn  der  Kürze  halber 

df{w) 


cw 


gesetzt  wird,  als  Gleichung  der  Rotationsfläche : 

•i•{z--x){2q>{tr^)(p\w^)  - cp^tc^) 

+ (*  — i/)  =*  0 

woraus  sich  nach  einigen  einfachen  Reductionen  ergibt: 

. 'p'Cttg)-  irs—<p{tc^)  . fp'iic^)  . tr«  = 0 

Wählt  man  also  <p  so,  dass 

<p'{ic)  . {tv)  = A(p{w)  wird, 

oder  also 

log  (p{w)  = A lüg  tc  + log  C 
(p{ic)  = C . 

worin  C und  A Constante  bedeuten,  so  ist  die  obige  Gleichung 
identisch  erfüllt. 


Für  f{tc)  folgt  also: 

t\w)  ^ 

oder  wenn  A = — 1 


C 


A 1 


(JC- 


4 + 1 


+ 


f(jc)  c=  log  Ci  . wC 
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Speciell 

/•(«,)  = «,-1  =»  U+k  VJ[.k'^  w 

liefert  als  abzubildende  Fläche : ! 

*=  («*5}  • 

= i w'sj  • 

oder 

(x  + y + *)*  = ± («  + + k^z)  {x  + k.^y  + k.^z) 

indem 

k^^  = A*3  und  = k^ 

Dreht  man  das  Coordiuaten-Systein  in  die  Richtung  der  früher 
defiuirten  Einheitsvectoren  i,  l durch  die  Transformation 


a; A:y -f- = 


V3 


2 — k — k"^ 

^6  ^ ■T'  'Yi~  ^ 


worin  die  Coeflicienteu  gleich  hoher  Potenzen  von  k gleich  gesetzt 
werden  können,  so  verwandeln  sich  die  beiden  Flächengleichungen, 
da 

I*  + »+=  = 

3 1 

in: 

r - W = 0 

und 

bedeuten  also  einen  reellen  und  einen  imaginären  Kreiskegel. 

Für  die  entsprechende  Fläche  ergeben  sich  selbstverständlich 
wegen  der  Reciprocität : 

Mjj  = (U+  F+  W)-^ 
io^  = {U+k^V+k^W)-^ 
w^^(U+k,V+k^W)-^ 

Gleichungen  von  derselben  Form,  so  dass  also  die  Function  ^ die 

Kegel  auf  sich  selbst  abbildet,  und  zwar  in  reciproker  Weise,  indem 
den  Schnittcurven  des  Kreiskegels  im  xyz  Raume  mit  den  Ebenen 

a:  -j-  y -|-  2 '=>  c 


DIgitized  by  Google 


Wessely:  Anwendunyen  von  Dühriny's  Be.yriff  der  Wertigkeit, 

die  Schnitte  desselben  Kegels  im  UVW  Räume  mit  den  Ebenen 

LT 4-  K4-  W 

c 

entsprechen. 

Im  allgemeinen  erhält  man  entsprechende  Punkte  durch  die 
Relationen: 

jj  ^ y y _ ? 

M’i  . . Wo  Wj  . ir^  . eCjj  #^1  . tc^  . 

welche  sich  auf  die  früher  angegebene  Weise  durch  directes  Aus- 
rechnen  ergehen. 

Eine  couforme  Abbildung  des  reellen  Kegels  auf  die  Ebene  er- 
hält man,  wenn  A — — 1 gesetzt  wird,  also  durch 

f{w)  — log  w =-  U + k V k * W 

indem  man  als  abzubildende  Fläche  wieder  erhält: 


während  sich  für  die  entsprechende  Fläche  aus  : 

U+JeV+kHV 

x-ytci/-\-  K~z  ==»  c 

ergibt: 

e 


x-\-ky-\-  k^z  ==»  c 

r-f-  W) 


w. 


U+k,,V+k^W 

u’a  = c 


so  dass 


= e 

= WgWg 


übergeht  in 

2(  U+  V+  W)  = 17+  ^3  V+k^  W+  U+k^  F+^•3  W 

oder: 

K+  W = 0 


Entsprechende  Punkte  erhält  man  durch  die  Relationen,  die  sich 
zwischen  xyz  und  UVyv  aus  den  drei  Gleichungen: 

3r/  — logWj?c,?c3 

3 K = logWiMJg*« 

3 TT  — log  W|W2*3tÜ3*'»' 


ergeben. 
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Um  auf  eine  von  den  bisherigen  Entwicklungen  unabhängige 
Weise  zu  zeigen,  dass  die  einander  in  solcher  Weise  zugeordneten 
Flächen  wirklich  conform  abgebildet  sind,  sollen  noch  beide  Flächen 
mit  je  zwei  Sebaaren  sich  rechtwinklig  schneidender  Curven  bedeckt 
werden;  die  Zuordnung  entsprechender  Punkte  durch  die  obigen 
Relationen,  muss  daun  in  den  krummlinigen  Coordinaten  ausgedrückt 
übergehen  in  eine  Zuordnung  durch  gewöhnliche  complexe  Functionen. 

Bezeichnet  man  die  neuen  Variablen  für  xyz  mit  d'  und  x und 
die  neuen  Variablen  für  IJVW  mit  a und  p,  so  lässt  sich  die  Kegel- 
fiäche 

^ oder  xy  -[-  + xx  =*  0 


darstellen  durch 


vb 


sin 


^ = Vi  + V'i  cos-l  - vi  sin  /. 

. « Vi  - Vi  cos  A - Vi  e sin  A 


und  die  zugeorducte  Ebene  darstellen  durch 

U = a 


7t 


Q COS  ^ 


W = psin 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

3f7—  3(F  — logw’jWjW’3 


Q 

und 

u\  --=■  3 V J c 


V lOgJCjlös  3tÜ8  +[lOgtCi?C2  t#3  I* 


t/*— 3 v?d  , , , VU  . , i/’— 3 l.A 

V « ■ cosA+V^e  ^ sinA  -==  j « 

i/'-3  v*d  ^ ^ . vid  . . if-3  viö  vri.; 

m?3  = — ▼ -ijT  « cosA4-V|e  sinA=  — f e e 
folgt : 
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= 5 log  S + 3 V|  8 

a = ilog^  + v'l  ö 

Uni  noch  p durch  a und  S auszudrücken,  kann  man  für  i 

7t 


V"-l  . 


schreiben  e 


2 


, so  dass 


VZl  ^ 

^ * 2 

V— 5 = V'i  ’ c und  — V'—  ? «=  V^e 

gesetzt  wird,  woraus  sich  weiter  ergibt: 

— V3  (—  -+’■) 


und 


k } 

«•j  . ic^  . ~ e 


A/o  A?*j 

a'i  . . U’,j  ==  c 


+ V3  2 +/.) 


Op.  = 6(-^+Ay 

(-1+0 


V§ 


so  dass  zwischen  den  krummlinigen  Coordiuaten  die  Beziehung  be- 
steht: 


ö + V_i  p =»  .J  log 


3__  Ä 4^:^ 
2 2^3 


+ V"?  (9  + — 1 A) 


was  bekanntlich  eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Conformität 
der  Abbildung  ist. 

Als  auszuschliessendo  Unstetigkcitsstellen  einer  eindeutigen 
P'uuction  eines  dreiwertigen  Argumentes  müssen  naturgeraäss  alle 
jene  Punkte  angesehen  werden,  in  welchen  einer  der  drei  Func- 
tionswerte unstetig  wird ; für  die  Function  — erfüllen  daher  die  Un- 
stetigkeitsstellen erstens  die  Ebene 

u?,  ==0==»a;  + y-|-2 

und  zweitens  die  Gerade  m’2  *=  0 oder  (was  dasselbe  Resultat  liefert) 
it’3  = 0;  nämlich 
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X 


y 


Dies  sind  zugleich  auch  die  im  endlichen  gelegenen  ün  stetig- 
keitsstellen des  Logarithmus,  wie  man  entweder  aus  den  früher  be- 
rechneten Werten  von  UVW^  oder  auch  aus  der  Definition  des  Lo- 


garithmus durch  die  Summe 


dw 

w 


erkennt. 


Dass  ein  solches  Integral  einen  „Sinn“  hat,  d.  h.  einen  vom 
Integrationsweg  unabhängigen  Wert  liefert,  fofgt  aus  dem  Satz  von 
Stokes,  nach  welchem  ein.  Integral : 


adx  ß dy  ydz 


das  sich  über  eine  geschlossene  Curve  erstreckt,  stets  ersetzt  werden 
kann  durch  ein  Flächen-Integral : 


da 


wobei  n die  Normale  auf  da  bedeutet  und  die  Fläche  vom  Intcgra- 
tionsweg  begrenzt  wird. 


Bringt  man  nämlich  das  Linien-Integral 


zunächst  durch  Ausführung  der  Multiplication: 

( V+  k r-f  W)  (dx  -f  k dp+k^dz) 

auf  die  Form: 


Udx+Wdy+Vdz  + k V€lx+  Udy~\- 

Wdx+  Vdy+  Udz 


Wdz 


und  verwandelt  dasselbe  hernach  nach  dem  Stokes’schen  Satz  in  ein 
Flächen-Integral,  so  erhält  man  für  den  ersten  Posten,  wo  UVW 
an  die  Stelle  von  aßy  treten: 
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und  für  den  zweiten  und  dritten  Posten  durch  cyklische  Vertauschung: 


Nach  den  früher  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  einzelnen 
partiellen  Differential-Quotienten  verschwindet  jeder  einzelne  Posten 
unter  dem  Integralzeichen,  und  es  wird  daher 

= Ü 

sobald  man  durch  die  geschlossene  Integrations-Curve  eine  Fläche 
legen  kann,  die  nur  solche  Punkte  enthält,  für  welche  die  aufge- 
stellten Relationen  zwischen  den  partiellen  Differential-Quotienten 
richtig  sind.' 

Wollte  man  etwa  jene  Stellen,  wo  die  partiellen  Differential- 
Gleichungen  keine  Giltigkeit  haben,  als  „Wirbelruum“  von  f{w)  be- 
zeichnen, so  kann  man  also  sagen,  ein  Integral 

f (tc)  dto 

hat  für  alle  jene  Curven,  die  sich  ohne  einen  Wirbelraum  zu  treffen, 
in  einander  überführen  lassen,  ein  und  denselben  Wert. 

Beispielsweise  wird  das  Integral 

dw 
w 

erstreckt  um  irgend  eine  Curve,  welche  die  Gerade 

X — 7J  <=•  X 

oder  die  Richtung  i einschliesst,  ohne  die  Ebene 

X y z 0 

zu  treffen,  ersetzt  werden  können  durch  dasselbe  Integral  längs  eines 
Kreises,  dessen  Ebene  auf  der  Richtung  * senkrecht  steht  und 
dessen  Mittelpunkt  in  die  i Axe  fällt. 
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Dreht  man  das  Coordinaten-System  in  die  Richtung  der  i j t 

und  führt  Polar-Coordinaten  ein,  so  dass,  für  w zu  schreiben  ist: 

* 

w = T(/cos(jp+örsiu()p)  wobei  g = ;cosA+^sin^ 

und  für  dw^  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bezüglich  der  Integration  cp 
constant  ist,  geschrieben  werden  kann. 


so 


dw  = r sin  9 ( gj"  • ) 

P dw 

geht  das  Integral  / über  in 


[C) 


hn 


J 


*sin  cp{  — j sin  A Z cos  dl 


Man  kann  nun 


/ cos  (JD  + gr  sin  qp 
1 


Zcosqp+^sinqp 
bringen,  indem  man  in  der  Gleichung: 


auf  die  Form:  iX-\-jY-\-lZ 


1 =«  Z^cos  cpX  -\~ß  cos  A sin  \p  F+  Z*  sin  A sin  cpZ 
+ j I (sin  A sin  qp  Fsin  q>Z) 


für  /,  Z die  Werte  in  k substituirt,  und  dann  die  Coefficienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  k einander  gleich  setzt,  wodurch  man 
erhält : 

1 ^ 2 cos  A ^ 2 sin  A 

3cosqp’  ^ ” 3 sinqp’  ^ 3siiiqp 

hiernach  wird: 


'In 


cosA 
sin  9 


sin  A 
sin  qp 


sin  qp 


dl 


dl 


der  erste  Posten  unter  dem  Integral  verschwindet,  weil 

ij  = t*Z  = 0 • 

Ferner  gibt: 

= (—  i sin  A + Z cosA)  dl 

j cos  l . dg  ^ ( — ß cos  A sin  A + jl  cos*A)dA 
ZßinA  . <Zy  = (~/Z  sin*A  -|-  Z^  cosA  sinA)tZA 

daher: 
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\dX 


(;cosA  — /8inA)rf<7  =*  — O**-}“ /*)sinA  cosA<?A 

-•■V\ 

indem  wie  frttlier  gezeigt. 

f + P = 0 

“-Vl^ 


l 


r dw 

das  Integral  I ~~  geht  also  über  in 
(ö*) 


/ 


d.  h.  „es  hat  einen  von  r and  unabhängigen  Wert.“ 

Selbstverständlich  muss  man,  wenn  für  ijl  respective  k seine  drei 
Werte  in  die  letzte  Beziehung  substituirt  werden,  drei  richtige  Glei- 
chungen erhalten 

81 Q 

Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen:  : — hat 

° ?.  cos  (p  -f“  sin  qp 

für  A;, die  drei  Werte: 


0 


( — sin  A ^ — 1 cos  A)  #/A  ( — sin  A — V — 1 cos  A)  </A 


cosA+ V— i sin  A cosA— IsinA 

dem  entsprechen  die  drei  Werte  von  l . n nämlich 


0;  2n  ^ — 1 ; — 2;r  — 1 
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X. 


Der  Ring  des  Saturn. 

Eine  mathematische  Abhandinug. 

Von 

■ 

Albert  Niemann^ 

Regierungs-  und  Baurath  a.  D. 


V 0 r w 0 r t. 

„Die  Atmosphäre  hat,  nach  den  ans  der  Strahlenbrechung  gezogenen 
„Schlüssen,  eine  Höbe  von  weniger  als  zehn  geographischen  Meilen/^ 
Etwas  andere  Schlüsse  zog  man  ans  der  Erscheinnng  der  Stern- 
schnnppen  nnd  Fenerkngeln  , deren  plötzliches  Anflenchten  der  Be- 
rührnng  mit  nnserer  Atmosphäre  zngeschrieben  nnd  nach  Scbätznn- 
gen,  so  gnt  sie  sich  machen  Hessen,  in  einen  Abstand  von  drcissig 
bis  vierzig  Meilen  oder  von  200  bis  300  km  von  der  Erdoberfläche 
gesetzt  wnrde.  Weiter  zn  gehen,  schien  gewagt.  Dass  nnn  jemand 
kommt  nnd  die  Grenze  der  Atmosphäre,  wie  es  in  der  vorliegenden 
Schrift  geschieht,  fast  anf  das  fünfhnndertfache  des  früheren  oder 
anf  das  hnndertnndzwanzig-  bis  hnndertnndachtzigfache  des  neneren 
Maasses  hinansrückt,  das  kann  als  Dreistigkeit  angesehen  werden. 
Der  Leser  möge  diese  Dreistigkeit  wolwollend  verzeihen  nnd  möge 
die  Schrift  mit  frenndlichem  Willen  lesen:  er  wird  finden  dass  sie 
sich  nicht  anf  wenn  nnd  aber  gegründet , sondern  sich  anf  den  be- 
währten nnd  nnanfechtbaren  Gesetzen  der  Massenanziehnng  anfgehant 
hat,  nnd  zwanglos  an  ihren  Schlüssen  über  den  Bing  des  Saturn 
vorgeschritten  ist. 


Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Beihe,  T.  XVI. 
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!•  Allgr^nieine  Gleichung:. 

• 

SAN  in  Figur  1 sei  ein  Weltkörper,  der  sich  in  n Secunden 
einmal  um  seine  Achse  dreht.  Durch  die  Centrifugalkraft , die  sich 
aus  der  Umdrehung  entwickelt,  werden  die  Massenteilchen  der 
Atmosphäre  nach  aussen  gedrängt;  durch  die  Anziehung,  die  der 
Weltkörper  ausübt,  werden  sie  nach  dessen  Mittelpunkt  hingezogen. 
Da  die  Anziehung  mit  dem  Abstande  vom  Weltkörper  abnimmt,  und 
die  Centrifugalkraft  mit  diesem  Abstaude  zunimmt,  so  muss  es  eine 
Grenze  FBED  geben,  an  welcher  Anziehung  und  Centrifugalkraft  mit 
einander  im  Gleichgewicht  stehen.  Bis  zu  dieser  Grenze  dehnt  sich, 
wie  hier  abweichend  von  allen  bisherigen  Annahmen  behauptet  wird, 
mit  stetig  abnehmender  Dichte  die  Atmosphäre  aus  und  schliesst 
dort  in  einer  Verdünnung  ab,  die  wir  weder  mit  Luftpumpen  noch 
mit  anderen  Vorrichtungen  erreichen  können  und  die  sich  von  der 
Torricellischen  Leere  kaum  unterscheidet. 

In  E sei  eine  Masse  co  vorhanden  und  die  Bescljleunigung  der 
Fallschwere  in  diesem  Punkte  sei  gleich/.  Die  Anziehung,  mit  der 
das  Gestirn  die  Masse  o)  nach  dem  Mittelpunkte  C hinzieht  und  die 
gleich  ym  ist,  werde  mit  q bezeichnet.  Sie  zerlegt  sich  in  ^siny 
parallel  zur  Achse  FD  und  in  9 cos  9 senkrecht  zur  Achse  FD. 

Die  Centrifugalkraft,  die  sich  im  Punkte  E in  der  Masse  w 
entwickelt,  ist  in  der  Figur  mit  F bezeichnet  w^orden  und  ist,  da 
sie  durch  Umdrehung  des  Gestirns  um  die  Achse  FD  entsteht,  senk* 
recht  zu  dieser  Achse  gerichtet.  Wenn  mau  also  bestimmen  will, 
wie  weit  der  Punkt  E in  der  Grenze  der  Atmosphäre  vom  Mittel- 
punkt C des  Weltkörpers  entfernt  ist,  so  muss  man  die  Gleichung 
ansetzen: 

P = q cos  (p 

Bei  der  Umdrehung  um  die  Achse  FD  beschreibt  der  Punkt  E 
mit  der  Tangentialgcschwindigkeit 

V = — EH 
n 

einen  Kreis  vom  Halbmesser  EH.  Danach  ist 

P 6=  — 

EH 

und,  wenn  man  für  v den  eben  genannten  Wert  einrückt  und  aus 
der  Figur 

EH  = CE  cos 

entnimmt. 
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/2w\*  ^ 

P = oa  (~  1 C*£cos  q> 

Setzt  man  dies  gleich  5 cos  9,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden  ' 

= ywcos  qp 

so  erhält  man  nach  Ausscheidung  der  sich  hebenden  Grössen 

=■  j-  {ff 

oder  wenn  man  CE  durch  R bezeichnet 


7?  = 


In  diesem  Ausdruck  muss  noch  y bestimmt  werden.  Es  sei  g die 
Beschleunigung  der  Fallschwere  im  Aequator  unserer  Erde,  n der 
Aequatorial-Halbmesser  der  Erde,  A die  Masse  der  Erde  und  M mal 
A die  Masse  des  fremden  Gestirns.  Da  sich  nun  nach  dem  bekannten 
Gesetz  die  durch  die  Beschleunigungen  y und  g vertretenen  An- 
ziehungen direct  wie  die  Massen  der  ihnen  zugehörigen  Gestirne 
und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Abstände  der  angezogenen 
Masse  von  den  Mittelpunkten  dieser  Gestirne  verhalten,  so  hat  man 
die  Proportion 


woraus  sich 


= M. 


a^g 

ci* 


oder 


ergiebt.  Durch  Einführung  dieses  Wertes  in  die  vorige  Gleichung 
und  durch  Entwicklung  von  R erhält  man  schliesslich 

3 


R = 


In  diesem  Ausdruck  ist,  wie  der  Deutlichkeit  halber  noch  ein- 
mal wiederholt  sein  möge,  u {=  6377,5  km)  der  Aequatorial-Halb- 
messer der  Erde  und  a(=  9,815  m)  die  Beschleunigung  der  Fall- 
schwere im  Aequator  der  Erde,  die  aber,  wenn  a in  Kilometern  an- 
genommen wird,  ebenfalls  als  Bruchteil  eines  Kilometers 

(-  0,009815  km) 


angesetzt  werden  muss.  M und  n sind  Maasse,  die  dem  fremden 
Gestirn  angehören,  z.  B.  für  den  Saturn  n = 37767  Secunden  und 
M = 92. 


Zufolge  der  vorstehenden  Berechnung  sind  also  die  sämtlichen 
Punkte  der  Linie  FRED  gleich  weit  vom  Mittelpunkt  des  Sterns 


16* 
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entfernt  oder  mit  anderen  Worten:  die  Linie  ist  eine  Kreislinie  nnd 
das  Gestirn  bildet  mit  seiner  Atmosphäre  trotz  seiner  Umdrehung 
und  trotz  der  Abplattung  des  festen  Teils  eine  genaue  Kugel  vom 
Halbmesser  R. 


II.  Die  Beschleunigung  g. 


In  seinen  logarithmischen  Tafeln  (Ausgabe  1879,  Seite  160) 
giebt  Dr.  E.  F.  August  die  Beschleunigung  der  Pendelschwero  im 
Aequator  der  Erde  gleich  9,781  m an.  Es  ist  dies  die  Beschleu- 
nigung der  Fallschwere,  vermindert  um  den  Verlust,  der  ihr  aus  der 
Centrifigalkraft  erwächst.  Durch  die  Fallschwere  wird  eine  im 
Aequator  der  Erde  behndliche  Masse  cd  mit  der  Kraft  goa  angezogen. 

CDü* 

Die  Centrifugalkraft  der  Masse  cd  ist  aber  =-  oder,  weil  die  Tan- 


gential-Geschwindigkeit  v 


27ca  /2tc\* 

— ist,  gleich  « f — j b. 


Dieselbe  Masse  wird  von  der  Pendelschwere  mit  der  Kraft 
9,781  CD  angezogen  und  dies  muss  gleich 


/27r\* 

sein,  woraus  man 

(27t\S 

erhält.  Hierin  ist  n = 86164  Secunden,  die  Zeit  einer  Umdrehung 
der  Erde  um  ihre  Achse  und  a = 6377500  ra  der  Halbmesser  des 
Erd-Aequators.  Die  Ausrechnung  ergiebt 

(^)  ^ 0,034  und  g = 9,815  m 


III.  Die  Anziehung  qsin<p. 

Man  beachte  folgende  drei  Punkte.  Erstens,  dass  die  in  E 
angenommene  Masse  w,  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  das 
Massenteilchen  E sich  an  der  Grenze  oder,  wenn  mau  will,  auf 
der  Grenze  der  Dunsthülle  befindet;  zweitens,  dass  die  Anziehung 
q (Figur  1)  in  die  beiden  Seitenanziehungen  qcoscp  und  qsiny  zer- 
legt, folglich  durch  diese  beiden  Anziehungen  ersetzt  worden  ist; 
drittens , dass  die  Seitenkraft  q cos  q>  und  die  Centrifugalkraft  P io 
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E mit  einander  im  Gleichgewicht  stehen,  sich  also  gegenseitig  auf- 
heben,  so  dass  das  Massenteilchen  E sich  weder  in  der  Richtung 
EH  (Figur  1)  gegen  die  Erdachse  hin , noch  in  der  Richtung  EP 
nach  aussen  bewegt.  Dann  erkennt  man,  dass  die  Kraft  qs\nq> 
übrig  geblieben  ist  und  für  sich  allein,  unabhängig  von  den  Kräften 
qco8(p  und  P behandelt  werden  kann.  Wir  wollen  sie  K nennen» 
Figur  2,  also 

q sin  tp  = K 

setzen  und  in  die  beiden  Aeste  U in  der  Richtnng  des  Halbmessers 
EC  und  T in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Meridian  DEB 
zerlegen.  Die  Seitenkraft  U wird,  wie  man  sieht,  durch  den  Wider- 
stand der  Dunsthülle  aufgehoben,  so  dass  die  Seitenkraft 


T = A cos  9>  ==  q sin  <p  cos  <p 

vollständig  frei  geworden  ist.  Durch  die  Kraft  T wird  das 
Massenteilchen  E längs  des  Bogens  EB  nach  der  Aequatorebene  CR, 
also  nach  B hingefübrt. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  der  dies  geschieht,  ist  bemerkenswert 
und  soll  zunächst  besprochen  werden.  Sie  geht  infolge  des  anhalten- 
den Einflusses  der  wenn  auch  abnehmenden  Kraft  T in  eine  be- 
schleunigte über  und  hört  zufolge  der  Massenträgheit  auch  dann 
noch  nicht  auf,  wenn  T und  9 = 0 geworden  sind. 

Zur  Beantwortung  der  Frage,  welche  Geschwindigkeit  das  Massen- 
teilchen E bei  seiner  Ankunft  in  A erlangt  habe,  nehme  mau  an, 
es  sei  um  den  Bogen  a bis  G vorgerückt,  und  seine  Geschwindigkeit 
in  G sei  gleich  v geworden.  In  G ist  die  Kraft 


7'  =*  qsin(<p  — a)cos(g)  — a) 

Das  Differential  der  Zeit  sei  dt,  das  Differential  des  Bogens  ds  und 
P die  Beschleunigung,  die  durch  die  Kraft  F erzeugt  wird.  Dann  ist 

dv  p dt  und  vdt  = ds  also  vdv  z=  pds 

Da  wir  nun  die  Beschleunigung  der  Fallschwere,  die  durch  die 
Anziehung  g in  JE  horvorgerufen  wird  und  die  in  jedem  Punkte  des 
Kreisbogens  DEBF  die  nämliche  ist,  mit  y bezeichnet  haben,  so  ist 
piy  = T:q  und  hieraus  nach  dem  Vorstehenden 


Auch  ist 
mithin 


p = ysin((p  — a)cos((jP  — «) 
ds  ^ Rda 

vdv  = yR8in(q>‘—(x)cos{(p  — a)rfa  und 
ü*  = — yRsin(9  — -j-  Const 
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Da  für  a =»  Ö auch  v = 0 ist,  so  ist 


Const  = y i?  sin  und 
= yß{sin  g)*  — sin(<p  — a)^} 


Hierin  ist  die  Geschwindigkeit  gegeben,  die  ein  Massenteilchen  er- 
reicht hat,  wenn  es  von  einem  beliebigen  Punkte  E aus  um  einen 
Bogen  ct  vorgerückt  ist.  Von  Bedeutung  ist  jedoch  nur  die  in  B 
erlangte  Endgeschwindigkeit,  die  sich  ergiebt,  wenn  a = qp  geworden 
ist.  Sie  ist 


Im  Abschnitt  I.  ist 


V = sin  qp 
Ma^ 


berechnet  worden,  so  dass  man  schliesslich  für  die  Endgeschwindigkeit 
in  B den  Ausdruck  erhält 


Wenn  man  in  dieser  Gleichung  qp  = 90  Grad  werden  lässt  und 
für  R den  im  Abschnitt  I.  berechneten  Wert  setzt,  so  erhält  man 
die  Geschwindigkeit,  die  ein  vom  Pol  der  Dunsthülle , also  von  D 
herankoramendes  Massenteilchen  au  der  Acquatorebene  in  B erlangt 
gleich  3 


In  dieser  Gleichung  ist  wieder  a = 6377,5  km  der  Aequatorial-Halb- 
messer  der  Erde ; g = 9,815  m (oder  0,009815  km)  die  Beschleuni- 
gung der  Fallschwere  im  Erdaequator,  wogegen  M und  n die  dem 
fremden  Gestirn  ungehörigen  Maasse  bezeichnen. 


Die  Ergebnisse  einer  hiernach  ausgeführten  Zahlenberechnung 
sind  für  drei  vorzugsweise  zu  berücksichtigende  Planeten  in  nach- 
folgender Liste  zusammengestellt  worden. 


Gestirn 

M 

Masse  im  Ver- 
hältniss  zu  der 
Masse  der 
Erde 

n 

Zeit  einer  Um- 
drehung des 
Gestirns 

Secunden 

R 

Halbmesser 
der  Oberfläche 
der  Dunsthülle 

km 

V 

Eudgcschwin- 
digk.  der  Mas- 
senteilchen 
vom  Pol  an 
der  Aequator- 
ebene 

km 

Erde 

1,0 

fc6l64 

42185 

3,1 

Saturn 

92,0 

37757 

109868 

18,3 

Jupiter 

308,0 

35707 

158354 

27,9 
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Die  für  R und  V angegebenen  Zahlen  müssen  befremden.  Denn 
in  Beziehung  auf  die  Erde  sagen  sie  zum  Beispiel , dass  die  Höhe 
ihrer  Atmosphäre  über  ihrer  Oberfläche  nicht  90  oder  200  bis 
300  km,  sondern  42185  — 6377,-5  = rund  35808  km  beträgt.  Die 
Berechnung  macht  aber,  auch  wenn  das  Ergebniss  noch  so  viel  Er- 
staueu  erregt,  Anspruch  auf  volle  Richtigkeit. 


IV.  Die  Venus  und  unser  Mond. 

Wollte  man  die  Berechnung  auf  die  Venus  an  wenden,  die  sich 
angeblich  in  224,7  Tagen  einmal  um  ihre  Achse  dreht,  oder  auf 
uusern  Mond , bei  dem  auf  eine  Umdrehung  29,53  Tage  vergeben, 
so  erhielte  man  für  die  Venus 

E = 1437870  km 

und  für  den  Mond 

R = 93707  km 

das  heisst,  bis  auf  diese  Abstände  von  ihren  Mittelpunkten  würden 
die  Atmosphären  dieser  Gestirne  reichen.  Dem  Mond  wird  keine 
Atmosphäre  zugeschrieben,  die  Venus  dagegen  soll  eine  Atmosphäre 
haben,  jedoch  sio  hat  entweder  keine  Atmosphäre  oder  sie  dreht 
sich  rascher  um,  denn  die  ausserordentliche  Grösse  des  Maasses, 
das  sich  für  E herausrechnet,  macht  das  Vorhandensein  einer  Dunst- 
hüllc  unwahrscheinlich. 

Die  Formel  für  E zeigt  deutlich,  dass  E um  so  kleiner  wird  ' 
je  kleiner  n ist,  je  rascher  also  das  Gestirn  sich  dreht,  und  dass, 
abgesehen  von  der  Masse  A/,  die  Gestirne  ihre  Atmosphäre  um  so 
fester  Zusammenhalten,  je  rascher  sie  sich  umdrehen.  Dies  mag 
auffallend  erscheinen,  weil  die  Centrifugalkraft,  also  die  aus  einander 
treibende  Kraft  mit  der  Schnelligkeit  der  Umdrehung  wächst,  aber 
die  Sache  ist  nicht  anders. 


V.  Die  Entstehung  eines  Ringes. 

Die  Massenteilchen  E kommen  freilich  nicht  mit  der  im  Ab- 
schnitt III.  angegebenen  Geschwindigkeit  an  der  Aequatorebene  in 
E an.  Es  treten  ihnen  vielmehr  einige  Störungen  entgegen,  die 
nicht  unbedeutend  sind,  die  sich  aber  in  keine  Formeln  fassen 
lassen.  Jedes  Massenteilchen  schlägt  zunächst  die  Richtung  der 
Tangente  El"  ein,  es  wird  auch  beim  Hervorquellen  aus  der 
Atmosphäre  so  zu  sagen  aufgeworfen,  nach  kurzem  Lauf  durch  die 
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Anziehung  des  Gestirns  wieder  auf  die  Dunsthülle  gestossen  und  ge- 
zwungen, seinen  Weg  in  ähnlichen  Sprüngen  fortzusetzen  wie  der 
Stein,  der  über  eine  glatte  Wasserfläche  geschleudert  wird.  Bei 
jedem  Sprunge  erleidet  es  einen  Aufenthalt.  Ein  anderer  Aufent- 
halt entsteht  dadurch,  dass  die  aus  höheren  Breiten  herkommendeo, 
schon  zu  grösserer  Geschwindigkeit  angeregten  Massenteilchen  die 
aus  niedrigeren  Breiten  entstammenden  und  deshalb  langsamer  hin- 
ziehenden Massenteilchen  einholen  und  durch  diese  verzögert  wer- 
den. Endlich  entsteht  noch  ein  Aufenthalt  dadurch,  dass  die  Mas- 
senteilchen infolge  der  Umdrehung  des  Gestirns  sich  in  Spiralen  be- 
wegen, mithin  einen  grösseren  Weg  laufen  müsssen,  als  worauf  die 
Berechnung  bezogen  worden  ist. 

Nichtsdestoweniger  wird  die  Endgeschwindigkeit  an  der  Aequator* 
ebene  in  ß noch  bedeutend  sein:  das  Heranströmen  der  Massen- 
teilchen würde  sogar  noch  stürmisch  genannt  werden  können,  wenn 
die  heraneilenden  Luftarten  nicht  fast  gewichtlos  wären.  In  dieser 
Beziehung  nimmt  in  der  Tat  die  Sache, ein  Aussehen  an,  dass  sich  unsere 
Gedanken  nur  schwer  an  das  Ergebniss  herauwagen,  das  der  Rcchen- 
stift  hcrausrechnet.  Wendet  man  nämlich  das  zwar  für  solche  ausser- 
ordentlichen Fälle  nicht  ersonnene,  immerhin  aber  hier  nicht  ganz 
abzulehnendo  Mariottesebe  Gesetz  in  Gemeinschaft  mit  den  Gesetzen 
der  Anziehung  an  und  setzt  man  die  Dichte  der  Luft  an  der  Ober- 
fläche der  Erde  gleich  Eins,  so  findet  man,  dass  ihre  Dichte  im 
Abstande 

R — 42185  km 

vom  Mittelpunkt  der  Erde,  also  an  der  Grenze  DEBF  unserer 
Dunsthülle  sich  in  einem  Bruche  darstellt,  dessen  Zähler  gleich 
Eins  und  dessen  Nenner  eine  Million  auf  die  etwa  fünfzigste  Potenz 
erhoben  ist.  Ungezählte  Billionen  Jahre  müssten  vergehen,  ehe  ans 
der  Oberfläche  der  Dunsthülle,  obgleich  sie  über  zwanzig  tausend  Mil- 
lionen Quadratkilometer  gross  ist,  soviel  Luft  an  der  Aequatorebene 
CB  zusammengeströmt  wäre,  wie  einem  einzigen  Kubikmeter  der 
Luft  an  der  Erdoberfläche  entspräche.  Dies  soll  uns  jedoch  nicht 
abschrecken,  den  von  uns  eingeschlagenen  Weg  weiter  zu  verfolgen.  , 

I 

Die  Massenteilchen  E,  die  an  der  Oberfläche  des  nördlichen  iTeils  I 
der  Dunsthüllo  entspringen,  begegnen  an  der  Aequatorebene  CB  den 
Massenteilchen  von  der  südlichen  Halbkugel.  Die  einen  drängen 
dort  auf  die  andern  und  alle  treten,  da  die  Centrifugalkraft  ihnen 
den  Wiedereintritt  in  die  Atmosphäre  verwehrt,  vor  die  Atmosphäre.  l 

Solange  die  Massenteilchen  dem  von  der  Linie  FBD  begrenzten, 
durch  die  Anziel^ung  des  Gestirns  zusammengehaltenen  Dunstkreise 
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EDgehörten,  wuchs  ihre  Tangential -Geschwindigkeit  mit  ihrem  Ab- 
stande von  der  Achse  FD^  weil  die  Winkelgeschwindigkeit  dieselbe 
blieb  und  der  zu  durchlaufende  Kreis  immer  grösser  wurde.  Sobald 
hingegen  die  Teilchen  bei  B aus  dem  Dunstkreise  ausgetreten  sind,  ist 
der  Anziehungskraft  durch  die  ihr  in  B in  gleicher  Grösse  entgegen- 
tretende Centrifugalkraft  die  Möglichkeit  genommen,  die  Tangential- 
Geschwindigkeit  der  Teilchen  noch  zunehmen  zu  lassen;  sie  behalten 
aber  auf  Grund  der  Trägheit  einerseits  in  der  Richtung  der  Planeten- 
bahn um  die  Sonne  die  Geschwindigkeit  des  Planeten,  andererseits 
in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Aequator  des  Dunstkreises  die 
Rotations-Geschwindigkeit,  die  der  Punkt  B bei  der  Umdrehung  des 
Planeten  um  die  Achse  FD  besitzt.  Sie  können  aber  nicht  der 
Tangente  folgen,  das  heisst,  sich  nicht  in  der  Richtung  der  Tangente 
vom  Dunstkreise  entfernen,  weil  sie  an  diesen  fortwährend  durch 
die  Anziehung  des  Gestirns  herangezogen  werden.  Sich  wieder  in 
den  Dunstkreis  einzufügeii,  gestattet  ihnen,  wie  wir  schon  gesagt 
haben,  die  Centrifugalkraft  nicht,  durch  die  sie  vielmehr,  sobald  sie 
den  Dunstkreis  berühren,  dauernd  abgestossen  werden.  Es  bleibt 
ihnen  nichts  anderes  übrig,  als  sich  bei  B ausserhalb  des  Dunst- 
kreises zu  lagern. 

Derselbe  Vorgang,  wie  er  beschrieben  wurde,  vollzieht  sich  in 
allen  Punkten  des  Aequators  der  Dunsthülle  in  seinem  ganzen  Um- 
fange. Zugleich  strömen  ununterbrochen  andere  Massenteilchen  den 
zuerst  ausgetretenen  nach  und  drängen  diese  von  dem  Dunstkreise  ab 
weiter  nach  Z hinaus. 

Auf  solche  Weise  entsteht  um  die  Dunsthülle  ein  Ring  oder 
Wolkenzug  BZ  Figur  3,  der  wegen  der  stetig  in  Wirksamkeit  blei- 
benden Kraft  qsiu<;n  in  der  Richtung  parallel  zur  Planetenachso  ge- 
messen nur  sehr  dünn  sein  kann  und  dem  in  Richtung  der  Aequa- 
torebene  eine  grössere  Ausdehnung  offen  steht. 

Der  Ring  des  Saturn  ist  sichtbar,  der  Ring  der  Erde  nicht 
Wir  sehen  ja  die  Luft  nicht,  in  der  wir  athmen:  um  [so  weniger 
können  wir  die  Luft  von  dünnster  Dünne  sehen,  die  in  weitem  Ab- 
stande von  uns  den  Ring  um  die  Erde  bildet.  Aber  er  entgeht  uns 
nicht;  denn  das  Zodiakallicht  ist  unzweifelhaft  sein  Verräter. 

Noch  einiges  andere  von  allgemeiner  Bedeutung  möge  dem 
nächsten  Abschnitt  Vorbehalten  und  der  grösseren  Anschaulichkeit 
halber  an  dem  Planeten  dargelegt  werden,  der  merkwürdiger  Weise 
in  unserem  Sonnensystem  allein  die  hier  in  Behandlung  genommenen 
Eigenschaften  deutlich  wahrnehmen  lässt* 
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VI.  Der  Ring:  des  Saturn. 

In  der  nach  dem  Maassstabc  gezeichneten  Figur  4 ist  der  Saturn 
mit  seinem  Kranze  dargcstellt.  Die  stark  punktirte  Kreislinie  E ist 
die  rechnungsmässige  Grenze  seiner  Atmosphäre,  also  die  Linie 
DEBF  der  früheren  Figuren.  Wie  kommt  es  dann,  so  lautet  sofort 
die  Frage,  dass  der  Ring,  der  nach  den  Lehren  der  vorigen  Ab- 
schnitte ausserhalb  der  erwähnten  Grenze  liegen  sollte,  in  diese  hin- 
ciuragt?  Bevor  dies  erklärt  wird,  ist  noch  an  das  zu  erinnern,  was 
man  bisher  über  den  Ring  beobachtet  hat. 

Früher  schrieb  man  der  Kranzscheibe  eine  Dicke  von  etwa  40 
Kilometern  zu,  was  mit  unseren  Ausführungen  über  die  Kraft  qsmq> 
schlecht  übereiustimmt,  In  neueren  Zeiten  haben  die  mächtigen 
Fernrohre,  die  man  jetzt  besitzt,  Zweifel  au  den  40  km  erweckt  und 
zu  der  Meinung  geführt,  dass  mehr  als  ein  halbes  Kilometer  Dicke 
nicht  angenommen  werden  könne.  Die  Stärke  einer  Scheibe  zu 
messen,  die  dem  Einen  aus  Dunstmassen,  dem  Andern  vielleicht  aus 
Flüssigkeiten  und  dem  Dritten  gar  aus  einem  kreisenden  Schwarm 
von  staubwolkenartigen  Körperchen  gebildet  zu  sein  scheint  und  die 
miiidosteus  1190  Millionen  Kilometer  oder  achtmal  so  w^eit  wie  die 
Sonne  von  uns  entfernt  ist,  also  die  Dicke  einer  Scheibe  zu  bestim- 
men, die  aus  lauter  verschiebbaren  und  in  Bewegung  befindlichen 
Teilchen  besteht  und  die  aus  diesem  Grunde  schwerlich  eine  scharf 
begrenzte  Kante  hat,  das  ist  viel  zu  schwierig,  als  dass  die  Unsicher- 
heit der  bisherigen  Angaben  auffallend  vs'äre.  Für  unsere  Unter- 
suchungen ist,  wie  wir  sehen  werden,  die  Dicke  der  Scheibe  gleich- 

qUILIq. 


Selbst  der  grösste  Durchmesser  der  Scheibe,  obgleich  er  als 
ein  grösseres  Object  schärfer  in’s  Auge  gefasst  werden  kann,  wird 
verschieden  gross  angegeben,  einmal  271C00  km,  dann  von  dem  amerika- 
nischen, im  Jahre  1863  verstorbenen  Astronomen  G.  P.  Bond  278230 
km  und  in  den  neueren  Jahren  von  Baruard  276368  km.  Diese  Zahl 
sollte  die  zuverlässigste  sein,  denn  sie  gründet  sich  auf  Beobach- 
tungen, die  ihr  Urheber  im  Jahre  1894,  als  die  Sichtbarkeit  des 
Saturn  besonders  günstig  war,  mit  dem  36  zölligen  Refractor  der 
Licksternwartc  ausgeführt  hat.  Der  Unterschied  der  beiden  amerika- 
nischen Zahlen  beträgt  1862  km  und  zeigt  zur  Genüge,  dass  die 
Angaben  über  die  Dicke  der  Scheibe  sich  rein  auf  Schätzung  be- 
schränken müssen. 

Schwer  zu  bekämpfen  ist  die  herrschend  gewordene  Ansicht, 
dass  der  Kranz  des  Saturn  aus  zwei  um  eiuanderliegenden  Ringen  be- 
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stünde,  die  durch  einen  leeren  Zwischenraum  von  einander  getrennt 
wären.  Im  Anfänge  unseres  Jahrhunderts  hat  man  von  dieser  Tren- 
nung nichts  gemerkt;  der  Astronom  Barnard  stellt  sie  auf  Grund 
seiner  sorgfältigen  Beobachtungen  ebenfalls  in  Frage  und  will  nur 
etwas  gesehen  haben,  das  ihm  wie  eine  schwache  dunkle  Linie  auf 
dem  Ringe  erschienen  wäre.  In  unserer  Figur  ist  der  Zwischenraum 
den  G.  P.  Bond  3230  km  breit  angiebt,  durch  die  Kreise  F und  G 
augedeutet  werden. 

Wenn  wir  auch  mit  berühmten  Astronomen  in  Widerspruch  ge- 
raten, so  wollen  wir  doch  von  dem  vermeintlichen  Zwischenraum 
abseheu  und  zwar  sowol  weil  der  Astronom  Barnard  Glauben  ver- 
dient, als  auch  weil  das  Dasein  einer  leeren  den  Kranz  in  zwei  con- 
ccntrische  Ringe  spaltenden  Schicht  durch  unsere  Entwickelungen 
widerlegt  wird.  Der  Astronom  Bond  führt  auch  noch  einen  dunkeln, 
innersten  Ring  an,  der  in  der  Figur  durch  die  Kreislinien  C und  D 
eingeschlossen  wird  und  16155  km  Breite  haben  soll.  Zum  Kranze 
des  Saturn  kann  dieser  dunkle  Ring  oder  Raum  nicht  gehören; 
vielleicht  ist  es  dasselbe,  was  Barnard  einen  dunklen  Aepuatorial- 
gürtel  nennt.  Wir  bleiben  bei  dem  Ringe  stehen,  der  bisher  stets 
als  der  eigentliche  Ring  betrachtet  wurde  und  in  der  Figur  durch 
die  Kreislinien  D und  H begrenzt  worden  ist. 

Dieser  Ring  dreht  sich  anscheinend  rückläufig  um  den  Planeten 
herum.  Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  gesagt,  dass  und  weshalb 
jedes  Massenteilchen  L',  das  aus  der  Dunsthülle  austräte,  bei  der 
Umdrehung  um  die  Achse  FD  die  Tangential-Geschwindigkeit  be- 
wahrte, die  in  der  Grenzlinie  DEBF  Figur  3 sich  entwickelt  hätte, 
was  so  gut  für  den  Punkt  Z gilt,  wie  für  jeden  zwischen  Z und  B 
befindlichen  Punkt.  Da  nun  der  Punkt  Z in  Beziehung  auf  die  Bar- 
nard’schen  Angaben  um  28316  km  weiter  vom  Mittelpunkt  des  Saturn 
entfernt  ist  als  der  Punkt  i^,  so  muss  Z mit  der  nämlichen  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Secunde,  mit  der  B den  von  ihm  bei  jeder 
Umdrehung  des  Planeten  mit  dem  Halbmesser  CD  beschriebenen 
Kreis  durchläuft,  eine  um  17800  km  grössere  Kreislinie  durch- 
laufen, was  zur  Folge  hat,  dass  bei  jeder  Umdrehung  des  Saturn 
der  Punkt  Z sich  um  zwei  Stunden  und  zweiundvierzig  Minuten 
(2®  42'}  verspätet,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  der  Punkt  Z 
zu  einer  Umdrehung  um;  die  Achse  des  Planeten  2®  42'  mehr  ver- 
braucht als  der  -Punkt  i?,  oder  der  Planet  selbst.  Ebenso  ist  es 
mit  dem  Punkte  zwischen  Z und  B mit  der  Maassgabe , dass  mit 
die  Verzögerung  kleiner  wird,  je  näher  der  fragliche  Punkt  bei  B 
liegt.  Auf  diese  Weise  entsteht  der  Eindruck  einer  rückläufigen 
Bewegung  des  Ringes  um  den  Saturn. 
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Noch  haben  wir  zu  erwähnen,  dass  die  Ringscheibe  des  Saturn 
streitig  aussieht.  Als  die  ersten  Massenteilchen  E aus  der  Dunst- 
htille  austraten,  bildeten  sie  einen  Ring  um  den  Planeten.  Dann 
folgten  andere  Teile  nach  und  schoben,  da  die  Wirkung  der  Kraft 
(/sinqp  oder  der  Kraft  qs\n(pcosg>  (Abschnitt  III)  ihnen  nicht  er- 
laubte, sich  neben  dem  ersten  Ringe  zu  lagern,  diesen  weiter  hinaus 
und  bildeten  für  sich  den  zweiten  Ring.  Darauf  folgte  ein  dritter, 
ein  vierter  und  so  fort  immer  ein  neuer  Ring  nach  dem  andern,  bis 
die  jetzt  bestehende,  durch  den  Kreis  H Figur  4 gekennzeichnete 
Ausdehnung  erreicht  worden  war,  deren  Zunahme  ununterbrochen 
statttindet,  für  uns  kurzlebige  Menschen  aber  nicht  wahrnehmbar  ist. 
Hiernach  hätten  wir  also  zu  verstehen  gegeben,  dass  der  Ring  des 
Saturn  äus  lauter  concentrischen  Ringen  bestünde.  Man  braucht 
dies  jedoch  nicht  wörtlich  zu  nehmen,  sondern  nur  auf  die  soeben 
ausgesprochene  Bemerkung  zurückzugeheu , dass  die  an  der  Aussen- 
seite  der  Grenze  DEBF  der  Dunsthülle  liegenden  Teile  des  Kranzes 
sich  in  ganz  verschiedenen  Zeiten  um  die  Planetenachse  drehen,  je 
nachdem  ihr  Abstand  von  dieser  grösser  oder  kleiner  ist.  Danach 
kann  es  nicht  ausbleiben,  dass  sich,  wenn  es  nicht  schon  von  vorn- 
herein geschehen  ist,  auch  nachträglich  concentrische  Ringe  bilden, 
denen  wir  keinen  unabänderliehen  Bestand  zusprechon  wollen,  das 
heisst,  die  wol  hin  und  wieder  in  einander  verschwimmen  mögen,  die 
aber  dem  Kranze  des  Planeten  das  erwähnte  streifige  Aussehen  ver- 
schaflen  müssen.  Da  der  Ring  durch  die  von  Norden  und  von  Süden 
gegen  einander  wirkenden  Kräfte  (j'sin<p,  durch  die  Anziehung  des 
Planeten  und  durch  die  Centrifugalkraft  zusammen  gehalten  wird, 
da  er  also  ein  geschlossenes  Ganze  bildet,  so  gehen  die  Drehungen 
der  concentrischen  Ringe  um  einander  auch  auf  den  innerhalb  der 
Grenzlinie  DEBF  liegenden  Teil  des  Kranzes  oder  Ringes  über  und 
geben  auch  diesem  ein  streifiges  Aussehen. 


VII.  Die  Lage  des  Satururinges. 

Es  kommt  schliesslich  darauf  an,  die  Lage  des  Saturnriags  zu 
der  Grenzlinie  DEBF  zu  bestimmen,  also  auch  nachzuweisen,  wes- 
halb sich  der  Ring,  anscheinend  im  Widerspruch  mit  den  Erklärungen 
des  Abschnittes  I,  in  den  Raum  erstreckt,  der  von  der  Grenzlinie 
DEBF  umschlossen  wird.  Wesentlich  hierbei  ist,  dass  der  Ring 
gemäss  dem  Schlusssatz  des  vorigen  Abschnitts  ein  zwar  aus  losen 
Teilen  bestehendes,  aber  doch  in  sich  vereinigtes  Gebilde  darstellt 

Wir  schneiden  den  Keil  KKHH  Figur  5 aus  dem  Ringe  heraus. 
Seine  Dicke  sei  gleich  eins,  seine  Breite  BB  ebenfalls  gleich  eins. 
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C ist  der  Mittelpunkt  des  Saturn,  AA  seine  Oberfläche',  KK  die 
innere  und  HH  die  äussere  Kante  des  Saturnringes,  BB  die  im  Ab- 
schnitt I berechnete  Grenzlinie  oder  die  Oberfläche  der  Dunsthülle 
vom  Halbmesser 

R — 109  868  km 

Die  Centrifugalkraft,  die  sich  in  dem  Stück  BH  entwickelt,  vermehrt 
um  die  in  KB  entwickelte  Centrifugalkraft  muss  mit  der  Anziehung 
die  der  Planet  auf  den  ganzen  Keil  ausübt,  im  Gleichgewicht  stehen. 
Es  soll  Alles  auf  die  Linie  BB  bezogen  werden,  für  welche  wir  die 
Beschleunigung  der  Fallschwere  durch  y bezeichnet  haben. 

In  dem  Stück  BH  kommt  nach  dem  bisher  gesagten  durch- 
weg dieselbe  Tangential-Geschwindigkeit  v vor , die  dem  der  Grenz- 
linie BB  ungehörigen  Punkt  B bei  der  Umdrehung  um  die  Planeten- 
achse SN  zu  eigen  geworden  ist.  Da 


ist,  so  ist 


BB  z=  1 


hh  == 


R 


und  das  Differential,  das  zugleich  die  Masse  ausdrücken  möge. 


n+y 

R 


dy 


Danach  ist  die  Centrifugalkraft 

R+y  , 

- R ■ R+y'^^ 

und  dies  von  0 bis  h intcgrirt,  ergiebt  die  ganze  Centrifugalkraft 

a;2 

des  Stückes  BH  gleich  oder,  weil 


33.  In  Beziehung  auf  das  Stück  KB  könnten  zweierlei  Ansichten 
geltend  gemacht  werden,  entweder  dass  in  diesem  Stück  die  Tan- 
gential-Geschwindigkeit mit  dem  Abstande  vom  Mittelpunkte  des 
Planeten  gerade  so  zunimmt,  wie  in  dem  übrigen  Raume  innerhalb 
der  Grenzlinie  DEBF.^  oder  dass  das  Stück  AÄ,  dessen  Teile  vor- 
her, solange  sie  an  der  Aussenseite  von  DAAA  lagen,  die  constante 
Geschwindigkeit  v hatten,  diese  wie  im  vorigen  Abschnitt  auch  dann 
noch  beibehalten  hat,  nachdem  es  durch  das  Stück  BH  in  den  In- 
nenraum  vou  DE  BF  hineingedrückt  worden  war.  “Wahrscheinlich 
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werden  beide  Geschwindigkeiten  einander  beeinflussen  und  fort- 
während mit  einander  kämpfen,  ohne  dass  eine  von  beiden  für  sich 
allein  jemals  die  Herrschaft  zu  behaupten  vermag. 

Die  erste  Ansicht,  wonach  die  Tangential-Geschwindigkeit  ver- 
änderlich ist,  soll  zunächst  in  Rechnung  gezogen  werden.  Für  die 
Masse  ec  ist  der  Umdrehungs-Halbmesser 


die  Masse 


R — d -f-  ® 
R—(l+x 


R 


dx 


und  die  Centrifugalkraft 

R — d -\-x  f {R  — d-\-x)'^  ^ 

Ti  VTy 


(R  -d+x) 
R 


'I 


dl 


was  von  0 bis  d integrirt,  die  Centrifugalkraft  des  Stückes  ä'ä  er- 
gäbe 

Wenn  die  zweite  Ansicht  gelten  soll,  so  hat  man  einfach  den 
unter  A gegebenen  Ausdruck  von  0 bis  d-\-b  zu  integriren  und  er- 
hält in  diesem  Falle  die  Centrifugalkraft  des  Stückes  KB 

=.  (^-^y  R(d+b)  m) 


cs;.  Die  Anziehung  des  Saturn  auf  das  Massenteilchen  BB=\ 
ist  nach  dem  B>üheren  = y,  mithin  auf  das  Massenteilchen  ee  gleich 


R — ri-J— a; 


72* 


R 


• (R-d-fa;) 


« dx  = y 


R 


R — d X 


dx 


was  von  0 bis  d-\-h  integrirt,  die  ganze  Anziehung,  die  der  Planet 
auf  den  Keil  HK  ausübt,  gleich 

, R-\-h 


ergiebt.  Nach  Abschnitt  I ist  aber 

“ ~ ' fe)  ' 


(?)■" 

mithin  die  ganze  Anziehung  auf  den  Keil  gleich 


/^\2 
\ n 


d 


m 
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Es  ist  also  einmal  51  + 93  = S und  das  andere  Mal  9393  = d zu 
setzen.  Im  ersten  Falle  erhält  man  nach  gehöriger  Auflösung  die 
Gleichung 


Ä + fZ  , R'+h  . 

-r  “ ü:r;i  + 


im  anderen  Falle  die  Gleichung 


Z»+"  d 

n 


R+h 
R — d 


Hierin  ist  für  den  Saturn  R =»  109863  der  im  Abschnitt  III. 
angegebene  Halbmesser  seiner  Dunsthülle;  Z>  + ^Z=  47816  km  nach 
G.  P.  Bond  die  ganze  Breite  RH  des  Ringes;  h und  d sind  zu  be- 
rechnen. 


Im  ersten  Falle  ergiebt  die  Zahlenberechnung 
b = 31271  km  und  d = 165544  km  im  zweiten  Falle 


f)  = 25636  km  und  d.  = 22179  km 

Zählt  man  h zu  R hinzu,  so  erhält  man  den  Halbmesser  des  äusseren 
Randes,  und  wenn  man  d von  R abzieht,  so  erhält  man  den  Halb- 
messer des  innern  Randes  der  Ringscheibe.  Die  nachstehende  üeber- 
sicht  giebt  Gelegenheit,  die  Zahlen  der  Berechnungen  und  die  Zahlen 
der  astronomischen  Beobachtungen  unter  sich  mit  einander  bequem 
zu  vergleichen. 


Streifenbreite 


Halbmesser 


Urspung 

der 

Zahlen 

h 

km 

d 

km 

des  äussern 
Randes 

km 

des  innern 
Randes 

km 

G.  P.  Bond 

29247 

18568 

139115 

91300 

Barnard 

28318 

19499 

138184 

90369 

Berechnung 

31271 

16544 

141139 

93324 

Berechnung 

25636 

22179 

135504 

87689 

Mittel  aus 
5)  und  (£ 

28454 

19361 

138322 

90507 

Nur  die  drei  fettgedruckten  Zahlen  sind  von  den  Astronomen 
angegeben,  und  die  übrigen  Zahlen  danach  und  nach  der  von  G. 
P.  Bond  angegebenen  Kranzbreite  von  48815  km  berechnet  worden. 
Die  letzte  Zeile  der  vorstehenden  Liste  enthält  auch  das  Mittel  aus 


Digltized  by  Google 


256 
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den  berechneten  Zahlen.  Dass  dieses  Mittel  mit  den  Barnard’schen 
Messungen  nahezu  übereinstimmt,  soll  aber  kein  Beweis  für  die 
Richtigkeit  der  vorausgegangenen  Herleitungen  sein;  denn  wenn 
diese  nicht  an  und  für  sich  richtig  wären,  dann  könnten  ihnen  aach 
keine  Zahlen  dazu  verhelfen.  Die  Angabe  des  Durchschnitts  er- 
schien im  Hinblick  auf  das,  was  vorhin  unter  (ö)  über  die  zweierlei 
verschiedenen  Ansichten  gesagt  wurde,  nicht  überflüssig,  sondern  ge- 
radezu geboten. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  der  Keil  KKHH  unter  der  bestän- 
digen Geschwindigkeit  v dieselbe  Centrifugalkraft  (^iB)  auch  dann 
liefern  würde  , wenn  er,  zwischen  die  verlängerten  Radien  CH  und 
CH  gefasst,  dass  heisst,  von  diesen  Verlängerungen  begrenzt  und  in 
der  Masse  vergrössert,  ganz  ausserhalb  der  Grenzlinie  BB  läge, 
vorausgesetzt,  dass  seine  Höbe  sich  nicht  änderte. 

Anmerkung.  Nicht  unerwähnt  soll  bleiben,  dass  die  Kraft  ^sin^? 
oder  die  im  Abschnitt  III.  besprochene  Kraft  gsinqpcosg),  in  dem 
Maasse,  wie  sie  an  die  Oberfläche  der  Erde  kommt,  in  dem  beweg- 
lichen Wasser  der  Meere  die  Meeresströmungen  verursacht  und  da- 
durch den  Grund  zu  Ebbe  und  Flut  legt.  Der  Mond  hat  dabei 
die  Aufgabe  übernommen,  durch  seine  Anziehung,  die  nicht  geläug- 
net  werden  soll,  die  in  Bewegung  befindlichen  Massen 
einer  gewissen  Regelung  zu  unterwerfen. 
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XI. 

üeber  das  gleichseitige  und  das  Höhenschnitts- 

Tetraeder. 


Von 

R.  Hoppe. 


§ 1.  Allgremeine  Anordnuugeu. 

Die  Gleichheit  aller  4 Seiten  und  der  Schnitt  aller  4 Höhen  in 
einem  Punkte  sind  2 Eigenschaften,  welche  2 specielle  Classen  von 
Tetraedern  definiren.  Die  Vereinigung  beider  Eigenschaften  macht 
das  Tetraeder  zu  einem  regelmässigen. 

Die  Untersuchung  vereinfacht  sich  sehr , indem  wir  das  ortho- 
gonale Axensystem  so  legen,  dass  die  Anzahl  der  nötigen  Bestim- 
mungsstticke  die  kleinste  wird,  nämlich  3.  Sei  eine  Seite 
als  beliebiges  Dreieck  angenommen  und  Ebene  der  eine  Kante 
Pj  P<g  Axe  der  a,  und  P,  Anfang  der  ary«,  überdies  (mit  Absehen 
vom  Spiegelbild)  ;;;  ausschliesslich  positiv,  also  in  Coordinaten 

Pj  = (0,  0,  0) ; P^~  (a,  0,  0);  Pj  = (i,  c,  0)  ; P4  = (--4,  Va.  «4> 

(1) 

Dann  zeigt  sich , dass  die  4 te  Ecke  durch  a,  c beim  gleichseitigen 
Tetraeder  eindeutig  bestimmt,  beim  Höhenschnitts-Tetraeder  nur  von 
der  letzten  Höhe  abhängig  ist. 

Das  gegebene  Dreieck  P,  PgPg^Jac  sei  stets  bezeichnet 
durch 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  TI.  XYI.  17 
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Hn  ppe:  tifbfr  <ta$  gleich 

§ 2.  Gleichseitifres  Tetraeder, 


Alle  Paukte  P4,  die  der  Bedingong 


P,P,P^  - P,P,P, 

genügen , liegen  offenbar  auf  einem  Cylinder , dessen  Axe  P^  ist, 
und  der  durch  P^  geht.-  Dies  angewandt  auf  die  2 übrigen  Seiten 
zeigt,  dass  P4  der  Schnittpunkt  dreier  Cylinder  ist,  dessen  Axen 
FgFg  , Pgij  und  P, Pg  sind,  und  die  bzhw.  durch  Pj,  Pg  und  P3 
gehen.  Die  Gleichungen  dieser  Cylinder  sind  bzhw. 


X — x^ 

^3  — 3-g 

y — y« 

ys'—ya 

X — X| 

y — yi 

y.3  — yj 

X — a*j 

Xj  — Xi 

y — yi 

ya  — yi 

+ 


+ .7**  2* 


+ .7.3*2*  « 


wo  y,,  gg  die  Kanten  Pg  Pj.  P,  Pg  bezeichnen, 

dinatenwerten  zufolge  werden  sie: 


X — a Ä — ö 

y « 


+ j(« — "■  (oc)* 


Den  Coor- 


(2) 


a; 

y 

X a 


y 0 1 


+ (/,»+c  )z*  = (ac)* 


■ -f-  a*a*  ==  (rtc)^ 


(3) 

(4) 


Die  letzte  gibt  sogleich: 

-a«  (5) 

die  Differenz  der  2 ersten: 

a(y  — c)  \2ex  — ac\  +«(«  — 26)  2*  •“  0 (6) 

nach  Division  durch  a(.y  — c)  mit  Anwendung  der  vorigen  Gleichung; 

2cx-2(rt  — Ä)c  = 0 

Demuach  ist  für  P4 

= a — h p) 

» 

woraus  nach  Einführung  in  Gl.  (3): 

(cj/  -j-  6 (a  — 6)}  * «»  {e*  — 6(a  — 6)}  * 


Die  eine  Wurzel  ist  y — — e\  ihr  entspricht  « =Ü.  Das  Tetraeder 
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degenerirt  hier  in  ein  Parallelogramm.  Die  andre,  demnach  allein 
gültig©  Wurzel  gibt  als  (Koordinaten  der  gesuchten  Ecke: 

»4  •=■  a — ^ ; 3/4  = c — 

2 
C- 

Die  3 Factoren  unter  dem  Quadratwurzelzeichen  entscheiden 
über  folgende  Fälle.  Verschwindet  einer,  so  ist  j rechtwinklig,  und 
die  Figur  fällt  wegen  =>  0 in  eine  Ebene.  Wird  einer  negativ, 
so  wird  J stumpfwinklig  und  das  Tetraeder  imaginär.  Mehr  als 
einer  können  nicht  null  oder  negativ  werden.  Sind  alle  Factoren 
positiv,  so  ist  ^ spitzwinklig,  das  Tetraeder  reell.  Es  resültirt 
demnach: 

Lehrsatz  1.  Alle  Seiten  jedes  gleichseitigen  Tetraeders  sind 
spitzwinklig. 

Lehrsatz  2.  Auf  jedem  spitzwinkligen  Dreieck  als  Seite  lässt 
sich  ein  und  nur  ein  gleichseitiges  Tetraeder  errichten. 

Bemerkung.  Eine  Figurbetrachtung  zeigt  unmittelbar,  dass  3 
Parallelogramme  nebst  Diagonalen  die  Bedingung  gleichseitiger  Te- 
traeder mit  ^ als  Basis  erfüllen,  nämlich  diejenigen,  welche  einzeln 
die  3 Seiten  von  A zur  Diagonale  haben.  Nun  ergibt  die  Elimi- 
nation von  2 und  x zwischen  den  Gl.  (1)  (2)  (3)  direct  eine  Glei- 
chung 4.  Grades  für  welche  dann  durch  Division  auf  ersten  Grad 
berabsinkt.  So  verdankt  die  alleingültige  Lösung  (7)  ihre  Eindeutig- 
keit den  3 genannten  zu  verwerfenden  Lösungen. 


§ 3.  Schwerpunkt  des  homogenen  gleichseitigen  Tetraeders. 

Sind  X,  iWund  N die  Schwerpunkte  von  Piij,  P|/»P8  und  dem 
Tetraeder,  und  Ujj,  «4,  t,  die  Projectioneu  der  Strecken 

PjPj.  P1P3,  -P1P4,  Pif',  auf  einen  von  ausgehenden 

Strahl,  so  ist 

,4,  ==  *=  l(tti+«3+U4)  (8) 

Geht  dann  der  Strahl  in  die  Axen  der  x,  yj  z über,  und  mau  setzt 
für  die  u die  Coordiuatenwerte  (1),  so  kommt  bzhw. : 

17* 
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Hoppe:  (Jeher  Has  gleichseitige 


< = Ja;  W =r  = Ja 

a ~h\ 
c-b--^  ) 

/ •=  0 ; f>  = 0 ; = 2~  V (a  — Z»)  [c*  — h (a  — ^»)j  | 

Demnach  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts: 

»0  = 1«;  Vo  “=  i («  — * ^V~) 

“ ie  -«')]! 

Die  erste  dieser  Gleichungen,  auf  alle  6 Kanten  angewandt,  zeigt, 
dass  die  normal  halbirenden  Ebenen  derselben  sich  im  Schwerpunkt 
schneiden.  Dieser  Schnittpunkt  aber  ist  der  Mittelpunkt  der  um- 
schriebenen Kugel.  Es  folgt: 

Lehrsatz  3.  Der  Schwerpunkt  des  homogenen  gleichseitigen 
Tetraeders  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel. 

Bemerkung.  Das  Vorstehende  hat  eine  gemeinsame  Eigenschaft 
des  gleichseitigen  Tetraeders  und  des  gleichseitigen  Dreiecks  ergeben. 
Man  könnte  die  Frage  untersuchen,  ob  die  analogen  Gebilde  von 
beliebig  vielen  Dimensionen  sie  besitzen. 


§ 4.  Höhenschnitts-Tetraeder. 

Sei  N eine  Normale  auf  der  Dreiecksebene  /f  und  M ein 
variabler  Punkt,  der  sie  durchläuft.  Dann  beschreibt  die  Gerade 
eine  Ebene  Q.  Normal  zu  jedem  g®he  eine  Ebene  E 
durch  Pj.  Die  Schnitte  aller  E sind  offenbar  einander  parallel,  weil 
normal  zu  Q.  Geht  also  einer  durch  SO  gehen  alle  durch  Pi 
und  Hiermit  erfüllen  alle  £ die  Bedingung  der  Ebene  einer 
zweiten  Tetraederseite  gegenüber  P^,  deren  Höhenlot  von  durch 
M geht.  Nun  ist  die  Ebene  ^ eine  der  Ebenen  Q,  entsprechend  dem 
Fusspunkt  von  >V;  auch  hier  ist  P^M  normal  zu  P,  ^s-  Angewandt 
auf  alle  3 Seiten  ergibt  sich: 

Lehrsatz  4.  Schneiden  sich  die  Höhen  eines  Tetraeders  in 
einem  Punkte,  so  liegt  der  Fusspunkt  einer  jeden  im  Höhenschnitt 
des  entsprechenden  Seitendreiecks. 
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Damit  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt,  ist  noch  die  Bedingung 
zu  erfüllen,  dass  die  3 analogen  Ebenen  K sich  auf  N schneiden. 

Der  Höheuschuitt  des  Dreiecks  d hat  die  Coordinaten: 


daher  der  Höheuschuitt  des  Tetraeders: 


wo  h eine  unbekannte  Strecke  bezeichnet.  Daraus  lassen  sich  die 
Gleichungen  der  übrigen  Höhen  (als  Verbindungen  des  Punktes  (9) 
mit  A,  A)  und  hieraus  wieder  die  der  zu  ihnen  normalen  Te- 
Iraederseiten  berechnen,  nämlich 

/I  A 

b{x  — a)  — — y hz  =0 

c 

{b  — a)x-\-b  — ^ /u  = 0 

— = 0 

Als  deren  Durchschnitt  ergibt  sich  der  Punkt  mit  den  Coordinaten 

- a — b a — bf  a — Ä\  , 

y,^b~-  ,^^b  (11) 

Die  letzte  Bedingung  ist  also  von  selbst,  und  sogar  für  willkürliches 
h erfüllt.  Es  hat  sich  ergeben: 

Lehrsatz  6.  Auf  jedem  Dreieck  als  Seite  lassen  sich  Höhen- 
schnitls-Tetraeder  errichten. 

Lehrsatz  6.  Ein  Höhenschnitts-Tetraeder  behält  diese  seine 
Eigenschaft,  wenn  die  Höhe  über  einer  unveränderten  Seite  longi- 
tudinal variirt. 

Lehrsatz  7,  Der  Normalabstand  des  Höhenschnitts  von  einer 
Tetraederseite  variirt,  wenn  diese  unverändert  bleibt,  der  Höhe  um- 
gekehrt proportional. 


§ 5.  Gleichseitiges  Höhensebnitts-Tetraeder. 

Soll  ein  Tetraeder  beide,  in  § 2.  und  § 4.  genannten  Eigen- 
schaften haben,  so  müssen  (bei  identificirten  Grundflächen  die 
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Werte  (10)  und  (11t  gleich  sein.  Die  Werte  von  und  ergeben 
sofort : 

a — 2ä;  c*  — 

Dies  genügt  schon,  das  Grunddreieck  za  einem  gleichseitigen  za 
machen,  and  nach  Gl  (11)  zeigt  der  Werl 

2^  Via 

dass  das  Tetraeder  regelmässig  ist.  Gl.  (11)  bestätigt  dies  nar 
darch  dessen  Mittel  paukt: 

Ä ” i V\a 

Lehrsatz  8.  Ein  gleichseitiges  Ilöheusclmitts-Tetraeder  ist 
stets  regelmässig. 


§ 6.  Hchwerpnnkt  und  Mittelpniikt  der  umschriebenen  Kugel  fllr 

das  Hölienschnitts-Tctraeder* 

Nach  der  Formel 

^ *=■  "h  ^^3  "h  “4)  (^) 

sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts: 

a*o  •=  1 (a  + 26)  \ 


Der  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  wird  bestimmt  als  der 
Schnittpunkt  der  Ebenen,  welche  3 Kanten  normal  halbiren.  Wir 
wählen  die  Kanten  P^P^.  Die  Gleichungen  der  Ebenen 

sind: 
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woraus  als  Coordiuaten  des  Mittelpaukts  der  umschriebenen  Kogel: 


X 

y 


a — b — h{a  — i) 


(14) 


Soll  dieser  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfallen,  so  müssen  die 
Werte  von  y,  z gleich  yj,  sein,  demnach  zuerst 

a ^ 2b  \ c = -V’3  > 


also  das  Gronddreicck  gleichseitig,  und  das  zugehörige  Höbenlot 
muss  auf  dessen  Mittelpunkt  stehen. 


Führt  man  die  gefundenen  Werte  für  a,  c,  y in  Gl.  (12)  (13) 
ein,  so  kommt; 

b^ 

"o“6Ä 


also  gemäss  z ^ 

h 

Dies  ergibt  nach  Gl.  (14): 


/6 


*4  = 

was  einem  regelmässigen  Tetraeder  entspricht. 


Lehrsatz  9.  Ein  Höhenschuitts-Tetraeder,  dessen  Schwer- 
punkt mit  dem  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kogel  zusammen- 
fällt,  ist  regelmässig. 


§ 7.  Fernere  Eigenschaften  des  gleichseitigen  Tetraeders. 

Seien  die  Kanten  ^1/4,  AA,  bezeichnet  durch  y,4, 
g^.  Dann  ist 

Ou  '=•  V + = »4^  + c*  “ (a— *)*-|-c!*  = 

(s.  Gl.  (5)  (7)),  also  analog  auch 

5^14  ~ 9i  j 924  “ 921  9s4  “ 9$ 

Demnach  hat  jede  Seite  des  Tetraeders  ausser  einer  gemeinsamen 
2 gleiche  Kauten  mit  J.  Es  ergibt  sich: 


2Ö4 


Hoppe:  Utber  das  gleichseitige 


Lehrsatz  10.  Die  GegenkaoteD  eines  gleichseitigen  Tetra- 

eders sind  einander  gleich. 

Lehrsatz  11.  Sind  alle  Seiten  eines  Tetraeders  einander 

gleich,  so  sind  sie  auch  einander  congruent. 

Infolge  des  Lehrs.  10.  stellt  sich  die  Spitze  P4  des  gleichseitigen 
Tetraeders  als  Schnitt  dreier  Kugeln  dar: 

•^4*  ^4^  “t“  *4*  ~ 

(^4  — «)*  + ^4*  + «4^  “ 

(^4  — -J-  — c)«  + V «Ts* 

Durch  Subtraction  je  zweier  ihrer  Gleichungen  ergeben  sich  zwei 
lineare  Gleichungen  für  ^-4*  und  y^.  Aus  Gl  (5)  folgt  dann  der 
Wert  von  sämtliche  Coordinaten  in  Uebereinstimmung  mit  § 2., 
einfacher  hergeleitet,  aber  erst  vermöge  der  Gleichheit  der  Gegen- 
kauten. 


§ 8.  Mittelpunkt  und  Radius  der  eingeseliriebeneu  Kugel  eines 

gleichseitigen  Tetraeders. 

Ist  iT=(a*oyo^o)  der  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Kugel, 
so  hat  dieser  gleichen  Normalabstand  r von  allen  4 Seiten.  Zu- 
nächst ist  also 

Legt  man  nun  6 Ebenen  durch  K und  einzeln  durch  alle  Kanten, 
so  wird  das  Tetraeder  in  4 congruento  Tetraeder  = 3 Jr  geteilt. 

Das  Tetraeder  auf  der  Seite  1^1  ist,  wenu  mau  sich  in  Be- 
treff des  Vorzeichens  durch  das  regelmässige  Tetraeder  leiten  lässt: 


^4- 

•^*0- 

“^2 

i h — a 

1 

> 

— 0 

Vb- 

-y^ 

2^0“ 

-yi 

I 

i 

2^4 

2/0 

H- 

-H 

-«2  i 

1 0 

«4 

H 

h X4  a-Q 

1;1  1 

c ^4  yti 

“f-  d 

« V4  2/0 

0 24  2o 

0.  2r  *0 

Das  Tetraeder  über 
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b «4  aro 

c Vs.  Vo 

0 a?4  Zq 


*(y4«o~24yo)  + ‘^(24*0—^42=0) 


das  Tetraeder  über  P^P^P^: 


a xq 

0 «0 


= — a{y^z^—z^y^) 


ausserdem  ist 

1 

0 
0 


y*  I = 3/4^— 24^/0+0(24 


woraus  nach  Addition,  sofern  — ^2  “ ^3  = 


folglich 


3^r  <==  ac(z^  — zo)  *=  ^(z^  — r) 

r J«4 


Dieselben  Gleichungen  ergeben  auch: 

(a  -j-b)Jr  =»  ac  (z^  Xq  — 20)  d.  i. 

a + 6 = 4aro  — («  — *)  oder: 

J’o  =»  ja 
xir 

— ■=•  z^ya  - ^4*0  *=  (4i/ü  — 2/4)»' 


ferner 


4^/0  “‘?+ 2/4  — 26 


a — h 


yo 


Da  die  xq  , z^  mit  den  Coordinaten  des  Schwerpunkts  tiberein- 
stimmen,  so  bat  man  in  Ergänzung  von  Lehrsatz  3: 


Lehrsatz  12.  Der  Schwerpunkt  des  gleichseitigen  Tetraeders 
fällt  zusammen  mit  den  Mittelpunkten  der  um-  und  eingeschriebenen 
Kugel. 
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Boppe:  L'tber  das  gleichseitige 


§ 9.  Mittelpunkt  und  Radius  der  eingrescliriebenen  Kugel  des 

llöiieuschnitts-Tetraeders. 

Setzt  mau  den  doppelten  Umfang  eines  beliebigen  Tetraeders 

“I"  ^2  4“  *^3  + ^ ^ 

80  ist  das  sechsfache  Tetraeder 

Ur  ==»  — acz^ 

Die  Bezeichnung  von  § S.  sei  beibehalteu  und  nur  die  Gleichheit  der 
Seiten  in  Wegfall  gebracht.  Dann  führt  die  gleiche  Rechnung  wie 
in  § 8.  zu  folgenden  Ergebnissen: 

— r/  * ""  U ^ 

Um  aus  diesen  für  beliebiges  Tetraeder  geltenden  Formeln  die  dem 
Höhenschnitts-Tetraeder  entsprechenden  zu  erhalten,  sind  nur  die  in 
§ 6.  angegebenen  Werte 

a — 6 a — h — b(a — ö) 

*4  “ i;  »4  = i — ! ^4  = i i 

und  die  Seiteuinlialte  eiuzusetzeu.  Letztere  findet  man  in  bekannter 
Weise  aus  ihren  Projectiouen  auf  die  Coordinateuebeneu ; es  ergibt 
sich: 


§ 10.  Lage  der  genanuten  Ceutra  des  UOhenschnitts-Tetraeders. 

Die  Coordinaten  der  3 ersten  Centra  sind,  um  sie  zum  Ver- 
gleich zusammeuzustellen: 

Höheuschnitt  £': 

a — i 

V=0 ; Z=Ä 

’ e ’ 
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Schwerpunkt  K': 


a + 2A 

~"4 ' ■; 


y'  = 


c^  + b(a-b) 

4c 


a — J 
4c^ 


{■ 


Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kugel  K": 


c*  — b{a  — b) 
2e 


demnach  zu  relativer  Bestimmung: 


wo 
a = 


X'— X=a;  F'—  y=^;  Z—Z=^y 

X"  — X = 2«;  y"— y-=2/5;  Z"- Z = 2y 

a — '2b  — 3b  {a  — b)  a—bc^ — h{a 

ß‘ le •-  y = >>-ü 


b) 


h. 


Die  genannten  3 Contra  liegen  also,  gleichwie  Höhcnschnitt  und 
Umkreismittelpunkt  eines  Dreiecks,  auf  einer  geraden  Linie,  in  glei- 
cher Keihenfolge,  aber  in  succedirendeii  Abständen,  die  beim  Dreieck 
sich  verhalten  wie  2 ; 1,  beim  Tetraeder  wie  1 : 1.  Setzt  man 


-j- 


so  dass  beim  Tetraeder  die  Richtungscosiuus  jener  geraden  Linie 
« |3  y aß 

-1  beim  Dreieck  - werden,  so  ist  beim  Tetraeder  XX'=x 

XXX  XX 

ÄK"  - 2x ; K'K"  ^ K beim  Dreieck  XX'  = x ; XX"  «ix, 
X'X"  = ix. 


Die  Ausdrücke  für  Inkugel-  und  Inkreismittelpunkt  des  Tetra- 
eders und  Dreiecks  zeigen  zunächst  die  Aehnlichkeit,  dass  sie  den 
Umfang  zum  Nenner  und  einen  aus  den  Seiten  ähnlich  gebildeten 
Zähler  haben;  eine  instructive  geometrische  Beziehung  kann  viel- 
leicht noch  entdeckt  werden. 


f 11.  Zur  Determination. 

Der  U mfang  beider  in  Rede  stehenden  Specialclassen  vom  Te- 
traeder ist  von  den  vorstehenden  Sätzen  vollständig  enthalten.  In 
Betreff  der  gleichseitigen  Tetraeder  liegt  die  Determination  unmittel- 
bar zutage.  Es  gibt  genau  cbeusoviele  verschiedene  (d.  h.  weder 
congruente  noch  symmetrische)  gleichseitige  Tetraeder,  als  es  ver- 
schiedene spitzwinklige  Dreiecke  gibt. 
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Auch  das  Gebiet  der  Höhcnschnitts-Tctraedcr  ist  durch  die  Be- 
stimmuug  der  Spitze  1\  bezüglich  auf.  eiue  Gruudseite  schon  absolut 
begrcDzt.  Zwar  lässt  sich  die  Variatiou  des  Parameters  h auf  4 
Parameter  bezüglich  auf  alle  4 Seiten  an  wenden.  Da  aber  die 

Variabilität  von  h bedingt  ist  durch  Unveränderlichkeit  des  Grund- 
dreiecks,  so  können  nie  mehr  als  ein  Parameter  zugleich  variiren. 
Hat  man  nun  das  Gebiet  nur  mit  Berücksichtigung  eines  Grunddrei- 
ecks begrenzt,  so  umfasst  letzteres  schon  alle  möglichen  Dreiecke, 
mithin  kann  die  Wahl  eines  der  3 übrigen  Seiten  zum  Grunddreieck 
keinen  neuen  Fall  ergeben.  Die  Determination  lautet: 

Es  gibt  so  viele  verschiedene  Höhenschuitts-Totraoder,  als  es  ver- 
schiedene Dreiecke  (als  Grundflächen)  und  verschiedene  Strecken 
(als  Höhen)  gibt. 


§12.  Gleichseitiges  Tetraeder  eingeschrieben  in  ein 

Parallelepipedon. 


Je  2 Gerade  im  Raume  bestimmen  2 parallele  Ebenen,  auf  denen 
sie  liegen.  Um  z.  B.  aus  den  Gleichungen  der  2 Gegenkanteu  PjPä 
und  nämlich 


y 


z 


0 


y — c ^ 


diese  Ebenen  zu  erhalten,  braucht  mau  nur  mit  der  letzteren  durch 
P,  die  Parallele 

g y 


zu  ziehen;  denn  diese  bildet  mit  der  erstem  die  Winkelebene. 


2^y  + {c  — y^)zz=0 


mit  der  dann  die  andre  Ebene 

nur  parallel  durch  zu  nehmen  ist.  Erstere  sei  Ebene  der  neuen 
Coordinaten  XY  (d.  i.  .Z  «=»  0).  Sie  geht  aus  der  xy  Ebene  durch 
Drehung  um  die  Kante  PjP,  hervor,  so  dass  die  Coordinatenrela- 
tionen  die  Form  haben  müssen: 

z=X\  = Fcos^  — Zsin^;  * *=  Fsin^-f-Zcos^ 


I 
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nnd  zwar  bestimmt  sich  der  Drehungswinkel  & am  einfachsten  aus 
den  Bedingungen  Z=*  0,  Zg  = Z4,  woraus  sogleich  mit  Beachtung 
von  Gl.  (5)  folgt: 

^rcos2^,  24  — — csin29 
also 

.1.»  - ]/•■%» 

Verfährt  man  ebenso  mit  allen  3 Gegenkantenpaaren,  so  ent- 
stehen 3 Paare  paralleler  Ebenen,  die  ein  Parallelepipedon  begren- 
zen, in  welches  das  Tetraeder  in  dem  Sinne  eingeschrieben  ist,  dass 
seine  6 Kanten  Diagonalen  der  6 Seiten  desselben  bilden.  Seine  4 
Ecken  fallen  in  4 der  8 Ecken  des  Parallelepipedons , während  die 
4 übrigen,  unberührt  vom  Tetraeder,  Ecken  eines  zweiten  Tetra- 
eders sind,  das  zum  ersten  in  reciproker  Beziehung  gegenseitiger 
Bestimmung  steht. 

Die  3 Höhenlote  des  Parallelepipedons  werden  unmittelbar  im 
Tetraeder  dargestellt  als  Normalverbindungen  der  Gegenkanten. 
Aus  den  Gleichungen  der  Gegenkanten  -^3^4  ergeben  sich 

zunächst  deren  Normalebenen 

fe-irOCa;-  ^)  + (y,  — 3/i)(y  — + “ 0 (16) 

kH  - (*'  -A')  + (^4-^3)  iv  - + (^4  - ^s)  («'  - CO  =-  0 (17) 

bzhw.  für  die  Fusspunkte  (ABC)  und  (A'B'C').  Jeder  dieser  2 

Punkte  muss  aber  auf  beiden  Normalebeuen  liegen ; demgemäss 
muss 

+ . . . = 0 (18) 

(^4  — »*3)  (^'  — -4)  + . . . 0 (19) 

und,  damit  jeder  auf  zugehöriger  Kante  liegt, 

A — .ß  = yi  + fi(y*  — J/i)»  • • • (20) 

ar3  + ^i'(a-4-ar3);  B‘  ^ t/s+fi'iyi—yä)  1 • • • (21) 

sein.  Diese  Werte  in  Gl.  (18)  (19)  eingesetzt  gibt  2 lineare  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  fi  und  fs,'  und  nach  Gl.  (20)  (21)  von 
A,  ß,  c\  A\  B\  C\  Sind  letztere  festgesetzt,  so  liegen  die  Punkte 
(xyz)  und  (x'y'«0>  welche  die  Gl.  (16)  (17)  befriedigen,  auf  der 
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Schnittlinie  der  2 Normalebenen,  ausgedrückt  durch  Verbindung  bei- 
der Gleichungen.  Der  Normalabstand  ist  dann 

= V{M'  — A)^  + (B*  - B)^  + (C'  — 0*1 

Auch  wird  derselbe  als  Höhe  des  Parallelepipedons  dargestellt  darcb 


«=  c sin  ^ j/c  ^ 

Die  vorstehenden  Formeln  sind  nur  für  l Höhenlot  ausgeschrieben, 
zur  Anwendung  auf  die  2 übrigen  bedarf  es  nur  der  Vertauschon 
der  ludices  1,  2,  3,  4. 
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' XII. 

Die  Seitensymmetriegeraden  des  Dreiecks; 
als  besonderen  Fall  die  Steiner’sche  Ciirve  des 

Dreiecks. 


Von 

Dr.  Bücking, 

Oberlehrer  in  Metz. 


Einleitung. 

I 

Nach  dem  bekannten  dualistischen  Gesetz  müssen  den  involutori- 
schen  Punktsystemen  der  Ebene,  in  denen  die  Punkte  sich  paarweise 
entsprechen,  Strahlensystemo  gegenüberstehen,  in  welchen  die  Geraden 
in voluto risch  zngeordnet  sind.  Zu  diesen  gehört  das  System  der 
Seitensymmetriegeraden;  ich  nenne  2 Geraden  Symmetriegeraden, 
wenn  sie  die  Seiten  eines  ^ in  gleich  weit  von  den  Seitenmitten 
entfernten  Punkten  schneiden.  Legt  man  bei  den  Punktsystemen 
die  speciellen  Punktcoordinaten  zu  Grunde,  bei  welchen  die 

Abstände  selbst,  nicht  bestimmte  Vielfache  derselben  als  Coordinaten 

111 

angesehen  werden,  so  sind  — » — » — die  Coord.  dos  Winkelgegen- 

^3 

Punkts  von  (iriXga-j).  Wählt  mau  bei  den  Liniensystemen  als  Linien^ 
coordinaten  die  Abstände  der  Geraden  von  den  Ecken  des 

Grunddreiecks,  so  sind  1,2.3  und  die  Coordinaten  zweier  Seiten- 

ti 

symmetriegeraden.  In  diesem  Sinne  stehen  die  Seitensymmetrie- 
geraden den  Winkelgegenpunkten  zur  Seile. 

Die  Geometrie  des  Dreiecks  entfaltet  ihren  grössten  Reiz  in  den 
besonderen  Fällen;  unter  den  Kegelschnitten  z.  B.,  welche  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  Dreiecks  gehen,  hat  gewiss  der  Kreis 
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von  Feuerbach  die  meisten  und  merkwürdigsten  Eigenschaften.  Alle 
sogenannten  merkwürdigen  Punkte  sind  um  so  wichtiger  für  das 
Dreieck,  je  elementarer  ihr  Zusammenhang  mit  ihm  ist,  z.  B.  können 
sich  die  Brocard’schen  Punkte  nicht  mit  dem  Schwerpunkte  messen. 
Bei  Untersuchungen  über  das  Dreieck  wird  man  also  stets  gezwungen 
sein,  die  Einzelfälle  der  allgemeinen  Sätze  auszubeuten.  Es  wurde 
nicht  immer  die  analytische  Methode  angewandt,  da  sie  in  trimetri- 
sehen  Coordinaten  ungeeignet  zur  Untersuchung  von  Winkeln  und 
Massverhältnissen  ist.  Die  analytischen  Teile  enthalten  einen 
interessanten  Stoff  für  projectivische  Coordinaten ; der  englische 
Mathematiker  Green  schreibt:  the  questiou  (die  von  den  normalen 
Symmetriegeraden  umhüllte  SteineFsche  Curve)  was  proposed  to  me 
some  time  ago  in  conversation  by  Dr.  Hirst  as  one  of  some  difficulty 
and  apt  for  the  exercise  of  the  method  of  trilinear  Coordinates.  (The 
geometry  of  the  triangle.  u.  s.  w.,  1865). 

Es  bedeutet  H den  Höhenschnittpunkt , M den  Mittelpunkt  des 
umgeschriebenen , O des  eingeschriebenen  Kreises , <S  den  Schwer- 
punkt, Dj  Dg  Dg  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  Grunddreiecks 
ferner  einen  Kegelschnitt,  einen  Strahlenbüschel 
zweiter  Classc,  also  die  Tangentenschaar  eines  Kegelschnitts,  C”  eiue 
Curve  wter  Ordnung,  D**  einen  Strahlenbüschel  nter  Classe;  Ssg  sei 
die  Abkürzung  für  Seitensyrametriegerade  , Fpl  für  Fusspunktliuie 
Wgp  für  Winkelgegenpunkt,  Sgp.  für  Seitengegenpuukt. 

1.  Seitengegenpunkte. 

Die  Punkte  Pund  P,  sind  Seitengegenpunkte  im  Dreieck  AiA^A^, 
wenn  ihre  Verbindungsgeraden  mit  den  Ecken  die  Gegenseiteo  des 
Dreiecks  in  gleichweit  von  den  Mittelpunkten  der  Seiten  eutferuteu 
Punkten  schneiden,  (s.  Fig.  1.) 

Wenn  die  barycentrischen  Coordinaten  vom  Punkte  P (d.  h. 
Grössen,  welche  den  Flächen  PAgAg,  PA^A^y  PA^A^  proportional 
sind)  =>  Ply  2h'>  Ps  sind,  so  sind  diejenigen  von 

Pt  P2  2h 

die  Coordinaten  beider  Punkte  sind  reciproke  Werte.  Es  ist  nütz- 
lich, die  barycentrischen  Coordinaten  als  Punktcoordinaten  für  die 
folgenden  Untersuchungen  zu  verwenden. 

Durchläuft  P die  Gerade  a,  deren  Gleichung  (in  b.  C.)  ist 

+ <*3^3  “ Ö 
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so  erhält  man  den  Ort  seines  Seitengegenpunktes,  indem  man  die 
ar,  mit  --  vertauscht,  also 

Xi 

Ctr^  . flo  , da 

h ~ = Ö oder 

+ «3^1  ^2  = 0 

d.  h.  einen  durch  A^,  A.^  gehenden  Kegelschnitt. 

Im  allgemeinen  entspricht  einer  eine  die  Verwandtschaft 
beider  Systeme  ist  eine  quadratisch  involutorische.  (s.  A.  Müller- 
Kempten,  Untersuchungen  über  die  merkwürdigen  Punkte  und  Linien 
des  Dreiecks  1889;  F.  Bücking,  die  Winkelgegenpunkte  des  Drei- 
ecks, Progr.  1892.  Nr.  522.  S.  2). 

Aehnlich  gestalten  sich  die  Formeln  für  die  Liniencoordinaten. 
Der  Punkt  P mit  den  barycentrischen  Coordinaten  p^,  p^  hat  die 
Gleichung 

P^  + P2  ^2  + Ps  ?3  “ ö 


worin  die  die  Abstände  jeder  beliebigen  durch  P gehenden  Ge- 
raden von  den  Ecken  des  Dreiecks  bedeuten.  Der  Seitengegeupunkt 
von  P hat  die  Gleichung 


^*1 


-f  -f-  ^ = 0 
Pl  P2  P3 


Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  sind  also  den  Puuktcoor- 
dinateu  der  durch  die  Gleichungen  dargestellteu  Punkte  proportional. 


Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  als 
Seitengegenpunkt,  mit  Ausnahme  der  Ecken  des  Dreiecks  AjAgAj, 
z.  B.  ist  Al  als  Gegenpunkt  eines  jeden  auf  A^A^  liegenden  Punktes 
zu  betrachten.  Sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind  der  Schwer- 
punkt S und  die  Schnittpunkte  der  Parallelen  durch  Aj,  A2  und  A3 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks. 


2.  Seitensymmetriegeraden. 

Man  erhält  die  Ssg.  pi  einer  beliebigen  p,  indem  man  auf  den 
Seiten  des  Dreiecks  A^AgAg  die  zu  den  Schnittpunkten  mit  p in 
Bezug  auf  die  Seitenmitten  symmetrisch  gelegenen  Punkte  aufsucht 
(Fig.  1.)  Die  Gleichungen  von  p und  pj  sind 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Keihe,  T.  XVI. 
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1) 


Pi®i  +Ps*s  + Ps*s  = 0 


also  in  Liniencoordinaten 


2) 


& : §8  -^5  “ Pi  - Pi -Ps 


L L 

P«  ’ Ps 


Eline  Gerade  fällt  mit  ihrer  Sag  zusammen,  wenn 


Pi  -=  ± Ps  = ± Pl 


ist.  Dies  giebt  die  4 Geraden 


0 

— a?i  + ö 

~ ^»^2  + ^*^8  ==  0 
+ a^2  — «3  ““  0 

Diese  als  Ssg  sich  selbst  entsprechenden  sind  die  oo  ferne  Ge- 
raden der  Ebene  und  die  Seiten  des  Dreiecks  Dq  (s.  Einleitg.). 

Im  System  der  Ssg  entspricht  also  jeder  Geraden  eine  be- 
stimmte andere,  mit  Ausnahme  der  Seiten  des  Dreiecks  AiA^A^^  von 
welchen  jede  oo  viele  entsprechende  Geraden  hat,  nämlich  alle  durch 
den  Gegenpunkt  des  Dreiecks  gehende. 

Wir  wollen  nun  das  Gebilde  betrachten  , das  eine  Gerade  g 
durchläuft,  wenn  ihre  Seiteiisymmetriegerade  sich  um  einen  Punkt 
dreht.  Der  Punkt  sei  P und  seine  Gleichung 

3)  Pi  $1  + P2  + Ps  fs  = ö 

Dann  müssen  die  Coord.  von  g nach  2)  notwendig  die  Gleichung 
erfüllen 

p + r ~ 

si  62  53 

Pl^2^3 +Pi^85i  + PS^1^2  = Ö 

Dies  ist  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Classe,  zu  welchem  auch 
die  Seiten  des  Dreiecks  AiA^A^  gehören.  Wir  wollen  es  kurz  be- 
zeichnen mit  r{n)  oder  auch,  indem  wir  den  umhüllten  Kegelschnitt 
in’s  Auge  fassen,  den  Eegelsehnitt  n.  Den  Punkt  P und  die  r{9) 
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wollen  wir  als  „zusammen  gehörend“  oder  „entsprechend“  bezeich- 
nen. (s.  Fig.  2.) 


Die  Berührungspunkte  von  n mit  den  Seiten  des  Dreiecks  findet 
man,  indem  man  schreibt  ^ 

und  den  Coefficienten  von  also 

;>2J3  + Ps^'2  = 0 


setzt.  Die  Berührungspunkte  sind  dann 


k + k ^ 0, 

Pi  Pi 


+ = 0. 

Pi  Pl 


4l_  I ^2 

Pl  Pi 


= 0 


Wir  nennen  sie  -Bj,  ■^2^2^  -^3^.3  schneiden  sich  dann 

im  Punkte 

k I k + k=o 

Pl  P2  Pi 


er* ist  der  Seitengegenpunkt  P,  von  P.  Wir  nennen  ihn  den  Nagel- 
schen  Punkt  des  Dreiecks  in  Bezug  auf  n oder  kurz  den 

N.  P.  von  n,  indem  wir  einen  Namen,  der  in  gleicher  Bedeutung 
für  den  eingeschriebenen  Kreis  bereits  gebraucht  wird,  verallge- 
meinern. 

Wenn  eine  Gerade  ein  Strahleiibüschel  wter  Classe  F**  durch- 
läuft, so  werden  die  Ssg.  im  allg.  ein  bilden.  Denn  ist  die 
Gleichung  der  P^* 

At(  ^1  ^2  ^3^  ““  G 

so  erhält  man  als  entsprechende  nach  Gl.  2) 


fn 


= 0 


welche  nach  Multiplication  mit  (^1”,  ^2”,  I3”)  vom  2«ten  oder  ge- 
ringeren Grade  ist,  z.  B.  bilden  die  Ssg.  die  Tangenten  eines  dem 

Dreieck  Ai  A^A^  des  Kegelschnitts  £—  =z  0 des  Strahlenbüschels 


«1*  I ^ , V _ 
^3^ 


^1  ®2  I ^2^3  I ^i^l 
* :c_  ‘c.  "T“  'c 


= 0 


_^l  ^2  ' §3  ' 'rS  §lJ 

Jedem  Punkte  P entspricht,  wie  wir  sahen,  eine  r{n).  Diese 

18* 
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kann  auch  in  2 Strahl enbttschel  ansarten.  Setzt  man  in  Gl.  4)  = 

so  ist  die  r{Tc)  das  einfache  Strahlenbüschel 

^2^*3  + Psh  — 0 

dessen  Mittelpunkt  auf  liegt ; hierzu  kommt  das  Strahlenbüschel 
5,  = 0 oder  Ai.  Jedem  Punkt  einer  Seite  des  Dreiecks  A^A^A^ 
entspricht  also  ein  Punkt  derselben  Seite;  die  sich  entsprechenden 
Punkte  liegen  von  der  Seitenmitte  gleichweit  entfernt.  Sie  fallen 
zusammen  in  den  Seitenmittenpunkten  oder  Dg  und  in  den 

00  fernen  Punkten  der  Seiten  des  Dreiecks  d.  h.  jedem  Strahl  eines 
dieser  6 Strahlenbüschel  entspricht  ein  Strahl  desselben  Büschels, 
wie  dies  geometrisch  sofort  einleuchtend  ist.  Die  Zuordnung  |in 
einem  solchen  ist  eine  involutorische  und  die  Ordnungsstrahlen 
sind  2 sich  selbst  als  Ssg.  entsprechende  Strahlen.  Parallelen  Geraden 
entsprechen  die  Tangenten  einer  dem  Dreiecke  A^A2A^  eingeschrie- 
benen Parabel,  denn  da  zu  jenen  auch  die  sich  selbst  entsprechende 
00  ferne  Gerade  gehört,  so  muss  der  entspr^hende  Kegelschnitt  sie 
zur  Tangente  haben.  Einem  oo  fernen  Pünkt  P entspricht  also 
eine  Parabel,  deren  Axe  durch  P geht.  Also  folgt  auch  umgekehrt, 
dass  die  Ssg.  der  Tangenten  einer  dem  Dreieck  A^A^A^  eingeschrie- 
benen Parabel  Durchmesser  eben  derselben  sind.  Im  besonderen 
muss  die  Scheiteltangente  der  Parabel  zu  ihrer  Ssg.  senkrecht  stehen 
und  nur  sie  von  allen  Parabeltangenten  hat  diese  Eigenschaft.  Dar- 
aus folgt  umgekehrt  leicht:  „Die  zueinander  normalen  Seitensymmetrie- 
geraden sind  die  Scheiteltangenten  der  dem  Dreieck  AjAgAg  einge- 
schriebenen Parabeln.‘‘ 

Wenn  durch  Pan  jt  Tangenten  gezogen  werden  können,  so  sind 
es  Ssg.  Denn  nennt  man  sie  PU  und  PF,  so  ist  die  Ssg.  von  PU 
erstens  Tangente  an  tt,  da  PU  durch  P geht;  zugleich  muss  sie 
auch  P enthalten,  da  PU  zur  Pin)  gehört.  Wenn  also  PU  sich  nicht 
selbst  entspricht,  so  muss  ihre  Ssg.  PF  sein.  Liegt  P auf  einer  sich 
selbst  entsprechenden  Geraden,  so  fallen  PU  und  PF  zusammen,  und 
P ist  ein  Punkt  von  n.  Wir  haben  also  den  Satz: 

„Die  Tangenten  von  einem  Punkte  an  dem  zugehörigen  Kegel- 
schnitt sind  Seitensymmetriegeraden.“ 

Ferner : 

„Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  höchstens  zwei  Ssg.“ 

Man  erhält  für  die  durch  P gehenden  Ssg.  die  Gl. 
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Pt  + Pih  + Pz  ^*3  — Ö 


^\Pi\  Pa 
h ^*2  ^3 


= 0 


Also  I'-  + f?- 


._P3^-Pl^~ 
PtPi’ 


P2' 


also 


k 


Ps^ —Pi^—  P%  ± V(3P 


"^P\P2 


wenn 


<P (Pl+P2  + P3)i-Pi+P2+Pz)^Pt—P2+P3)f<P\  +P2  -P3) 

ist.  Sie  sind  also  reell,  wenn  g>^0,  sie  fallen  zusammen  für  q>=0 
und  sind  imaginär  für  <C  0.  9)  ist  = 0 für 

==  ± I2  = ± h 

also  nur  lür  die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  (S.  272).  Man  findet 
g>  0,  wenn  P im  Dreieck  oder  in  den  Winkelräumen  der 

Scheitelwinkel  seiner  Winkel  liegt,  sonst  ist  <p  0.  Also  gilt  der 
Satz: 


„Durch  jeden  Punkt,  welcher  nicht  im  Dreieck  oder  in 

den  Winkelräumen  seiner  Scheitelwinkel  liegt,  ! gehen  zwei  reelle 
Seitensymmetriegeraden.“ 


Man  findet  sie  für  den  Punkt  P,  indem  man  die  Seitengegen- 
geraden von  A|P,  i4gP,  AgP  zieht,  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  den 
Gegenseiten  des  Dreiecks  einen  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt legt  und  vom  ersten  Punkt  Tangenten  an  ihn  zieht. 


Um  den  Mittelpunkt  von  n zu  bestimmen,  ziehe  mau  durch  P 
die  Parallele  zu  und  ihre  Ssg,  deren  Berührungspunkt  C|  mit 
n auf  A3P  liegen  muss  (s.  Fig.  2.)  PjCi  ist  dann  Durchmesser  von 
7t,  für  Cj  findet  man  die  Coord. 


^ ; P2 : pq  und  für  den  Mittelpunkt 

»1  : iCg  : a?3  = (pg  +P3) ' (Ps+Pi)  • iPt  + P2) 


Wir  stellen  uns  die  Frage,  ob  P Mittelpunkt  von  7t  sein  kann. 
Es  muss  dann 


Pi  • P2  • Ps  = (P2  + Pa)  * (P8+Pi)  * (pi  + P2) 


also 


Pi  = P2  — Ps  sein. 

Der  Schwerpunkt  S allein  also  ist  der  Mittelpunkt  des  zu  ihm 
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gehörenden  Kegelschnitts.  Die  durch  S gehenden  Ssg  sind  imaginär. 
Man  findet  ihre  Gleichungen  auf  folgende  Weise.  Angenommen  sie 
seien 

Vi  + Ps  ^5  “ ^ 

- ‘ ^ J-  ^ = 0 

Pi  P»  Ps 


so  erhält  man  durch  Multiplication 

X,*  + *,*+»3*  + *A  (J  + ß +5) 

+*,  *. 

‘ * \P2  Pl/ 


= 0 


Da 

Pl  + P2  + Ps  = Ö and 

- + - + 0 
Pl  P2  Ps 

SO  sind  die  Coefficienten  der  3 letzten  Glieder  = — 1,  also 


Xi^-f- X2^-|->C3*  — X3X3  --  X3XJ  — X,  X2  = 0 oder 

(*!  + '»  *8+E3*3)(*l  + '3*8  + £a*3)  = 0 


wenn  £2  and  £3  die  kubischen  Einheitswnrzeln  = 
gesuchten  Ssg  sind  also 

X7  + £2X2  + £3X3  = 0 
+ fsXo  + £3X3  = 0 


sind.  Die 


Wir  fassen  von  den  Curven  n die  dem  Dreieck  eingeschriebenen 
Hyperbeln  und  ihre  Asymptoten  in^s  Auge.  Dem  Schnittpunkt  P 
zweier  Tangenten  von  n entspricht  ein  Kegelschnitt  p,,  welcher  die 
Ssg  der  Tangenten  berührt.  Lässt  man  die  Tangenten  zusammen- 
fallen, so  entspricht  einem  Punkt  li  (Tangente  t)  von  n ein  durch 
P gehender  die  Ssg  von  / in  P berührender  Kegelschnitt.  Ist  also 
n eine  Hyperbel,  so  entsprechen  ihren  beiden  x fernen  Punkten 
die  dem  Dreieck  eingeschriebenen,  durch  P gehenden  Para- 

beln (S.  274).  Wenn  also  umgekehrt  durch  P solche  Parabeln  ge- 
legt werden  können,  so  ist  n eine  Hyperbel;  jenes  findet  statt,  wenn 
P ausserhalb  des  Dreiecks  oder  der  Flächen  seiner  Scheitel- 

winkel liegt.  So  hat  sich  ergeben: 

„Der  zu  einem  Punkte  P gehörende  Kegelschnitt  n ist  eine 
^lllipse  oder  Hyperhel,  je  nachdem  P innerhalb  des  Dreiecks 
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und  der  Flächen  seiner  Scheitelwinkel  liegt  oder  ausserhalb  der- 
selben; n ist  eine  Parabel,  wenn  Pein  Punkt  der  oo  fernen  Ge- 
raden ist.“ 

Da  der  Nagel’sche  Punkt  P,  von  it  der  Seitengegenpunkt  von 
P ist  und  die  Ssg  der  qo  fernen  Punkto  auf  der  Steiner’schen  Ellipse  e 
liegen,  so  folgt:  „Der  Nagerscho  Punkt  einer  dem  Dreiecke  einge- 
schriebenen Parabel  liegt  auf  f,  derjenige  einer  Ellipse  innerhalb, 
diejenige  einer  Hyperbel  ausserhalb  von  f.“ 

Ist  n eine  Hyperbel,  u und  v ihre  Asymptoten,  «i  und  »j  deren 
Ssg,  so  sind  w,  und  die  Tangenten  in  P von  2 durch  P gehenden 

Parabeln.  Da  nun  die  oo  fernen  Punkte  von  n durch  je  2 diame- 
tral gegenüberliegende  Punkte  harmonisch  getrennt  sind,  so  gilt  dies 
auch  für  die  Tangenten  in  diesen  Punkten,  also  auch  für  deren  Ssg. 
Also  sind  die  Ssg  von  zwei  parallelen  Tangenten  von  n im  Büschel 
P harmonisch  getrennt  durch  und  vi ; sie  sind  zugleich  Tangenten 
an  eine  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabel  (S.  1:74) ; die  zuge- 
ordneten Strahlen  des  involutorischeu  Büschels  P sind  demnach  die 
Tangeutenpaare  von  P an  die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Para- 
beln und  die  Ordnnngsstrahlen  des  Büschels  sind  die  Tangenten  der 
2 durch  P selbst  gehenden  Parabeln.  Zugeordnet  sind  auch  FA^ 
und  die  Parallele  durch  P zu  A^A^.  Dies  führt  zu  einer  Construction 
der  Parabeltangenten  in  P und  der  Asymptoten  von  tv.  Man  ziehe 
PA|,  P^2,  PA3  und  die  Parallelen  zu  den  Seiten  durch  P 

und  bestimmt  in  dem  so  erhaltenen  involutorischeu  Büschel  P die 
Ordnungsstrahlen  Sie  sind  die  verlangten  Tangenten,  ihre  Seiten- 
symmetriegeraden sind  die  Asymptoten  der  P zugehörenden  Hyper- 
bel n. 

Für  einen  einzigen  Punkt  der  Ebene  ist  das  Büschel  P ein 
rechtwinkliges,  nämlich  für  //,  den  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks 
AiA^Aq.  Die  von  H an  irgend  eine  dem  Dreieck  AjAgAj  eingeschrie- 
bene Parabel  gezogenen  Tangenten  stehen  also  aufeinander  senk- 
recht, was  den  bekannten  Satz  liefert,  dass  die  Leitlinien  aller  dieser 
Parabeln  sich  in  H schneiden. 

Liegt  P auf  dem  Kreise  AiA^A^.  so  ist  das  Büschel  ein  sym- 
metrisches, denn  bringt  man  es  zum  Schnitt  mit  dem  Kreise,  so  sind 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Schnittpunkte  parallel  den 
Winkelgegengeraden  von  AjP,  A^P  und  AgP;  und  wenn  PF  der  zu 
dieser  Richtung  normale  Kreisdurchmesser  ist,  so  sind  PU  und  PV 
die  Ordnungsstrahlen  und  PU  senkr.  auf  PV.  Da  PU  und  PF  auch 
die  Tangenten  der  2 durch  P gehenden  dem  A eingeschriebenen  Pa- 
rabeln sind,  so  schneiden  sich  diese  in  P unter  rechten  Winkeln. 
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Dieselbe  Zuordnung  der  Strahlen  im  Büschel  P erhält  man , wenn 
man  aus  P die  Punkte  des  Kreises  und  zugleich  ihre  Winkelgegen- 
punkte  projicirt.  (s.  Bücking  a.  a.  0.  p.  10),  PU  und  PV  enthalten 
also  auch  die  Wgp.  von  U und  V. 

Lässt  man  P den  Kreis  durchlaufen,  so  erhält  man  eine  Schaar 
von  Ordnungsstrablen,  sie  sind,  wenn  0|,  Og,  Og  die  Mittelpunkte 
der  angeschriebenen  Kreise  des  Dreiecks  ^j^lgylg  bezeichnen,  die 
Fusspunktlinien  des  Dreiecks  (s.  Bücking  a.  a.  0.  Auf.  31). 

Von  ihnen  berühren  3 den  Kreis  A^AgAg  und  die  dazu  gehörigen 
Normalstrahlen  sind  Durchmesser  (s.  Auf.  30). 

Also  giebt  es  auch  3 dem  Dreieck  AjAgAg  eingeschriebene 
Parabeln,  welche  den  Kreis  A^AgAg  berühren,  und  3,  welche  ihn  in 
denselben  Punkten  rechtwinklig  schneiden.  Da  das  Büschel  P nur 
dann  ein  symmetrisches  ist,  wenn  P auf  dem  Kreise  AiAgAg  liegt, 
so  muss  also,  wenn  zwei  einem  Dreieck  eingeschriebene  Parabeln 
sich  rechtwinklig  schneiden,  der  Schnittpunkt  auf  dem  Umkreis  des 
Dreiecks  gelegen  sein. 

Die  4 als  Ssg  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  bilden  ein 
Vierseit,  dessen  eingeschriebene  Kegelschnitte  mit  den  Ssg  in  enger 
Verbindung  stehen.  Die  Kegelschnitte  sind  die  dem  Dreieck 
eingeschriebenen  Parabeln,  da  sie  die  oo  ferne  Gerade  berühren; 
je  2 Ssg  des  Dreiecks  A^AgAg  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  diese 
Parabeln.  Denn  die  Gleichung  der  letzteren  ist 

1)  «*1^1  ^ + ^2  ^2*^  + = 0 
in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung 

2)  Ul  + «3  + Wg  = 0 

Den  Pol  der  beliebigen  Geraden  h = pi  für  eine  Curve  1 erhält 
man  in  der  Form 

Vi  + %^2i?2  + = 0 

und  2 ist  erfüllt,  wenn 

Vi  = P2I0  = Pz  h otler  I*  ==  r. 

P* 

ist,  d.  h.  der  Pol  liegt  auf  der  Seitensymmetriegeraden  von 

Also  enthält  das  dem  Punkte  P entsprechende  Strahlenbüschel 
P{n)  die  Polaren  von  P in  Bezug  auf  die  dem  Dreieck  DiD^O^ 
eingeschriebenen  Parabeln.  Ist  P ein  Punkt  einer  solchen  Parabel 
p,  so  ist  seine  Polare  für  p die  Tangente  < an  p in  P,  Da  t und 
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ihre  Ssg  /|  conjügiert  sind  für  so  muss  /|  auch  durch  P gehen: 
es  muss  also  noch  eine  2te  durch  P gehende  Parabel  möglich  sein, 
welche  dann  t^  berührt.  Geht  man  umgekehrt  von  einem  Punkte  P 
aus,  durch  welche  zwei  dem  Dreiecke  eingeschriebene  Parabeln  ge- 
legt werden  können,  so  sind  die  Tangenten  au  sie  in  P Ssg;  Para- 
beln und  Ssg  durch  C sind  zu  gleicher  Zeit  reell  oder  imaginär. 

Da  nun  bekannt  ist,  dass  mau  durch  P nur  dann  Parabeln  jener 
Art  legen  kann,  wenn  von  den  Punkten  PD^D^D.^  keiner  durch  das 
von  den  3 andern  gebildete  Dreieck  eingeschlossen  wird,  so  kommen 
wir  auf  den  S.  7 — 8 abgeleiteten  Satz  zurück. 

Die  zwei  durch  P gehenden  Ssg  bestimmen  nach  dem  Vorher- 
gehenden auch  den  Winkel , unter  welchem  sich  die  zwei  durch  P 
gehenden  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Parabeln  schnei- 
den. Ist  dieser  1/?,  so  liegt  P auf  dem  Kreise  (s.  oben), 

also  liegen  die  Schnittpunkte  von  je  2 normalen  Ssg  {b  und  des 
Dreiecks  A^A2A^  auf  dem  Feuerbach’scheu  Kreise  des  Dreiecks.  Für 
diejenige  Parabel,  deren  Durchmesser  h parallel  sind,  muss  b selbst 
Axe  sein , da  von  den  Durchmessern  einer  Parabel  nur  die  Axe  zu 
den  ihr  conjugirten  Geradou  senkr.  steht.  Dasselbe  gilt  von  6j. 
Also  haben  wir  den  Satz: 

„Die  zu  einander  normalen  Ssg  sind  die  Axen  der  dem  Dreieck 
DjDjDg  eingeschriebenen  Parabeln.“ 

Da  AgAg  Ssg  eines  jeden  durch  A|  gehenden  Strahls  ist  und  das 
gleiche  für  AgAj  und  gilt,  so  folgt; 

„Das  Dreieck  AjAgAg  ist  gemeinschaftliches  Poldreicck  aller 
dem  Dreieck  D^D^D.^  eingeschriebenen  Parabeln.“  (s.  Stoll  1893, 
Aufg.  1217  i.  der  Zeitschrf.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht  von  J. 
C.  V.  Hoffmann.) 

Die  Axe  einer  beliebigen  dem  Dreieck  eingeschriebenen 

Parabel  wird  von  ihrer  Ssg  unter  rechtem  Winkel  geschnitten.  Da 
nun  je  2 in  Bezug  auf  eine  Parabel  conjugirtc  Normalstrahlen  die 
Axe  der  Parabel  in  vom  Brennpunkt  gleich  weit  entfernten  Punkten 
schneiden,  so  wird  also  auf  irgend  einer  Geraden  b.,  deren  Ssg 
auf  ihr  senkrecht  steht  (s.  oben),  von  den  Paaren  der  anderen  zu 
einander  normalen  Seitensymmetriegeraden  Strecken  ausgeschnitten, 
welche  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt  besitzen,  nämlich  den  Brenn- 
punkt F der  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabel  mit  der 

Axe  h.  Dem  Punkt  bb^  (oder  U)  entspricht  der  Berührungspunkt  T 
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derjenigen  Curve,  welche  von  den  zu  einander  normalen  Seitensyra- 
roetriegeraden  eingehüllt  wird  (Steiner’sche  Curve  s.  S.  274)  so  dass 
also  UT=^FT  ist. 


3.  Nähere  Betrachtung  der  projectivischen 

Zuordnung  des  Strahlenbüschels  P und  des 

zugeordneten  P^n). 

Die  Strahlen  durch  P und  ihre  den  Kegelschnitt  n berührenden 
Ssg  sind  projectivisch  einander  zugeordnet,  da  sie  ^2^3,  welche  Tan- 
gente von  7t  ist,  in  proj.  Punktreihen  schneiden.  Sind  nun  p und  v 
beliebige  durch  P gehende  Geraden,  pi  und  ihre  Ssg,  so  sind  im 
vollständigen  Viereck  (pw,  mit' den  Gegenseiten  p und  pi  t;und 

und  vi  auch  das  letzte  Paar  Gegenseiten  (p  und  p^  Ssg. ) Denn 
schneidet  man  die  Seiten  des  Vierecks  durch  so  erhält  man 

6 Punkte  einer  Involution,  also  liegen  auch  die  Schnittpunkte  von 
p und  mit  -^2^3  gleichweit  von  den  beuachharten  Ecken  entfernt, 
und  dasselbe  gilt  von  und  A^Ai.  Denkt  man  sich  nun  v und 
Vi  als  feste  Geraden,  p und  pi  beweglich,  nämlich  p sich  selbst  dre- 
hend um  Py  so  bleibt,  wenn  r durch  P geht,  rj  Tangente  von  ?r, 
welche  Lage  auch  p aunimmt.  Also  sind  und  r,  die  Tangenten, 
die  von  dem  v durchlaufenden  Punkte  (pi^i)  an  n gezogen  werden, 
woraus  folgt,  dass  p^  und  r,  involutorisch  geordnete  Strahlen  im  Tan- 
gentenpunkt T{n)  sind.  Deshalb  sind  auch  die  Punkte  p^v^  und  pr, 
der  festen  Geraden  entsprechende  Punkte  einer  involutorischen 
Punktreihe,  durch  welche  je  2 Ssg  der  Büschel  P und  i’(^)  gehen. 
Diese  Reihe  besitzt  Ordnungspunkte,  wenn  0 und  7t  sich  schneiden. 
Den  Schnittpunkten  von  ü,  mit  42^43,  A^A^y  entsprechen  die 

Schnittpunkte  von  mit  den  Geraden  A^Py  A^P.  Es  hat  sich 
also  ergeben: 

a)  P sei  ein  beliebiger,  nicht  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  AjA^Ai 
liegender  Punkt,  71  der  dazu  gehörige  Kegelschnitt  und  eine  Tan- 
gente von  7f.  Bringt  man  die  durch  P gehenden  Strahlen  r zum 
Durchschnitt  mit  und  zieht  aus  diesen  Punkten  die  2ten  Tan- 
genten Pi  an  te,  so  sind  diese  und  die  Ssg  j*|  der  ersten  involuto- 
risch zugeordnet  im  Tangentenbüschel  r{7t).  Die  Involutionsaxe  ist 
die  Ssg  y von  vj,  das  Involutions-Centrum  also  der  Pol  von  v für 
7t.  Man  erhält  je  2 Paare  von  Ssg,  wenn  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  von  v die  Tangenten  I und  m von  7t  zieht  und  deren  Schnittpunkte 
auf  t’i  mit  P verbindet  {V  und  m');  1‘  ist  dann  Ssg  von  m und  m 
Ssg  von  l. 
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b)  Jede  Tangente  von  n wird  durch  die  anderen  Tangenten  und 
deren  Ssg  in  den  Punkten  einer  involutorischen  Punktreihe  geschnit- 
ten. In  dieser  sind  auch  zugeordnete  Pnnkte  (v(5j,  s/;  5g,  5g';  53, 
53'),  wenn  die  Seite  ^g^3  und  5j'  PAx  bedeutet.  Der  Punkt 
entspricht  dem  Berührungspunkt  von  v auf  n.  Gehen  von  P Tan- 
genten an  so  schneiden  sie  in  entsprechenden  Punkten.  Be- 
sitzt die  Punktreihe  reelle  Ordnungspunkte,  so  sind  für  jeden  die 
Tangente  von  ihm  an  n und  die  Verbindungsgerade  mit  P Ssg. 

c)  Es  gibt  keine  anderen  Strahlen  der  Ebene,  \\  eiche  die  durch 
P gehenden  Strahlen  und  ihre  Ssg  in  involutorischen  Punktreiheu 
schneiden. 

Lässt  man  P auf  die  x ferne  Gerade  fallen,  so  folgt:  jede 
Tangente  einer  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabel  wird 

durch  die  Tangenten  der  Parabel  und  den  als  Ssg  diesen  zugeord- 
neten Durchmessern  der  Parabel  in  einer  symmetrisch-involutorischen 
Punktreihe  geschnitten. 

Schneidet  man  die  Strahlen  des  Büschels  P durch  eine  beliebige 
Gerade  ^ und  die  Tangenten  des  zugeordneten  Kegelschnitts  n durch 
eine  Tangente  u von  so  erhält  mau  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen, welche  ein  neues  Strahlenbüschel  2ter  Classe  bestimmen,  zu 
welchem  auch  x und  u gehören.  Dies  P^  zerfällt,  wenn  die  durch 
den  Punkt  (ux)  gehenden  Ssg  zu  den  Büscheln  P und  gehören. 
Nimmt  man  an,  dass  das  P^  in  die  Büschel  {ux)  und  Q zerfällt  und 
nennt  man  5j"  die  Verbindungslinie  des  Punktes  (w5j)  und  des  Schnitt- 
punkts von  X mit  ^2-^3»  so  erhält  man  ebenso  wie  bei  der  reci- 
proken  Ableitungen  über  Winkelgegenpuukte  eine  Configuration  (11), 
d.  h.  11  Geraden  und  11  Punkte  in  der  Lage,  wo  jede  der  11  Ge- 
raden 3 der  11  Punkte  enthält,  und  durch  jeden  der  Punkte  3 von 
den  Geraden  gehen.  Es  sind  die  11  Geraden 

X und  M und  die  11  Punkte  AjA,  ^3;  P,  Q und  6 auf  x und  u lie- 
gende. Mit  Hülfe  der  Restfiguren  {aßyöe^)  findet  man,  dass  sie  von 
derselben  Art,  wie  die  oben  genannte  ist  und  sich  dem  Martinetti- 
schon  Schema 


1 

2 

3 

4 

5 

(6) 

7 

8 

9 

10 

(ti) 

^3 

(^) 

Q 

(w) 

(m) 

(ti) 

P 

A3 

£ 

£ 

£ 

ö 

ß 

£ 

f I d 

a 

£ 

fügt,  wenn  die  Buchstaben  der  ‘iten  Zeile  die  Punkte  unserer  Con- 
figuration, die  Ite  und  3te  Zeile  die  Abzählung  und  die  Restfiguren 
von  Martinetti  bedeuten  *). 


*)  8.  Martinetti,  Ann*  di  mat.  Fr.  Brioschi,  Serie  II,  tome  XV, 
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4.  Kegelschnitte,  welche  den  Punkten  einer  Geraden 

entspreeb  en. 

Bewegt  sich  der  Punkt  P 

V\  + Vth  +P3^3  “ Ö 
auf  einer  Geraden  m mit  den  Coordinaten 

* ^2  ♦ '^3  ~ * ^2  * ^ 

SO  sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  des  zugehörigen  Kegelschnitts 
ff  (S.  5.) 

^ 4"  = 0 durch  die  lineare  Gleichung  verbunden, 

M ^2  ^3 

+p8"*2+P3^3  = 

Die  Gleichungen  1 bestimmen  eine  Kegelschuittschaar, welche 
aus  den  Kegelschnitten  besteht,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks 
-dj^2^3  und  die  Gerade 

- t - L . ± . ± 

• 52  • .3  «ij  ' TWg  * ”*3 

ZU  gemeinschaftlichen  Tangenten  hat;  diese  Gerade  (mc)  ist  die  Ssg 
von  m. 

Zu  den  x fernen  Punkte  von  m gehört  die  Parabel  der  Schaar; 
ihre  Axe  ist  zu  m parallel.  Für  diese  Parabel  ist 


Pl  I P*  1 P» 

+ ^2  I3 


ü 


+ P2”^  + Ps^s  — Ö 

Pl  + P2  + P3  = 0 


Also  ist  ihre  Gleichung 


I l.  L L 

I I2’  ?2*  ^3 

I ^1?  "*2i  "*2 

' 1,  1,  1 


Ü oder 


■nie 


^1 


+ 


me 


— r»i  ffij — 

I - 


I3 


= U 


Per  Nagel’sche  Punkt  von  n ist 


x^:  Xi 


1 2 1 

, , « ♦ , ,, 

Pl  * Pf  * P8 


I 
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den  Ort  dieses  Punktes  für  die  Kegelschnitte  der  Schaar  erhält  man, 
wenn  man  seine  Coordinaten  in  die  zweite  Gleichung  von  1)  einsetzt 


2) 


ar,  ‘ ajg 


0 


es  ist  ein  dem  Dreieck  umgeschriebener  Kegelschnitt,  zu- 

gleich die  Seitengegencurve  von  d.  h.  sie  enthält  die  Seitengegen- 
pnnkte  der  auf  m liegenden  Punkte. 

Die  zur  qo  fernen  Geraden  gehörende  Kegelschnittschaar  ist 


Pi 


«ä  ?3 


Px  + Pa  + Ps  *=  Ö 


sie  enthält  die  dem  Dreieck  AiA^A^  eingeschriebenen  Parabeln.  Der 
Ort  ihrer  Nagel’schen  Punkte  ist 


r+-+r=o 


X 


d.  h.  die  Ellipse  von  Steiner,  welche  die  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks zu  seinen  Gegenseiten  gezogenen  Parallelen  berührt.  Da  sie 
die  Seitengegenpunkte  der  oo  fernen  Punkte  der  Ebene  enthält,  „so 
„ist  die  Curve  2 eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  m 
„die  Ellipse  von  Steiner  schneidet,  berührt,  oder  nicht  trifft.‘‘ 


Wir  wollen  die  Mittelpunkte  der  zur  Geraden  m gehörenden 
Kegelschnittschaar  betrachten.  Der  Mittelpunkt  P«»  des  zum 

Punkte  P 

Pili  f P2^2  + Ps?3  = 


gehörenden  Kegelschnitts 


il  «8  ^«3 

hat  die  Coordinaten 

«I  : «2  : «8  = (P2+Ps)  J (P3  +Pi)  : (Pi  +P2) 
Die  Gerade  P^P  hat  dann  die  Gleichung: 


= 0 


öJjL  x^  a?3 

Pi  P2  Ps 

P2  + Ps,  Pl  + Ps,  Pl  + P2 
oder,  nachdem  man  durch  Pi+P^+Ps  dividirt  hat: 
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— Ps)  + ®8(;>8— Pl)  + «s(Pl— P2)  = 0 

Da  sie  für 

ari  = a?g  = 0:3 

erfüllt  wird,  so  gebt  sie 'durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks.  Dies 
ergiebt  sich  auch  leicht  geometrisch  (Fig.  2).  Denn 

Pm  A par.  (7jP,  und  2Pm  A “ A A “=  A A A = 1-2 

also  ist  S Schwerpunkt  im  Dreieck  und 

P,„S  : SP  =-  1 : 2 


Also  sind  P und  Pm  homologe  Punkte  in  den  ähnlich  liegenden 
Dreiecken  und  D^D^D^.  Die  Mittelpunkte  also  der  Kegel- 

schnitte, welche  die  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^  und  eine  4te  Gerade 
twj  berühren,  liegen  auf  einer  zur  Ssg  m von  parallelen  Geraden 
m der  Art,  dass  m und  m!  entsprech.  Geraden  in  den  Dreiecken 
A^A^A^  und  sind. 

Die  Coordinaten  von  P seien  die  von  P«,  seien  x^'x^^x^ 

dann  folgt  aus 

«1'  = 3^2  + ^»  (S.  7)  u.  8.  w. 

*1  *==  — +•'*^2'  + x^*  + x^' ; arg  = x^'  + — x^' 

Aus  der  Gleichung  von  m,  nämlich 

+ ^2  »‘2  + ^3  ^3  = 0' 

folgt  dann  die  für  m'  durch  Einsetzung  jener  Werte.  Sie  ist 

(— 7«j+7»2+m3)ar,4-(wii— »»2+"*3)®*2+(^'^i+"*2— = 0 

Durchläuft  P eine  beliebige  Curve  nter  Ordnung,  so  ist  die  Bahn 
des  Mittelpunkts  des  zu  P gehörenden  Kegelschnitts  ebenfalls  eine 
solche,  welche  zur  ersten  ähnlich  liegt  (Centrum  5,  Verhältniss 
2:1);  dagegen  ist  die  Bahn  des  NagePschen  Punkts  eine  Curve  vom 
2wten  Grade,  die  AjAgAg  zu  «fachen  Punkten  hat,  nämlich  die 
Seitencurve  der  ersten  C*^. 

Wir  wollen  das  Vorhergehende  an  einigen  besonderen  Fällen 
erläutern.  Der  dem  Dreieck  umgeschriebene  Kreis 


ist  der  Ort  der  Nagel’schen  Punkte  der  die  Seiten  des  Dreiecks  und 
die  Ssg  der  Seitengegengerade  des  Kreises,  also 
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X 


X^‘ 


+ ^ + 


•^8 


0 


berührenden  Kegelschnitte.  Die  Parabel  dieser  Schaar  hat  die  Glei- 
ebnng 


1 . *2  — «4*  I -’i*  — »*2* 


8 


2 g 2 

— ;so 


+ 


i.‘ 


+'^ 


0 


ihr  Nagerseber  Punkt  hat  also  die  Coordinaten 


1 

C 2 ■ 9^*0  - O ^ ^ J»  iS 

und  ist  der  Steiner^sche  Punkt,  da  er  der  Schnittpunkt  des  umge- 
schriebenen Kreises  und  der  Steiner’schen  Ellipse  ist.  Wenn  den 
Seitengegenpunkt  des  Höhenschnittpunkts  H des  Dreiecks 
bedeutet,  und  wenn  m durch  geht,  so  ist  der  Kegelschnitt 


eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  er  H enthält.  Die  analytische  Be 
dingung  dafür  ist  mjtan-4,-(-m,jitan.42-|-%tani48,  da  Xi  = cot  .4,-. 


Zieht  man  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  A^A2A^  in  beliebiger 
Richtung  Parallele,  welche  die  Gegenseiten  in  i?|,  und  treffen, 
so  schneiden  sich  die  Ssg  der  Tangenten  des  Kegelschnitts,  der  in 
diesen  Punkten  berührt,  in  einem  Punkte  der  Steiner’schen  Ellipse, 
sein  Mittelpunkt  liegt  also  auf  der  Ellipse  £j,  welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  in  ihren  Mitten  berührt.  Die  Ssg  der  durch  H gehenden 
Geraden  umhüllen  eine  Ellipse,  welche  mit  dem  umgeschriebeneu 
Kreise  den  Mittelpunkt  M gemein  hat,  denn 

HS  : SM  2:1 

Sie  berührt  die  Seiten  in  den  Endpunkten  der  Seitengegengeraden 
der  Höhen.  Die  Ssg  der  Durchmesser  des  Kreises  M umhüllen  eine 
Ellipse,  die  mit  dem  Feuerbach'schen  Kreise  den  Mittelpunkt  T ge- 
mein hat,  denn 

MS  I ST  ^ 2:1 


Diese  beiden  Ellipsen  und  die  eingeschriebene,  zur  Steiner'schen 
ähnlich  liegende  £|  haben  eine  gemeinschaftliche  Tangente  (ausser  den 
Dreiecksseiten),  nämlich  die  Ssg  der  Euler’schen  Geraden  Af/f,  da 
«2  zu  S gehört  und  S auf  MH  liegt.  Die  Parabel  der  zugehörigen 
Kegelschnittschaar  bat  also  MH  zum  Durchmesser,  zum  Brennpunkt 
den  Tarry 'sehen  Punkt  N (s.  Lieber,  Progr.  134  vom  Fr.  W.  Gymn. 
Stettin  1856  Nr.  94),  ihr  Nagel'scher  Punkt  ist  der  4.  Schnittpunkt 
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der  Steiner^schen  Ellipse  mit  der  Hyperbel  AiA^AsSHi  und  durch 
ihn  gebt  auch  der  Kreisdurchmesser  RMN.,  welcher  den  Steiner’schen 
mit  dem  Tarry’schen  Punkte  verbindet.  Der  Grebe'sche  Punkt  K ist 
bekanntlich  der  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Ellipse,  welche  die 
Seiten  in  den  Hohenfusspunkten  berührt.  „Also  liegt  der  Ssg. 
von  H so  auf  dass 

H^S : SK  = 1:2  ist.‘^ 

K und  M sind  also  auch  Sgp  im  Dreieck  Zlj,  da 

MS:SH  = 1:  J und  KS  : SH^  = 1 ; 2 

ist.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  Aj  Ag  A^  enthält  stets  //,  also  ist 
der  Ort  der  Nagersclien  Punkte  einer  Kegelschnittschaar 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  die  Ssg.  (7«)  von  m'  durch  //j,  die 
Mittelpunktsgerade  also  durch  K gehet.  Zu  jeder  solchen  Schaar  ge- 
hört die  vorher  genannte  Ellipse  um  K. 

Ist  O der  Mittelpunkt  des  eiugeschr.  Kreises,  N der  Punkt  vou 
Nagel  (Schnittpunkt  der  zu  den  Berührungspunkten  laufenden  Trans- 
versale), N'  sein  Sgp,  so  ist  iV'  der  Punkt,  zu  welchem  der  ein- 
geschr.  Kreis  gehört  (s.  oben),  also  liegen  N*S  und  O auf  derselben 
Geraden  und 

N'SzSO  ==2:1 

Dies  führt  zu  einer  bemerkenswerten  Folgerung.  Zieht  man  nämlich 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  die  Parallelen  zu  den  Gegenseiten 
und  nennt  das  neu  erstandene  Dreieck  Aj'  A^*A/,  so  muss  N'  Mit- 
telpunkt des  eingeschriebenen  Kreises  dieses  Dreiecks  sein.  Dasselbe 
gilt  für  die  Mittelpunkte  der  eingeschriebenen  Kreise  des  Dreiecks 
AjAgAg;  nennt  man  sie  O, , Og,  O3,  die  zugehörigen  Nagel’schen 
Punkte  iVj,  iVg,  Ag  und  deren  Sgp  AV,  Ag',  so  ist  das  Viereck 
A'Aj'Ag'Ag'  zum  Viereck  GOj  Og  Og  ähnlich  liegend  mit  S als 
innere  Aehnlichkeit  und  dem  Verhältnisse  2 : 1.  Die  Punkte  V 
sind  die  Mittelpunkte  der  4 die  Seiten  des  Dreiecks  A^'Ag'Ag'  be- 
rührenden Kreise,  so  dass  also  jede  Seite  des  ersten  Vierecks  die 
Winkel  und  Aussenwinkel  des  Dreiecks  A/Ag'Ag'  halbiren.  Der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  ferner,  welcher  die  Seiten  des  Drei- 
ecks in  den  Endpunkten  der  durch  O (Mittelpunkt  des  eingeschr. 
Kr.)  laufender  Transversalen  berührt , ist  ein  für  das  Dreieck  aus- 
gezeichneter Punkt  (A),  nämlich  der  Schwerpunkt  seiner  Seiten,  da 

OS:  SL  2:1 

Sein  muss  (s.  Laisant  Theorie  des  equipollences  p.  123). 
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Lässt  man  den  NageLschen  Punkt  eine  beliebige  Gerade  g 
durchlaufen,  so  ist  der  Ort  für  P ein  durch  gehender  Kegel- 

schnitt nämlich  die  Seitengegencurve  von  <7,  und  der  Ort  für  die 
Mittelpunkte  der  zugehörigen  Kegelschnitte  ist  der  zu  k ähnlich  lie- 
gende Kegelschnitt  durch  D^O^D^.  P,n  durchläuft  den  Kreis 
wenn  g die  Ssg  des  Kreises  ist. 

In  der  Schaar,  deren  Kegelschnitte  den  Punkten  einer  Geraden 
entsprechen,  müssen  wir  noch  die  zerfallenden  ins  Auge  fassen. 
Wenn  der  Punkt  P die  Gerade  m durchläuft,  so  berührt  der 
zugehörige  Kegelschnitt  n stets  die  Ssg  /«j  von  m.  n wird  zer- 
fallen, wenn  P auf  eine  Seite  des  Dreiecks  zu  liegen  kommt.  Denn 

schneiden  m und  ^12^3  in  C und  C\  und  fällt  P auf  6’,  so  ent- 
sprechen ihm  die  Strahleubüschel  C\  und  Aj.  Als  Mittelpunkt 
der  zerfallenden  Curve  muss  also  der  Mittelpunkt  von  AjC,  be- 
trachtet werden,  und  da  Diagonale  ist  im  vollständigen  Vier- 

seit,  gebildet  aus  den  Seiten  des  Dreiecks  und  ?/ij,  so  ergiebt 

sich,  dass  auch  die  Mittelpunkte  dieses  Vierseits  enthält,  wie 
bekannt.  Wenn  mau  erwägt,  dass  m'  und  m parallel  und  durch  S 
itn  Verhältniss  1 : 2 getrennt  sind,  so  erhält  man:  Die  beliebigen 
Geraden  bilden  ein  vollständiges  Vierseit,  dessen  Diagoual. 

mittelpunkte  auf  a,n  liegen  mögen.  sei  die  Ssg  von  für  das 
Dreieck  analog  «4*  und  Äg  <§3,  /S4  seien  die 

Schwerpunkte  der  von  den  4 Geraden  bestimmten  Dreiecke,  so  dass 
Ö4  Schwerpunkt  des  Dreiecks  «iag«3  ist.  Dann  ist 

a,n  II  a,'  II  og'  II  ©3'  II  «4 

(Richtung  der  Axe  der  zur  Schaar  gehörenden  Parabel)  und  liegt 
zwischen  a^'  und  so,  dass  jede  durch  gehende  Gerade  im  Ver- 
hältniss 2 ; 1 geteilt  wird,  analoges  gilt  für  «/,  og',  a^'. 

Fasst  man  5 Tangenten  eines  Kegelschnitts  in’s  Auge,  so  ergiebt 
sich:  Die  Geraden  von  denen  keine  3 durch  einen  Punkt 

gehen,  bestimmen  lO  Dreiecke,  deren  Schwerpunkte  wir  mit  Äjg, 
Ä,3  u.  s.  w.  bezeichnen  ; wobei  S^2  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
sein  soll.  Die  Seitensymmetriegeraden  von  und  og  für  das 
Dreieck  sollen  sich  in  A,g  schneiden,  wodurch  man  10  Punkte 

A erhält.  Dann  sind  die  Zehnecke,  gebildet  aus  den  Punkten 
und  A,  ähnlich  und  ähnlich  liegend;  das  Ceutrum  (äusseres)  ist  der 
Mittelpunkt  des  die  5 Geraden  berührenden  Kegelschnitts  und  das 
Verhältniss  1 : 3,  so  dass 

iWSig  ; AfA, 3 = 1:3  ist. 

Arch,  d.  Math.  u.  IMiys.  2.  Reihft,  T.  XVI.  \\) 


Digitized  by  Google 


290 


Bücking:  Die  Seilensymmetriegeraden  den  Dre.ieckn. 


5.  Die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  gleichseitigen 

Hyperbeln. 


Nur  dem  stumpfwinkligen  Dreieck  können  gleichs.  Hyperbeln 
eingeschrieben  werden ; wir  wollen  deshalb  für  das  Folgende  vor* 
aussetzen  90®. 

Die  dem  Dreieck  eingeschriebene  Hyperbel  n habe  die  Asymp- 
toten u und  V und  den  Mittelpunkt  /*'.  Dann  sind  die  Ssg  («|  und 
?^j)  von  u und  v diejenigen  Geraden  des  zu  n gehörenden  Strahlen- 
büschels P,  welche  die  durch  P gehenden,  eingeschriebenen  Parabeln 
berühren.  Wir  wollen  deshalb  zuerst  die  Gleichungen  von  w,  und 
aufsuchen.  P habe  die  Coordinateu  ^^so  die  Hyperbel 

die  Gleichung 


1) 


0 

I «•  * W 

M rS  -a 


Eine  durch  P gehende,  eingeschriebene  Parabel  habe  die 
Gleichung 


2) 


wobei 


p + = 0 

?2  *-3 


W*l  -j-  7/12  “I”  ^^^3  ~ 0 

t 

sein  muss.  Also  muss  sein 

3)  = -y  : 

Die  Gleichung  2)  kann  auch  geschrieben  werden  • 

(»»,  + (^3X3)^  = 0 

oder 

4)  m, ^ a-, ^ a-jj^  -f  — 2^2  X2  — 2m x^  a-, 

— 2//»  I ajj  Xg  = 0 

Wir  setzen  für  x,  =p,\  da  4)  durch  P geht,  und  aus  3)  die 
Werte  für  m, 


- 27-3P.  (r  - ~ 

\rl  ^2/  \r2  ri/ 
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5) 


2 

= Mpi  +2J8+;>3)- 


Für  dio  beiden  durch  P oder 


Pi  ^*i  + P2  h •“  P3  cs  ==  0 


gebenden  in  5 enthaltenen  Geraden  wird  die  rechte  Seite  0,  und 
inau  erhält 


7) 


Vj:tP'^  1 1 , Pi~\~P2 

*1 


d.  h.  sie  sind  die  Tangenten  von  P an  diesen  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt. Die  Gleichungen  für  Uj  und  v-i  ergeheu  sich,  wenn  man  aus 
G)  und  7)  die  Wurzeln  berechnet.  Ihre  Ssg  u und  y müssen  dann 
die  Wurzeln  sein  von 


S) 


Pi  I P'j  , P’<i 

"t-  L -r 


0 


(s.  Gl.  1))  und 


9)  (P2  +;^s)  + (i>3  + Pi)  c*3  + ( Pi  +Ps)  Ss 


0 


Setzt  mau  die  zweifachen  Wurzel  werte  = q,  und  5,',  so  erhält 
man  leicht 


10) 


92 

q-i 


:i.?2 +7!.3  + ‘f!  und  5 55  _ TZJß'LZLP^Z.'^. 

P3(p3+Pi)  3 3 P3(p3+Tl) 


worin 

tü  — Vpi^pz“  —piP'i  (pi  H-ps)  (p3  4*  Pi  • 

ist.  Da  nun  die  Hyperbel  n eine  gleichseitige  sein  soll,  so  muss 
u norm.  z.  v sein,  oder  ihre  Coordinateu  die  Gleichung  erfüllen 


11)  [cot  ^1(33  73' + 73 32')  + cot i4a  (333/ + 3,  33') 

+ cot  .43  (3i  32'+  92  9i)  ] sin  .4i  . sin  . sin  .4g 
= 3i  • 9i  sin*.<4i  -f  7232'  sin*i42  + 33  ♦ 3s'  sin^is 

Aus  10)  folgt  nun 

32  9i  _ Pi  (Pi  +P2) 

3s’  3s'  Pz^P2-\-Pi) 


\3* 


ähnlich 
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^ ^3X^2+ ^3) 

^3^  <l\  Pi{Vt’\~Vi) 

also 


2i  • 2i  * • Hi  ♦ 9a  * Hz 

\ 

Wir  setzen 


I , Pa 

Vi  "t"P3  Ps  “t“Pl  Pl  +Pi 


12) 


9i  • 9t'  = 


Pa  + Ps 


Ferner  folgt  aus  (10) 


also  nach  12) 


?3  _L  _ 9a  9.3*4"  9a' 9s  ^ ~ ^Pa 
9a  9.3'  9a  • 9a'  Pi  4"  Pa 


— 2f/)g  /?3 

(Pi  4-Pa)(Pi4-P2) 


Nach  Multiplication  mit  - (p2  4"Pa)(p3  4~Pi)  • (Pi  4~Pa)  wird  dann 
aus  11) 


2[cot^j  (;jj, + ;?;,)  ;)22>8  4"  COty!^  (;?3 + C0t^3 

• (Pi  4"Pa)pi Pal  • sini4j  . sinnig  . sin^3+sin*^,p,  (/tg+p,) 

• ( Pl  4-Pa-f  8in*4Pa(Pi  4-Pa)  (Pa  "hPa)  + sin*^a  (P2  4-Pa) 

• (Pa+Pi)  *=*  0 


welche  zerfällt  in 
und 


(pi  4"  Pa  "l"  Pa)  “ Ö 


13)  sin*^^ sin*-rl2 4~ Ps*  sin*i43  + 2(cot 

4"  coti4g^3Pj -}-coti43/)j />2)  COS-/I,  . sin.i42  • siöilj  =»  0 

I)ie  erste  Gleichung  stellt  die  x ferne  Gerade  dar,  und  liefert 
die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabeln,  welche  hier  nicht  mit* 
gezählt  werden  können,  also  bleibt  nur  13)  als  Gleichung  für  die 
Punkte  P.  Sie  ist  die  Gleichung  eines  Kreises.  Denn  die  allg. 
Gleichung  eines  Kreises,  nämlich 

14)  («j*  arg  2:3 + ipj  xj  + a-g^arj  x^)  + (uj  ar^  + x^) 

• (i»^i4‘^*^2  4’®3)  ” 0 
geht  in  (13)  über,  wenn  man  II) 
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«1  = ’i* 

$ 

setzt  und  , darauf  durch  (— 4r*)  dividirt  Man  erhält: 

15)  — ^ +^2  + 3^3)  = 0 

Die  Radicalaxe  mit  dem  umgeschriebencn  Kreise  ist  die  Gerade 

oder  in  trimetrischen  Coordinaten 

Gleichung  Io)  kann  auch  geschrieben  werden: 

Ä|  ^ a-j  * + »2*  ^2^  + ^ *2  *3  • ^2  »*3  cos  ^ 1 + 2.S3  S,  3*8  CC,  COS  ^2 

2ifj  «2^1  :<'2COS  ^3  *»  0 

Hieraus  folgt  nun  leicht  die  Gleichung  für  den  Mittelpunkt  F'  der 
gleichseitigen  Hyperbel  n.  Denn  Gleichung  (9)  zeigt , dass  seiue 
Coordinaten  sind 

X,  : xg  : X3  = (P2+Ps)  : (Pa  + Pi)  • iPi  +7^2) 

Also  ist 

Pi  -Pi'  Pa  = (— a^3+^2  + a*8)  • (^’i  —«*2+^*3)  • (^1  +^2  — ^3) 

Man  setze  diese  Werte  in  15)  ein  und  erhält  nach  einigen  Aeude- 
rungen,  wenn  r den  Radius  des  Kreises  i4j^2^"l8  bedeutet, 


«V  S S 

16)  «,^»-2^3  + «2*a’3X,  + if3^X,  Xg  “ + ^s) 


(cot^l  . Xj  + cot  Ag  . Xg  + cot  Ag  . Xg)  «=  0 
oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten 


16  a)  («ia:2«*3+”‘'2^3^l)  “ +**2^*^2 

-f-  «3X3)  (x|  cos  A|  -j“  *^2  cos  Ag  -f-  X3  cos  A3)  ==»  0 


Dieser  Kreis  gehört  zu  dem  Büschel,  welches  der  umgeschriebene 
und  der  Feuerbach’sche  Kreis  des  Dreiecks  AjAgAg  bestimmen,  denn 
die  Gl.  des  letzteren,  nämlich 


2(4(sj  XgXg  + «jXgaTi  + «aarjXg)  — (äjXj  +SgZa  + SjXg) 

(COSA|  . X|  -|-  cos  Ag  . X2  cos  A3  . = 0 

zeigt,  dass  die  gemeinsame  Radicalaxe  der  3 genannten  Kreise  die 
Gerade 
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COS-^4^  . tj  + COSi-lg  . + COS  ^3  .2-3  «0 

ist  zugleich  die  Axe  der  Homologie,  von  und  dem  Dreieck 

der  Höhenfusspunkte. 

Die  Gleichung  16)  unseres  Kreises  (in  baryceutrischeu  Coordi- 
nateu)  kann  in  die  Form  gebracht'  werden 


18)  Jf|*COtA,  +-r2^C0t  Ag  + -*^3^C0t/ljj  = 0 

sie  zeigt,  dass  er  nur  reell  ist,  wenn  eine  der  Coefticienten  negativ 
ist,  also  nur  für  stumpfwinklige  Dreiecke.  In  einem  solchen  schueidet 
bekanntlich  der  P’euerb.  Kreis  den  uingeschriebeneii , und  es  folgt, 
dass  auch  der  neue  Kreis  durch  diese  beiden  Schnittpunkte  gehen 
muss. 

Sein  Mittelpunkt  ist  ein  Punkt  der  Eulor’schcu  Geraden  und  zwar 
der  Höhenschuittpuukt.  Denn  setzt  mau  für  den  Punkt  A^  seine 
Coordiuaten  in  Gl.  16)  und  bezeichnet  die  Potenz  des  Kreises  16)  im 
Punkte  A^  mit  7)2*,  so  ist 

ni  . 7^2^  = — • eosJ2 

anderseits  ist  2^2*  gleich  dem  Product  der  Abschnitte  auf  2-3,  ge- 
messen von  ^2  und  dies  ergiebt  sich  aus  Gl.  Ifi) 


ifq^COt  A« 


Beides  liefert 
Setzt  mau  nun  die  Coordinateu  von 


cot  Aj 

m - 2rsiuAi  . sin  ^2  • sin  A3 


M {xi  =»  r COS  A| ) 


ein,  so  ist  die  Potenz 

— — 4cos  Aj  . COSA2  . cos  A3) 


uud  die  von  H 
Da  nun 


ist,  so  ist  klar,  dass  H der 


4r*cosAi  . cosAg  . cos  A3 
U'i  = r*(l  — 8C0S  Aj  . cos  A2  . cos  A3) 


2r 


Mittelpunkt  des  untersuchten 
r V—  cos^j  . cos  A2  . cos  A3 


sein  Radius  ist.  Wir  haben  also  den  Satz: 


„Die  Mittelpunkte  der  einem  bei  A|  stumpfwinkligen  Dreieck 
„AJA2A3  eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  liegen  auf  einem 
„um  seinen  Höhenschnittpunkt  beschriebenen  Kreise,  der  durch  die 
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„reellen  Schnittpunkte  des  umgeschriebenen  und  des  Feuerbach'schon 
„Kreises  des  Dreiecks  geht  und  dessen  Radius  gleich 


2r  V— coSi4j  . C08i42  . cos  ^3  ist.“ 


Die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  bilden  einen  Strahlenbüschel 
6tcr  Classe,  das  die  x fernen  Geraden  zur  Doppeltangeute  hat. 
Denn  ihre  Coordinaten  sind  Wurzeln  der  Gl.  8)  und  9),  woraus  folgt 


Pi  • ••  Pi 


^2)  : 


•c  2. 
rS  VV2 


Da  für  die  die  Gleichung  besteht  18) 

(z^2+i’3)^cot  A,  4"(;^3+7^i)'^^öt  + A3  = 0 

so  folgt  für  die  Asymptoten 


ih  ~ ~ ?2>3+?3rl +'^1^2)^COt  A,  + 


= 0 


Aehnlich  liegen  die  Brennpunkte  auf  einer  CurTe  6ter  Ordnung. 
Denn  ist  Gl.  8)  die  Gleichung  einer  solchen  Hyperbel  und 
die  Coordinaten  eines  ihrer  Brennpunkte,  so  ist  proportional 


;r.j  sin  A3 
a-y  sin  Ag 


a-gSinAg 


+ 2 cos  A, 


( s.  Bücking  a.  a.  0.  S.  ö).  Setzt  man 

a-j(x2^sin^Ag-(-’‘3^siu^A2“|-2a;ga-3  8in  AgSin  A3COS  A|)  =» 
so  ist  der  Ort  der  Brennpunkte 


7/ 1 ^ sin^Aj  + Vä*  sin^  A^  -f-  j/g^sin*  Ag  + '6{r}2  v-s  cot  A, 

+ 7/g??i  cotAg  + j/jT/gCOtAg)  = 0 


Der  umgesebriebene  Kreis  und  der  Kreis  um  H schneiden  sich 
unter  einem  Wkl.  (p,  so  dass 

cos^7>  = — cos  A,  cos  Agcos  Ag 

ist;  setzt  man  an  die  Stelle  des  umgeschriebenen  Kreises,  den  von 
Feuerbach,  so  erhält  mau 

cos^cp  ==  — ^ cos  Aj  cos  Ag  cos  Ag 

Die  Potenz  unseres  Kreises  irn  Schwerpunkt  ist 

2A  cot  cot  ü) 

~ ry- 

wenn 
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^ ^ A\  A2  A^ 


und  0)  den  Brocard’schen  Winkel  *)  bedeutet. 

Der  Kreis  um  welcher  mit  den  Kreisen  um  M und  H zu 
einem  Büschel  gehört,  schneidet  den  Kreis  um  //  in  U uud  V recht- 
winklig, denn  US  uud  Li  11  halbireu  deu  Winkel  MUF  und  dessen 
Nebenwinkel.  Also  ist  auch 


Endlich  ist  die  Entfernung 


Die  Punkte  IJ  und  V sind  zugleich  Mittelpunkte  von  2 dem 
Dreiecke  umgeschriebencii  und  von  2 ihm  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Hyperbeln.  Zu  ihrer  Coustructiou  dienen  die  erwähnten 
involutorischeu  Büschel;  man  ziehe  US  bis  zum  2ten  Schnitt- 
punkt auf  dem  Kreise  uud  bestimme  die  Orduuugs- 

strahleu  von  V und  Die  erstereu  sind  die  Asymptoten  der  um- 
gcschriebeuen,  die  Seitensymnietriegeraden,  die  letzteren  die  Asymp- 
toten der  eingeschriebenen  Hyperbeln. 

Unter  deu  dem  stumpfwinkligen  Dreieck  A^A^A.^  eingeschriebe- 
nen gleichseitigen  Hyperbeln  giebt  es  solche  mit  paarweise  parallelen 
Asymptoten.  Sind  X und  Y die  00  fernen  Punkte  einer  solchen 
eingeschriebenen  Curvc,  so  gehören  zu  ihnen  eingeschriebene  Para- 
beln -r.  und  y,  welche  von  deu  Seitensymmetriegeradeu  der  durch 
X und  Y gehenden  Geradeu  umhüllt  werden,  und  deren  Axeu  durch 
D'  und  V'  gehen,  also  senkrecht  zu  einander  sind.  Wenn  U und  V 
in  dem  Winkelraum  des  stumpfen  Winkels  des  Dreiecks  liegen,  so 
schueiden  sich  x und  y in  4 Punkten.  Zu  jedem  von  diesen  Punkten 
gehört  ciue  eiugeschriebcne  durch  U und  V gehende  Hyperbel,  also 
giebt  es  in  diesem  Falle  4 gleichseitige  Hyperbeln  mit  parallelen 
Asymptoten. 

Jene  Schnittpunkte  sind  Punkte  des  Kreises,  dessen  Gleichung 
45)  ist,  und  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Kreise  16) 
sind  die  Mittelpunkte  der  Hyperhein.  Liegen  aber  die  Parabeln 


*)  5.  die  Biücard’sehen  Gebilde  von  Eiumcrich, 


wenn 


10  cos  A,  . 008^4^  • cos.43  ist. 
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iü  versebiedenen  Winkelräiiraeu  der  Winkel  ^i,  J3,  so  schneiden 
sie  sich  überhaupt  nicht.  Also  haben  wir  den  Satz: 

„Die  in  2 einem  stumpfwinkligen  Dreieck  eingeschriebenen  Para- 
„belu,  deren  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen,  schneiden  sich  ent- 
„wedor  nicht,  oder  in  4 Punkten  eines  Kreises,  und  dieser  Kreis 
„ist  für  alle  ein  und  derselbe^\ 

Mau  kann  beliebig  viele  Paare  solcher  Parabeln  finden,  iudern 
mau  von  ihren  Brennpunkten  ausgeht,  die  auf  dem  Kreise  dia- 

metral gegenüber  liegen.  Sind  AgAg'  und  AyA./  Durchmesser  dieses 
Kreises,  so  können  die  Brennpunkte  nur  auf  den  Bogen  AgAg'  ge- 
legen sein.  Ist  G ein  solcher  Brennpunkt,  so  geht  die  Axe  a der 
zu  ihm  gehörenden  Parabel  durch  G und  den  x fern  liegenden 
Winkelgegenpunkte  von  G,  die  Fusspunktlinie  von  G für  das  Dreieck 
AjAgAg  liefert  nun  die  Scheiteltangeute  und  die  Parallele  dazu  durch 
die  Leitlinie  l der  Parabel.  Diejenige  eingeschriebene  Parabel, 
deren  Axe  zu  der  Axe  der  vorhergehenden  senkrecht  steht,  habe 
den  Brennpunkt  G\  die  Axe  a\  die  Leitlinie  V ; dann  ist  G'G 
Kreisdurchmesser,  a L a->  I X wodurch  diese  Linien  sogleich 
bestimmt  sind. 

Die  Kagel’schcn  Punkte  der  einem  (stumfwiukligen)  Dreieck 
eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  sind  die  Seitengegeupunktc 
der  Punkte  P (s.  oben);  man  vertausche  in  Gl.  15)  die  av  mit 

- und  erhält  als  Ort  für  jene  die  Curve 


Diese  Gleichung  findet  man  bei  Depeno  (1893  Progr.  177,  Breslau, 
über  die  einem  Dreieck’  ein-  und  umgeschriebenen  Kegelschnitte). 
Synthetisch  ist  sie  als  Curve  4 ten  Grades  und  ü.  Classe  bereits  von 
Montag  bestimmt  worden.  (1870,  Dissert.  von  C.  Montag,  Breslau, 
Seite  27). 


Unter  einer  Gegeuschaar  wollen  wir  eine  Schaar  von  Geraden 
verstehen  der  Art,  dass  die  Seitensymmetriegerade  einer  jeden  wieder 
eine  Gerade  der  Schaar  ist. 


Xi 


ft  *2  *3 


oder  in  gewöhulichen  Coordiuaten 


6.  G ege  n sc  h aaren. 


I 
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Man  erhält  eine  solche,  wenn  man  den  Punkt  P eine  beliebige 
Curvc  beschreiben  lässt,  und  für  jede  Lage  die  2 durch  P geheHdo 
Ssg  bestimmt.  Die  von  P durchlaufeue  Curve  wollen  wir  die  L eil- 
en rve  der  Schaar  nennen. 


1)  Die  Leitcurve  sei  die  Gerade  m mit  den  Coordinateu 


?2  = Vh 


Die  Coordinateu  der  durch  P gehenden  Ssg  seien  i/  und  ihr 
Schnittpunkt  also 


I t 


P • P » 
•»1 


0 


Man  setzt  hierin 


t.» 


rl 


•.  ir 


..  If 

b • 


und  für  die  der  ersten  Zeile  /n/,  da  ihr  Schnittpunkt  sich  auf »' 
bewegt.  Man  erhält  dann  die  Gleichung  3tea  Grades 


1 ) r!  — r;}“)  "f"  ^‘^-2  "f"  ^2^) 


0 


Die  Gegensohaar  also,  deren  Leitcurve  eine  Gerade  ist,  ist  ein 
Strahlcnbüschel  3ter  Classe,  d.  h.  ein  solches,  von  welchem  durch 
einen  Punkt  der  Ebene  höchstens  3,  immer  aber  ein  Strahl  geht 
Sie  enthält,  da 


der  Gleichung  1)  genügt,  alle  sich  selbst  entsprechenden  Geraden, 
darunter  die  x ferne  Gerade,  ferner  die  Seiten  des  Dreiecks 
die  Gerade  m und  deren  Ssg,  und  die  Ikrührungspunkte  aut  m sind 
die  Punkte,  in  denen  m von  den  sich  selbst  entsprechenden  Geradcii 
geschnitten  wird.  Sie  enthält  endlich  die  Geraden  -djA/i,  ^121/0^33/3, 
wenn  die  1/  die  Schnittpunkte  von  m mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
AiA.jA.^  bedeuten. 


Die  Gegenschaar  zerfällt,  wenn 


— lllo 

allgemeiner,  wenn 

/«j-  = 711/  oder  = w/3*  oder  m./  = ist, 

d.  h.  wenn  m zu  einer  Drcieckseite  parallel  oder  durch 

geht  (Schnittpunkte  von  je  2 sich  selbst  entsprechenden  Seiten).  Für 


z.  B.  erhält  man 


77l|  = 
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ih  - h ) (5l  ^*2  + ^3^)  + »«3  ^3(^*1^ 


zerfallend  in 


Diese  enthält  auch  ^2  ^^31  ^^3 


^3^3(»l  '[■'rs)  “ 9 

i4i,  D2D3  und  Dj^. 


2)  Die  Lcitcurve  sei 
chung  ist 


eine  Curie  «ter  Ordnung, 

/n  (a*!  ^s^'s)  — 9 


deren  Glei- 


Weiin  die  durch  i’ gehenden  Ssg  die  Coordinaten  t,  ' und  . haben, 
so  ergeben  sich  die  Punktcoordinateu  ihres  Schnittpunkts  aus 


ri ' + ^2'  ^2  + ?’s'^‘3 


Ü 


I I ^3 

I ?■>  I t ' 


0 


“'’^+ 

»2 

X|  : u j : a*.{  — : »2(^3^ 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  wird 


also 


^1  / • ?3 


/n  (^i)  — t) 

eine  Gleichung  3»iten  Grades  in  . 

Durchläuft  z.  B.  der  Punkt  die  Ellipse  von  Artzt 

1,1.1 

^ — = 0 

Xj  cTa  «3 

SO  ist  die  entsprechende  F^  von  der  Form 


+ 


~ U 


Also  hat  sich  ergeben : 


„Duchläuft  ein  Punkt  eine  Curve  ater  Ordnung,  so  bilden  die 
„durch  ihn  gehenden  Scitensymmetriegeraden  im  allgemeinen  ein 
,, Strahlenbüschel  der  Classe  3?i“. 


Eine  andere  Methode  Gegenschaaren  zu  erhalten,  soll  für  die- 
jenigen 3ter  Classe  gezeigt  werden.  Die  Gleichung 

= Pl^l  +P2^*2  + P3?3 

geht  durch  Vertauschung  der  i,  mit  ihren  reciprokeu  Werten 
und  Multiplication  der  Gleichung  mit  über  in 
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= V\  h k + P2  k ?i  + Pa  ^1  ^2 


Bedeuten  R und  7P,  Q und  Q‘  u.  s.  w.  ebenfalls  solche  Ausdrücke 
und  c eine  constante  Grösse,  so  ist 

1)  Cj  . P'  + 6-0  . . (2'  + 6*3  . . Ä'  + . . . = 0 

die  Gleichung  einer  Gegenschaar  der  3 teil  Classe.  Denn  jeder  Sum- 
mand ist  vom  3teu  Grade  und  beim  Einsetzen  der  ~ für  die  I,  und 

folgender  Multiplication  mit  kkk  s.  w.,  die  Glei- 

chung also  in  sich  selbst  über,  d.  h.  die  Geraden  sind  paarweise 
Symmetriegeraden.  Da  PQ'  für  die  *i,-  ein  homogener  Ausdruck 
3 teil  Grades  ist  und  durch  Einsetzen  der  reciproken  Werte  der  f, 
für  die  di  selbst  übergeht  in  P'  . (4  so  erhält  man  auch  Gegeu- 
schaaren  in  der  Form 

PQ’  ± P'Q  - 0 

oder  allgemeiner 


2)  Cj{P . Q’  X P’  . Q)  + v.^{R  . S'  + R'S)  0 und 

3)  c^(P  • (2'  — 2^’  . Q)  + c^{R  , — R’  . S)-\.  . . . = 0 und 

4)  c,{PQ’ + -\-R‘S)  + , . . + y,  7>.  + 

+ ~ . . . = 0 


4)  ergiebt  sich  durch  Combination  von  1)  und  2),  eine  solche  von  1) 
und  3)  giebt  keine  Gegenschaar,  denn  für  3)  ist  nach  Einsetzung 

der  ^ an  Stelle  der  'di  und  einer  nachfolgenden  Multiplication  mit 

auch  eine  solche  mit  —1  erforderlich,  um  die  alte 
GIcichuugsform  wieder  herzustellen.  Also  würde  die  Gleichung 


übergehen  in 


{PQ’  — P’  Q)+  IP’  = 0 

{Pd»  _ Q)  _ p ^ pf  ^ 0 


also  nicht  in  sich  selbst. 


Die  Gleichungen  1),  2)  und  4)  erscheinen  bei  unserer  Unter- 
suchung in  der  gemeinsamen  Form 

“ + ■"  «,  + ' • >>  ^3  = 0 

die  Gleichung  3)  in  der  Form 

n.  W,  “ V)  + Wi2l2(’3^  — ^1  5*2*)  = 0 


Digitized  by  Google 


Bücking:  Die  Seitensymmetriegeraden  des  Dreiecks. 


301 


Die  letztere  ist  uns  bereits  bekannt;  ihre  Lcitcurve  ist  eine 
Gerade  (S.  298).  Ehe  wir  I.  untersuchen,  wollen  wir  die  anderen 
Gegenscbaaren  Ster  Classe  bestimmen.  I.  und  II.  stimmen  darin 
überein,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  zur  Gegenschaar  ge- 

hören. Diese  Bedingung  lassen  wir  fallen.  Angenommen,  die  durch 
A|  gehenden  Strahlen  der  Schaar  wären  verschieden  von  A^A^  und 
dann  müssten  auf  A^A^  3 Berührungspunkte  liegen,  oder  A^A^ 
wäre  ein  3 facher  Strahl  der  r**,  was  unmöglich  ist.  Also  bleibt  uns 
noch  der  Fall,  dass  eine  Doppeltangente  und  eine  der  anderen 
Seiten,  etwa  A^A^  einfacher  Strahl  der  ist.  Dann  ist  die  Glei- 
chung der  Schaar 

^3*  . P+  I2  . 72  = 0,  da  für  I3  = 0 

dio  übrigen  Glieder  als  Factor  haben  müssen.  Infolge  der  Be- 
dingung, dass  die  Schaar  sich  selbst  entspricht,  findet  man  leicht 
72  = P';  also 

III.  'iiF±‘ik  . P'  = 0 

wenn  ^ und  = 1,  2,  3 sind. 

Diese  Gleichungen  bieten  kein  besonderes  Interesse,  wol  aber 
die  Gegenscbaaren  von  der  Form  I.,  zu  deren  näheren  Untersuchung 
wir  jetzt  gehen  wollen. 

Zur  Gegenschaar 


«1 


71.; 


Wo 


^2 


0 


gehören  zuerst  die  Seiten  des  Dreiecks  AjAgAg,  dann  die  Verbin- 
dungslinien des  Punktes  iV(a:,  = w,)  mit  A,,  Ag  und  A3,  denn  für 
= ü ist 


«2 


0 


oder 


0 


d.  h.  durch  A^  geht  ausser  A^A^  und  A^Ag  der  Strahl 


"8  i's  + «2  h = 0 


Die  für  die  3 Ecken  so  erhaltenen  Strahlen  gehen  durch  den  Punkt 


oder 


+ ^^2  ^2  + ”3  & = 0 

»1  ; arg  ; a?3  = : Wg 


Der  Sgp  von  N liefert  die  Berührungspunkte  auf  den  Seiten  des 


S02 
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Dreiecks- 

Da  die  die  Seiten  des  vollständigen  Vierecks, 

gebildet 

aus  -dj,  und  N enthält,  so  muss  sie  geschrieben 

werden 

können 

worin 

■xV  .74  C|  • ig  * .»3  . V 0 

Man  findet 

N =>  «j  ’i'j  -|-  M.^i8  + «y  'i3  ist. 

“1“  ^3'rl^2 

«I^  + ”2“  + ”.3"  9 

V = — ' - — J 

«1^*2 


also  ist  = 0 der  zum  Punkte  N gehörende  Kegelschnitt.  Die  Glei- 
chung I lautet  dann 


Für 


(n.  + >‘»-rä + ’hh)  + --  + - j 

n,*  + «8*  -f  W3* 


0 


«1  II2  «y 


zerfällt  also  die  P*  in  das  Strahlenbüschel  i\  und  dessen  Ssg,  oder 
die  Taugenten  des  zugehörigen  Kegelschnitts: 


+ ”2^2  + ”3?:j  0 


n 

li 


1 . 

+ T + 


ri,j 


0 


^«2 


Wir  betrachten  die  Leitcurre  der  Gegenschaar  L,  d.  h.  den  Ort 
der  Schnittpunkte  der  in  der  Schaar  enthaltenen  Ssg.  Schreibt  man 
I.  nach  Division 


-+! 

3 ^ 


t ”1  ’C 


■r.3 


n, 


n. 


+ 


^1  , 

•r  + *c" 

- + 1 


= 0 


und  benutzt 


b2 


t>2 


Xi 


1U 


* — xj^  — Xu 


SO  erhält  man  sofort 

n,  7*3 

7»3 
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Die  Leitcurve  von  I.  ist  also  eine  Curve  3ter  Ordnung;  sic 
geht  durch  die  Mittelpunkte  7),  der  Dreiecksseiten,  durch  die 

00  fernen  Punkte  der  Seiten,  durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
i4|A",  und  mit  den  Gegenseiten  des  Dreiecks. 

Zerfällt  die  F*  (s.  oben),  so  wird  aus  a) 


ß)  (-X, * + + 


«1  7Jo 


— 0 


oder  nach  einigen  Veränderungen 


y)  (iri +^2+ • 


Xt 

«1 


( - • a-,  + 0*2  -f  3-3)  + (Xi  + *2  — x^) 

li*\ 


(rc,  +a^2  + a’.0* 

. £T.  a?2  X-, 


= 0 


Die  Leitcurve  schneidet  also  die  Seiten  des  Dreiecks  ausser  in 
den  QO  fernen  Punkten  in  6 Punkten  eines  dem  Dreieck  D,/A,/A> 
umgeschriebeuen  Kegelschnitts,  die  Gleichung  ist 


,7  ( — Xi  +a^2+^»*;j)+  J (a*i  - «^2  + 2^3)+  7'*  (^1  +^2  - 0-3)  = 0 

Wo 


71« 


Die  Umformung  von  ß)  kann  auch  so  geschehen,  dass  a:,-f-a*2— 0*3, 
allgemein  (a*!  ia'jia'g)  als  Factor  des  ersten  Products  erscheint, 
z.  B. 


(a-i  + a-2  — x^) 


a?|  Xo 

(—  ar,  + a-2  — 3:3)  + y (x,  — X2  - X3) 

'»I  /«• 


+ (a’i+a'a+ä'a) 

7«  ‘ 


5 

«2 


71  ^ «9  n 


3 


. Xj  X#  X3  = 0 


fällt, 


Die  Betrachtung  von  y)  lehrt  uns,  dass  hier  die  Leitcurve  zer- 
wenn 

«1  “h  «2  + «3  =-  0 


ist,  in  die  00  ferne  Gerade  und  den  Kegelschnitt  d;  f aber  und  die 
analogen  Gleichungen  zeigen,  dass  dies  auch  stattfindet  für 

^1  i «2  i »3  = 0 

Es  ist 

+ »‘2  + «3  =*  0 
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die  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  N auf  der  x fernen  Geraden 


a*i  + 3^2  + ^3 


liegt,  wie  schon  gesagt  wurde;  der  zugehörige  Kegelschnitt  e ist 
eine  Parabel,  denn  bringt  man  ihn  zum  Schnitt  mit 


“I“  ^2  ~t~  ^3  =0 

und  setzt 

«1  + «2  + ==  0 

so  wird 


was  zeigt,  dass  die  x ferne  Gerade  Tangente  und  iV  ihr  x ferner 
Punkt  ist. 


Da  ß der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Strahlen  des  Büschels  A 
mit  dem  Ssg  ist,  so  hat  sich  also  ergeben: 


„Die  Strahlen  eines  Büschels  iV  werden  von  ihren  .Seitens3’m- 
„metriegeraden  in  den  Punkten  einer  Curve  ;3ter  Ordnung  gescliuit- 
„ten,  welche  zerfällt,  wenn  N auf  einer  der  sich  selbst  entspreeben- 
„den  Geraden  liegt,  in  diese  Gerade  und  einen  sie  berührenden 
„Kegelschnitt,  welcher,  dem  von  den  3 anderen  sich  selbst  eiitspre- 
„chenden  Geraden  gebildeten  Dreieck  umgeschrieben  ist.  Im  be- 
„sondereu  werden  parallele  Geraden  von  ihren  Ssg  in  einer  durch 
„DjDoDj  gehenden  Parabel  geschnitten,  deren  Axo  den  Geraden 
„parallel  ist,  und  welche  die  von  den  Ssg  umhüllten  Parabel  be- 
„rührt.^‘ 

Ist  B ein  beliebiger  Punkt,  v eine  durch  ihn  gehende  Gerade, 
deren  Ssg,  und  schneidet  die  zum  Punkte  r gehörende  C'*  w, 
ausser  im  Punkte  noch  in  den  Punkten  s und-  T,  so  sind  die 
und  T die  Ordnuiigspunkte  der  iuvoluforischeu  Punktreihen, 
in  welchen  y,  von  den  Strahlen  des  Büschels  V und  deren  Ssg  ge- 
schnitten werden. 


Wir  kehren  zu  der  nicht  zerfallenden  Gegenschaar  zurück,  deren 
Gleichung  war 


n)  — h ~ " — I t; 


0 


«I 


deren  Leitcurve  ist 
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y)  ^ (— a‘i*  + a*s*  + ar3*)+  ^ + 

Wj  f»2 

+ ^ («i^+ V—  *8*)—  ««1  = 0 

«3 

Diese  C*  kann  zerfallen,  ohne  dass  die  T\rj)  zerfällt,  in  einen 
Kegelschnitt  und  eine  Gerade.  Setzt  man  nämlich  die  linke  Seite 
von 

k =-  (ojiCj  + OjXjöjjrg) 

(Ä,  X,*  + Xg*  + &3  «3*  + 0,  lg  X3  + 0g  Xg  Xj  + 8g  Xj  Xg) 

so  erhält  man 


L ; L 


Berechnet  man  ferner  die  Coefficienten  von  xg^xg  und  xg^Xg,  so  muss 
sein 

flg®  8|  . Wg  . flg  «*■  (Zg  Tlg  — |—  flg  Wg 


Ö2*0|  Wg  Hg  — agTig  -j-  flgWg 

8 


woraus  folgt 

flfg*  ■=  <lg 

Die  Bedingung  für  das  Zerfallen  der  C^(k)  ist  also 


Wir  nehmen  zuerst 
dann  wird 


a,*  •=  og*  «=  a,* 


üi  — 0,1 


9i 


"idlüs 

ajng7ig  ’ 


£ • — 0|  01  ^8  "I“  ^3  — ^ 


Wgng-4-ngn,  + ^ 

«1  «2  «3 


Die  Gleichung  k lautet  dann 


- (— X,*  + Xg*+Xg*)+  (iTi*  — Xg*  + Xg*)+  “ (X,*+Xg3  — Xg*) 


«1 

sie  zerfällt  in 
und 


«2 


n< 


+ 2*,»4x,(,^;+;-+y=-0 


+ ^2  + «’s  ==■  0 


A)  r ^ ^1  "t”  **^8  H“^3'  + (^1  ~ a^2 +^»*3)  + d “ *3)  = 0 

r»i  7»g 


n« 
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Die  letzte  Gleichung  stellt  einen  dem  Dreieck  nmge- 

schriebenen  Kegelschnitt  dar.  Die  Gleichung  der  zugehörigen  Gegen- 
schaar  ist 

^ tij  7ig 

oder 

,7  7 (äi-y*  = 0 

«1  »*2  «3 

Sie  enthält  ausser  den  genannten  Strahlen  stets  die  co  ferne  Gerade 
als  Doppeltangente. 

„Es  wird  später  bewiesen  werden , dass  die  Aymptoten  der  Hy- 
perbeln eines  Kegelschnittbüsehels  eine  solche  bilden.“ 

Die  Leitcurve  der  Gegeuschaar  n zerfällt,  wenn 

= + «3 

ist;  berücksichtigen  wir  jetzt  auch  noch  die  negativen  Zeichen.  Mit 
den  ai  wechseln  die  li  ihr  Vorzeichen,  während  dieöi  ihre  Zeichen 
behalten.  Die  Folge  davon  ist,  dass  der  Kegelschnitt  k einem  andern 
der  4 von  den  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gebildeten  Drei- 
ecken umschrieben  sein  muss.  Im  Falle,  dass  er  auch  noch  die 
4te  sich  selbst  entsprechende  Gerade  berührt,  zerfällt  die  Gegeu- 
schaar, was  oben  bereits  besprochen  wurde.  A kann  ferner  zerfallen 
in  2 Geraden,  so  werden  wir  wieder  auf  Gegenschaaren  geführt, 
deren  Leitcurve  Geraden  sind  und  zwar  auf  einen  besonderen  Fall 
des  allgemeinen. 

Fassen  wir  unsere  Resultate  zusammen: 

Es  giebt  2 Arten  der  Gegenschaaren  3ter  Classe  mit  sym- 
metrischen Gleichungen.  Diejenigen  der  ersten  Art  sind  die  Paare 
von  Ssg,  deren  Schnittpunkte  auf  einer  Geraden  liegen;  zu  der  Ge- 
raden li  =«  Ttij  gehört  die  Gegeuschaar 

«^1  - 58^)  + ^^*2  da"  - - ^2'')  - 0 

Die  Gegenschaaren  der  2ten  Art  haben  die  Gleichung 

(5.“ + 5»')  + + 5,  *)  + (?.* + 52»)  + £ 5x  5*  5a  - 0 

Es  sind  bei  constanten  Mj,  die  variabeleu  s die  Strahlen* 

büschel  3ter  Classe,  welche  in  den  6 Seiten  eines  vollständigen 
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Vierseits  und  in  den  Berührungspunkten  auf  dreien  von  ihnen  über- 
einstimmen.  Die  Lcitcurve  einer  solchen  ist  eine  mit  der 
Gleichung 

Xi 

2 — ( — ^2^3  “ 0 

Für  constante  m und  variabeles  e sind  es  die  eines  Büschels. 
Die  Gegenschaar  zerfällt  in  ein  gewöhnliches  Strahlenbüschel  N und 
deren  Ssg,  also  T*  für 

Die  Leitcurve  zerfällt,  wenn 


ist,  in  eine  sich  entsprechende  und  einem  Kegelschnitt,  welcher  dem 
von  den  anderen  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  gebildeten 
Dreieck  umgeschrieben  ist.  Die  dazu  gehörige  Gegenschaar  ist 

\ (5ä-  5,)»±  ± =■  0 

/^l  Wjj 

Gegenschaar  und  Leitcurve  zu  gleicher  Zeit,  wenn  N auf  eine  der 
sich  selbst  entsprechenden  Geraden,  also  auf  der  co  fernen  Geraden 
oder  auf  eine  Seite  des  Dreiecks  liegt.  Die  Gleichungen 

sind  daun 

^2%  ± «2  ^3^*1  ± »»3^1  ^2  = 0 


i»'l+a'3  + ^3)±  '^(^1  -«•2  + a*3)±r*  (^^1  — 

»»I  7<o  7»q 


0 


^^2  i ”3  ~ 0 

Besonders  bemerkenswert  von  den  dem  Dreieck  umge- 

schriebenen Kegelschnitten  (Gl.  A S.  31)  ist  der  Feuerbach’sche 
Kreis,  für  welchen  N auf  den  Höheuschnitt 


__  ^ ^ 

cot  Al 


) 


fällt.  Seine  Gleichung  lautet  also 

ar,  COtyl,(—  Xi  -f  a*2+ a-a)  + COt  (a-,  — a*2  + a-.O 

-farg  cot-^3(a?,  + a-2  - arg)  = 0 


und  die  dazu  gehörige  Gegenschaar  ist 


20^ 
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COt^,5,(5t-y2+COt^2M53~5l)'  + COt^3?3(^l-y''  =»  0 

Diese  wichtige  Gegenschaar  werden  wir  im  Abschnitt  3 beson- 
ders behandeln. 

7.  Die  Seitensymmetriegeraden  als  Asymptoten  der 
dem  Dreieck  umgeschriebenen  Hyperbeln. 

Die  Geraden  p und  q mit  ihrem  Ssg  p und  q'  mögen  darge- 
stellt sein  durch 


ZpiXi  = 0-,  £qiXi  = 0-,  £-  = Q und  2—  = 0 

Pi  qi 

Dann  ist 


a)  £pt  Xt  £ — — Xi  £ — = 0 

^ Pi  ^ qi 

ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Ecken  des  Vierecks  pqp'q‘  geht. 
Die  Quadrate  der  Coordiuaten  fallen  weg,  und  seine  Gleichung  ist 


und  ist  also  auch  dem  Dreieck  umgeschrieben. 

Ist  nun  q eine  sich  selbst  entsprechende  Ssg.  also 

(Zi*  = 92*  = 9s*  = 1 

so  wird  ans  61.  a) 


(^1  ^ 

(^1  ± ± 

Pi  Pt  Pz/ 

d.  h.  die  Geraden  p und  'p'  sind  Tangenten  des  Kegelschnitts  und 
ihre  Berührungssehne  die  Gerade 

«i  + a?j  + jcs  = 0 


Also  haben  wir  den  Satz: 

„Wenn  2 beliebige  Seitensymmetriegeraden  eine  sich  selbst  ent- 
„sprechende  Gerade  iu  den  Punkten  U und  V schneiden,  so  berührt 
„der  Kegelschnitt  AjAgAg  U V jene  Geraden/^ 

Da  es  4 sich  selbst  entsprechende  Ssg  giebt,  so  folgt  durch 
Parallelprojection  allgemein: 
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Durch  die  3 Punkte  A^  können  4 die  festen  Geraden  p 
und  p berührende  Kegelschnitte  gelegt  werden;  die  Verbindungs- 
linien zusammengehöriger  Berührungspunkte  schneiden  sich  paar- 
weise auf  den  Seiten  des  Dreiecks  A^A2A^]  es  sind  die  sich  selbst 
entsprechenden  Geraden  in  dem  iuvolutorischen  Liniensystem,  das 
durch  das  Grunddreieck  A^  A^A^  und  p und  p*  als  entsprechende  Ge- 
raden gegeben  ist.  Jene  Kegelschnitte  sind  reell,  wenn  das  Linien- 
system reelle  sich  selbst  entsprechende  Geraden  besitzt. 

Für  die  oo  ferne,  als  Ssg  sich  selbst  zugeordnete  Gerade  folgt 
nun  : 

,,Je  zwei  Seiteusymmetriegeraden  sind  die  Asymptoten  einer  dem 
„Dreieck  A^A^A^  umgeschriebenen  Hyperbel.“ 

Die  Gleichung  einer  solchen  folgt  aus  ß)  für 

3i  = 52  = <h  — 1 

Umgekehrt  sind  also  die  Asymptoten  einer  dem  Dreieck 
umgeschriebenen  Hyperbel  Ssg  für  das  Dreieck  wie  bekannt. 

Angenommen,  die  Hyperbel  y ginge  durch  den  Punkt 

N{xi  = n,) 

wenn  mau  dann  y durch  nj  . dividirt,  so  wird 

S)  + f (Pa-y.)*  + f (J’I-P*)*  = 0 

7»i  tlg 

Vergleicht  man  dies  mit  der  S.  306  gegebenen  Gleichung  einer  Gegeo- 
schaar , deren  Leitciirve  ein  dem  Dreieck  umgeschriebener 

Kegelschnitt  war,  so  findet  man  vollständige  Uebereinstimmung. 

Die  Grössen  pi  sind  nämlich  die  Liniencoordinaten  der  Geraden 
p und  p‘ ; also  gilt  der  Satz  ; 

„Die  Asymptoten  der  durch  die  festen  Punkte  A,AgA3jV  gehen« 
„den  Hyperbeln  bilden  ein  Strahlenbüschel  Ster  Classd  d.  Die 
„Mittelpunktscurve  des  Kegelschnittbüschels  ist“ 

Wir  wollen  jetzt  die  dem  Dreieck  umgeschriebenen  Hyperbeln 
mit  gleichen  Asymptotenwinkeln  untersuchen.  Wird  der  eine  Winkel, 
den  die  Geraden 
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und 


Pl  «^+P2  ^2+P^'  = 0 


bilden,  mit  B bezeichnet,  so  ist  bekanntlich 

. . j Pi'  — pip/) 

^ ( Vipi'  \ 

^ (üu-A\B^Är^iiÄj  - •s(wp.'+p.w)cot^* 

positiv  oder  negativ  zu  wählen,  je  nachdem  B spitz  oder  stumpf  ist. 


Da  hier 


ist,  so  erhält  man,  wenn  man 


sin^/l, 'l-siu^yla+siu'^/lo 
_ — l_L_ — ^__L_ — ^ — 8 ^ u 8et2t 
sin  , sin  A2  . sin 


Es  ist  nun 

U »*•  2(cut  A^  4“  cot  4~  cot  yl;{) 


lerner  die  rechte  Seite  von  6 


^ - P2)(Pi—P',\)(p6—P\) 

P\  PiPl\ 

Ersetzt  man  die  ;)«  als  Linieiicoordinaten  der  Geraden,  von  denen 
wir  ausgiiigen,  durch  und  niultiplicirt  mit  . ^3,  so  er- 

hält man  aus  d die  Gleichung 

f)  (^]  ‘»2)  (^2  ^3)  (^8  “»i)  H'  tan 6 . [cot-idj  . $3)* 

+ cot^a^2(^3  — cot^ls^^,  — ’ig)*]  * 0 

Der  Winkel  B muss  hierbei,  ebenso  wie  die  Wkl.  Ai  in  einer 
bestimmten  Drehungsrichtung  gemessen  werden,  etwa  im  Sinne  des 
sich  drehenden  Uhrzeigers.  Daun,  enthält  s erstens  nach  Voraus- 
setzung alle  Geraden  der  Ebene , welche  von  ihren  Ssg  unter  dem 
Wkl.  B geschnitten  werden,  t enthält  aber  zweitens  auch  diese 
schneidenden  Geraden.  Für  sie  hat  man  nur  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  zu  wählen  ; denn  wenn  m eine  Gerade  von  f,  m*  ihre  Ssg, 
und 
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Setzt  man 


mm  — 6 ist,  so  ist  m'm  = 180®  — 6 
180®  - (9  = ö' 


so  muss  die  Gleichung  aller  Geraden  m*  die  Form  haben  (T,’enn  man 
für  den  ersten  Fall  das  obere  Zeichen  wählt) 


(H,  — -^3)  (^3  — ^1)  — tan  <9'  . f{^i  y = 0 

oder 

(?i  — ^2)  • (^2  ^3)  • (^3  ^1)  “f~  ^ ^2  ^3)  “ t) 

was  sich  bewahrheitet,  wenn  man  in  s die  durch  - ersetzt.  Beide 

C| 

Gleichungen  zusammen  repräsentiren  die  gesuchten  Asymptoten. 
Man  hat  also  den  Satz:  * 


„Die  Asymptoten  der  dem  Dreieck  AiA2A^  umgeschriebenen 
Hyperbeln  mit  gleichen  Asymptotenwinkeln  bilden  ira  allgemeinen 
„zwei  Strahlenbüschel  3ter  Classe,  der  Art,  dass  die  beiden  Asymp- 
„toten  jeder  Hyperbel  entsprechende  Seitensymmetriegeraden  in  den 
„Büscheln  sind.“ 

Für  ß = 90®  muss  der  Factor  von  tanÖ  in  e verschwinden,  also 
ist  die  Bedingung  für  die  sich  rechtwinklig  schneidenden  Asymp- 
toten 


cotA^  . - cot4  • + = 0 

es  sind  die  Asymptoten  der  gleichseitigen,  dem  Dreieck  um- 

geschriebeuen  Hyperbeln.  Die  Werte 

= ^2  ^ ^3 

erfüllen  die  Gleichung  und  geben  die  x ferne  Gerade,  welche,  wie 
bekannt,  als  auf  sich  selbst  senkrecht  betrachtet  werden  kann. 

Die  Mittelpunkte  der  betrachteten  Hyperbeln,  deren  Asymptoten 
gleiche  Winkel  bilden,  liegen  bekanntlich  auf  einer  Curve  4ter  Ord- 
nung (s.  u.  A.  Bücking,  a.  a.  0.  8.  13).  Wir  wollen  mit  Hilfe  des 
Vorhergehenden  die  Gleichung  dieser  CA  ableiteu.  Die  Asymptoten 
einer  Hyperbel  seien  , 


!l  4.  , f3 

V\  V2  P3 


-=  0 


Daraus  folgen  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
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:!t3  = — Vs^) '•  VtW  ~ P\^)  •P»W—Pi‘) 

Man  setze” 

“=  ViW  — P$) 

und  bat  dann 

y)  x,+a-,+<r,  =p.P3P,[(g-g)  + (J-;  - 
ferner  ist 


also 


Pj  ^ a-i*  - »8*  - »’s*) 


P2 


wenn 


Ps  Pi  *2  ®3 

(p2  „ _ (a'i  + J‘2  + »3)  ( — iTj  + Jg  + ^s)  (^1  +^2  “ ^3) 

ist,  also 


Demnach  aus  t} 
oder 


^3 

H 

9 

S3  " ■ 

Pl 

Pt 

XsXj 

5 

Pi 

9 

Pi 

Pl 

Xj  Xg 

Xj  . Xj  . 

X3  “= 

•T>2 

Pi  Pt  Ps 


a-,  JTj  a-.^ 


-3 


9 


Wir  haben  jetzt  die  Mittel  s umzuformen.  Wenn 

2 Pi  Xi  = 0 

eine  Gerade  ist,  deren  Linieiicoordiuateu  £ genügen , so  hat  man, 
indem  mau  auf  ö zurückgreift, 

Pi(pi^-pi‘)+Ps(p*—Pi^)+PsW-Pt^) 

+ tan  0 [cot  .4,  . pi)pi  — p*)*  + • • . ] “ ® 

Es  ist  aber 


Pi<P2  — Ps)^  ^ Pi  Pi  Pt 


demnach 


('ö  + /iä_2') 

\P3  Pi  / 


^2  ^3 

9 


(x,  +X2  + X3)  (—  Xj  4-^»^2+f3] 


Xj  Xg 


X,+*8  + X3  + tan  ö . 


'1  ~t~  J 2 4~  ^3 
9 

. [cot  i4j  (—  xj  + xg  + ^>^3)  + • • • ] * ^ 
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Diese  Gleichung  zerfällt  in 

«•i  + a*»  + 
und 

+a*i  + ^>^3)  + • • • ] i qpcotÖ  « 0 
setzt  man  den  Wert  von  (p  ein  und  hebt  aufs  Quadrat,  so  ist 

[2^  COt^,-  . a-,( — a*»  + Xj  + 

+ C0t*ö(a:i+sr2  + a‘3)(— a'i+a-j+x.OCa-,  — a:2  + a*3)  . (x,  ^-a-j  — arg)  = 0 

„Diese  Curve'4ter  Ordnung  enthält  also  die  Mittelpunkte  der  dem 
„Dreieck  umgeschriebeuen  Hyperbeln  mit  gleichen  Asymp- 

„totenwinkeln  ö.“ 

Die  Curve  hat  jD,  , D.^  zu  Doppelpunkten  und  geht  durch 

die  2 cc  ferueu  imaginäreu  Kreispuukte. 

Hier  fällt  der  Unterschied  zwischen  6 und  (180® — 6),  welchen 
wir  in  e und  wahrnahmen,  weg,  wie  zu  erwarten  war. 

Sie  zerfällt  für  ö =—  90**  und  wir  kommeu  mit 


Z cot  Ai  . Xi  . ( — = ö 

auf  den  Feuerbach’schen  Kreis  zurück ; ferner  treten  für  Ö = U® 
statt  der  Curve  die  4 als  Ssg  sich  selbst  entsprechenden  Geraden 
U auf. 


8.  Normale  Seiteusymmetriegeradeu  oder  die 
F usspunktliuien  des  Dreiecks;  die  Curve  von  Steiner. 

Die  Gesamtheit  der  zu  einander  normalen  Ssg  bildet,  wie  wir 
abgeleitet  haben,  ein  Strahleubüschel  Ster  Classe,  dessen  Glei- 
chung ist 

cotA]  (fj  $3)^  -f-  cot /lg  ^2(^3  “i”  cotA3(^i  = 0 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  also  höchstens  3,  wenig- 
stens aber  eine  dieser  Geraden.  Sie  sind  die  Strahlen  einer  Gegen- 
schaar, deren  Leitcurve  der  Feuerbach’sche  Kreis  des  Dreiecks  ist 
mit  der  Gleichung: 

cot  A,  X,  (~  a:,  -f  a^g  -f  Xg)  + COt  Ag  Xg(Xi  — Xg  + a^s) 

cot  AgXgCxi  + ^2  ~ ^3)  =*  0 
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(i.  h.  der  Schnittpunkt  von  je  2 aufeinander  senkrecht  stehenden 
Ssg  liegt  auf  dem  Feuerbach’scheu  Kreise. 

Diese  Geraden  sind  auch  die  Asymptoten  der  d^m  Dreieck 
umgeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln,  ferner  die 
Scheiteltangenten  der  dem  Dreieck  A^A^A.^  und  endlich  die  Axen 
der  dem  Dreieck  DiD^D^  eingeschriebenen  Parabeln.  Auch  sieht 
man  leicht,  dass  sie  die  Fusspunktlinien  oder  Simsongeradeu 
des  Dreiecks  A^A^A.^  sind;  denn  man  erhält  eine  solche,  wenn 
man  von  einem  beliebigen  Punkt  P des  Kreises  auf  die 

Dreieckssei ten  die  Lote  fällt  und  deren  Fusspunkte,  die  auf  einer 
Geraden  ;;  liegen,  verbindet.  Denn  p ist  nichts  anders  als  die 
Scheitcltangenfe  der  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabel  n mit 
dem  Brennpunkte  P. 

So  sehen  wir,  dass  die  zu  einander  normalen  Ssg  eine  vielseitige 
und  deshalb  wichtige  Rolle  in  der  Geometrie  des  Dreiecks  spielen. 
Viele  Mathematiker  haben  sich  mit  ihnen  beschäftigt,  seitdem  Stoiuer 
nachgewiesen  hatte,  dass  sie  eine  Curve  der  3.  Classe  und  4 ter  Ord- 
nung mit  3 Spitzen  (die  sog.  Steiner'sche  Curve)  umhüllen.  Steiner 
gab  eine  Reihe  von  Sätzen  ohne  Beweis  im  53.  Band  von  Crelle's 
Journal.  Schröter  behandelte  im  54.  Band  die  Sache  synthetisch. 

Fr  betrachtet  die  Fpl.  als  Verbindungslinien  der  Punkte  des  F. 
Kreises  und  deren  co  fern  liegenden  Winkelgegenpunkte  für  das 
Dreieck  DjDgDg.  „Durch  einen  Punkt  a des  Kreises  geht  ein  fester 
Strahl  a«j  und  ein  beweglicher  Strahl  «x*,  welcher  in  den  x den 
Kreis  zum  andern  Male  triüt.  Trägt  man  den  Winkel  xaa^  au  den 
Schenkel  au^  entgegengesetzt  an,  so  dass  der  andere  Schenkel 
dieselbe  Neigung  zu  ««i  hat,  wie  ax  zu  aa,  und  zieht  daun  durch 
den  Punkt  x eine  Parallele  zu  ax-^j  so  wird  dieselbe  eine  Curve  3 ter 
Classe  umhüllen,  während  der  Punkt  x den  Kreis  durchläutf‘.  Von 
dieser  Delinitiou,  welche  das  Dreieck  bei  Seite  lässt,  aus- 

gehend, entwickelt  er  in  überaus  klarer  Weise  die  Ilauptfrageu; 
doch  verallgemeinert  er  das  Problem,  indem  er  an  die  Stelle  des 
Kreises  und  der  x fernen  Geraden  eine  beliebige  Punktreihe  ‘Rer 
und  1 ter  Ordnung  setzt. 

ö Jahre  später  (1865)  erhob  sich  unter  englischen  Mathemati- 
kern ein  Wettstreit,  die  Fusspunktlinien  analytisch  zu  untersucheu. 

Im  7.,  8.  und  9.  Baude  des  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied 
Mathematics  findet  mau  eine  Reihe  von  Aufsätzen  von  Greeu,  Fer-  \ 
rers,  Cayley,  Waltou  über  unsere  Geraden.  Green  gab  die  Glei-  | 
chung  der  Fusspunktlinie  des  Punktes  {aßy)  für  das  Dreieck  ABC 
in  trimetrischen  Coordinaten  (x,  y.  z)  in  der  Form 
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XA(A  — — '*')  “h  + -^v(v  — A)(v  — (A)  = 0 

(cos  i4\ 
worin  ^ a; . sinvl  . tan  A = ~ ~ ) und  die  Gleichung  der 

Enveloppc;  doch  fügt  er  hinzu:  I am  forced  to  concludc  for  my  part 
tliat  the  casicst  mothod  of  obtaining  the  desired  eliminant  is  the 
straight-formed  but  unsymmetrical  coursc.  h\‘rrers  untersuchte  mit 
Hilfe  von  cartesischen  Coordinaten  und  erhält  für  die  Enveloppe 

p z=  sin  3^ 

worin  p das  Lot  vom  Mittelpunkt  des  F.  Kreises  (Radius  — .J«) 
auf  eine  Fpl,  und  ip  deren  Neigungswinkel  zu  einer  festen  Axe  be- 
deuten, Im  8.  Band  füllte  Cayley  die  von  Green  gelassene  Lücke 
und  gicbt  mit  Hülfe  Hesse’scher  Formeln  a symnietrical  method  zur 
Ableitung  der  Tangentialgleichung  und  der  eingehüllten  Curve  in 
der  P’ürm 

recipl«5(v  - . . .1=0 


Dann  bestimmte  er  durch  mühsame  Rechnungen  die  Coefficienten, 
um  bei  einer  sehr  complicirten  Gleichung  zu  endigen;  s.  auch  den 
Nachtrag  dazu  in  demselben  Bande  S.  75. 


Im  9 teil  Bande  gab  auch  Walton  die  Gleichung  der  eingehüllten 
Curve 


+ 

L ^ M ^ 


c 

N 


worin  a *=  taiiA;  X,  M und  N homogene  Eunctionen  2ten  Grades 
in  den  laufenden  Coordinaten  der  Curve  bedeuten. 

Ferrers  (Baud  IX,  S.  I53j  berechnete  sie  für  das  Dreieck 
IKi  TKj}  VFg  (s.  F.  3.)  und  erhielt 

(^  2 ^3  + ^3  “^1  + ^2  a-y  (iCi  + a-o  +a';j)  = 0 

was  einfacher  geschrieben  werden  kann  als 


1 


+ 


+ 


u 


Bezogen  auf  das  Dreieck  Grunddreieck  giebt 

ieue  Gleichung  vermittelst  der  Substitutionen 


“ 7a:/  + a*/  -f  a-g' 
^2  = + 7a-2'  + a;g' 

+ •^2'  + 70:3' 
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• )+102(a*i+ar2+X3)ariXga-3 


c=0 


Noch  eiuo  Gleichuug  der  St.  Curve  haben  wir  anzngeben;  man 
hat  gefunden,  dass  die  St.  Curve  eine  nicht  transcendente  Hyper- 
cykloide  ist,  und  als  solche  ist  sie  von  Painjoin,  Serret,  Salmou, 
Eckhardt  und  Kieper  behandelt  worden.  Ihre  Gleichuug  ist  nach 
Salmon,  wenn  man  (s.  F.  3)  Oui  = »•  setzt  und  Ov,  als  y Axe  an- 
uiinmt,  in  rcchtw.  Coordinaten 

(a:*  -|“  Ö "f"  24  r.r*y  -|-  18  r\x^  ““  27  ) * 

So  sehen  wir,  dass  die  Fpl.  und  die  von  ihnen  umhüllte  Stei- 
ner’sche  Curve  vielfach  untersucht  worden  sind;  auch  eine  elcmcu- 
tare  Behandlung  liegt  vor  von  Perlewitz  (Progr.  1890,  Nr.  99, 
Sophiengymnasium  zu  Berlin)  und  hier  tindet  man  auch  auf  der  2. 
Seite  einen  guten  Litteraturnachweis. 


Wir  betrachten  es  noch  als  unsere  Aufgabe  dem  Leser  dieFuss- 
puuktlinieu  in  ihrer  Gesamtheit  zur  Anschauung  zu  bringen. 

ln  sehr  einfacher  Weise  geschieht  dies,  wenn  mau  sie,  au  die 
Schröter’sche  Betrachtung  auknüpfeud,  als  Verbindungslinien  der 
Punkte  des  Fcuerbach’scheii  Kreises  mit  deren  ao  fern  liegenden 
Wiukelgcgenpuuktcn  (f.  d.  Dreieck  DiD^D.^)  ansieht.  Nur  werden 
wir  anstatt  der  co  feriieu  Punkte  ihre  2ten  Schnittpunkte  mit  dem 
Kreise  benutzen  und  hierdurch  eine  Vereintachung  erzielen.  Ange-  | 
nommeu  und  seien  2 Punkte  des  Kreises,  und  f und  die  ' 
durch  sie  gehenden  Fusspunktlinien , welche  und  /|  mit  deren  j 

Wiukelgegenpunkteu  verbinden;  dann  ist  der  spitze  Winke  I /*/i  = ' 

dem  spitzen  Peripheriewinkel  über  FF^.  Denn  zieht  mau  etwa  D,Fj 

und  DjF  und  durch  Dj  zu  / und  /*,  die  Parallelen,  so  erhält  mau 
2 Paare  Wiukelgegcngoradcn , deren  Winkel  entgegengesetzt  gleich 
siud.  Angenommen  nun  /*  und  schnitten  den  Kreis  zum  2teu 

Male  in  G und  Gj , so  verbinde  mau  mit  6r, . Da  Wkl.  G,  == 

Wkl.  /7j,  so  ist  Wkl.  GFG^  (oder  sein  Supplement)  doppelt  so  gross, 
als  jener,  und  Bogen  GG,  = *2  Bogen  FF^  aber  mit  entgegengesetzten 
Drehuugssinn.  Denkt  man  sich  F und  G den  Bogen  FG  durch- 
laufend, so  werden  sie  in  einem  Punkt  Gj  zusammenfallen,  so  dass 

6^  =«  2 GiF  ist. 

Also  können  wir  uns  die  Fusspunktlinien  vorstellen  als  die  Ver- 
bindungslinien zweier  Punkte  des  F.  Kreises,  welche  von  G,  ans-  | 
gehend  den  Kreis  in  entgegengesetzten  Richtungen  so  durchlaufen, 
dass  die  Geschwindigkeit  des  einen  (G)  doppelt  so  gross  ist,  als  die 
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des  anderen  (F).  Hieraus  lassen  sich  die  meisten  Sätze  über  unsere 
Geraden  mit  Leichtigkeit  ableiten ; z.  B.  gehen  durch  F noch  2 andere 
Fpl.  FF^  und  FF^^  denn  da  G den  Kreis  2 mal  zu  durchlaufen  hat, 
um  alle  Fpl.  zu  liefern,  so  geht  er  2 mal  Über  Fund  liefert  2 neue 
Fusspunktlinien,  für  welche  F jetzt  ein  G Punkt  ist.  Jene  stehen 
senkrecht  auf  einander,  da  dem  Kreise,  welchen  G von  einem  Durch- 
gang durch  F zum  anderen  zu  durchlaufen  hat,  ein  Halbkreis  F,  F^ 
entspricht.  Auch  steht  FG  senkr.  auf  F,Fj,  denn  wenn  G nach 
dem  F wandert,  so  geht  F bis  zum  Halbirungspunkt  F^  von  (7F,, 
ebenso  muss  Fj  den  anderen  Segmentbogen  FG  halbieren.  Wenn 
F einmal  den  Kreis  durchläuft,  muss  es  mit  G ausser  in  offen- 
bar noch  2 mal  zusammenfallen  (Dg  und  so  dass 

- U^U^=  Us  U,  = 1200 

ist.  Es  sind  dies  die  Berührungspunkte  der  Steinei  ’schen  Curve  mit 
dem  Kreise.  Jedes  Segment  FG  wird  durch  einen  der  Punkte  V ge- 
drittelt, z.  B.  auch  die  Bögen  D^H^,  undZ)3//3,  wenn  die  //Punkte 

die  Fusspunkte  der  Höhen  im  Dreieck  A^A^A.^  bedeuten,  da  die  Höhen 
und  die  Seiten  des  Dreiecks  ^,^2^3  zu  den  Fpl.  gehören.  Lässt 
man  zwei  benachbarte  Fpl.  FG  und  F^G^  zusammenfallen,  so  muss, 
da  Wkl.  ff^  = Wkl.  G^  ist,  der  Schnittpunkt  7’ jener  auch  in  der 
Grenzlage  so  fallen,  dass  er  von  F ebenso  weit  entfernt  ist  als  G 
von  F.  T ist  daun  der  Berührungspunkt  der  Fusspunktlinie  FG 
mit  der  St.  Curve.  So  könnte  mau  in  der  Ableitung  von  bekannten 
Sätzen  fortfahren;  es  sei  nur  darauf  hiugewiesen,  dass  die  Aufgabe 
bei  gegebenem  F Kreise  und  einer  Fpl.  die  übrigen  zu  zeichnen 
und  die  Berührungspunkte  der  umhüllten  Curve  zu  bestimmen,  im 
Gesagten  eine  sehr  einfache  Lösung  findet;  mau  vergleiche  damit 
die  von  Cremona  gegebene  (s.  Perlewitz  S.  9). 

Auch  die  Gleichung  von  Ferrers  ergiebt  sich  hier  leicht.  Denn 
nennt  man  L das  Lot  von  O auf  FG  und 

Wkl.  FzVt;  =-  2tp' 

so  ist 

Wkl.  VOS  = 41p'  und  Wkl.  FOL  — 3ip' 

also 

OL  = OF . cos 

Man  nehme  also  OA  senkr.  auf  OF  als  feste  Axe,  setze  OL  — >p 
und  OF=\a  und  nenne  Wkl.  LOA  =ip;  dann  ist 

ip'  -4“  1/'  = 40®  und  ^ sin  3(/; 

Wir  wollen  zum  Schluss  die  Lage  der  3 oben  defiuirten  Punkte 
U zu  den  Punkten  feststellen.  Wir  denken  uns  auf  dem 
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Bogen  den  Punkt  F (s.  Fig.  4)  und  die  durch  ihn  gehende 

Fpl.  FGj  80  dass 

GU  = 2UF 


ist.  Wir  ziehen  zu  die  parallele  ^ehne  FN  und  D^N.  Dann 

liegt  der  Wgp.  von  U co  weit  auf  also  ist 


Man  setze 


FG  II  ND^ 


und  die  Wkl.  des  Dreiecks  gleich  «j,  «fg  und  «3  («j  ]>■  «g)-  Daun  ist 


iw  = 2a^  — 2d  = D^G  — 2a^  — 2a,  + 2d 

FG  - 2oj  - 2«,  + 3Ä;  FU  = ö - 2 

O 

Wir  berechnen  UD^  und  üD.^  (d,,  dg,  dy: 


2a^  — 202 
Ö3  3 

A _ 

ö,  - - 3 

2a,  + 402  + 603 

d,  = 5 

also  ist  deren  Summe 


“ 2(0, 

Denken  wir  uns  nun  im  Kreise  einen  beliebigen  Radius 

OR  (==  1)  als  Axo  von  Aequipolleuzen  und  Bogen  UU^  in  der 
Richtung  der  früheren  gemessen,  = u gesetzt,  so  ist 

07),  = £(^^1+«),  OO2  = 07)s  = 

also 

OD,  . OO2  . OO2  = f('ti+tt2+43+3«) 

und  da 

+ ^2  + = 27t  und  = X 

so  ist 

0I\  . ODg  . OO3  =-  f3u  = oC/3 

also 

3 

au  = VOO,  . 07),  . OZ)s  . 

Diese  Wurzel  hat  3 Werte,  welche  bekanntlich  um  120®  von  ein- 
auder  getrennt  sind,  und  liefert  uns  die  Strecken  00,,  OU,  und 
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OU^.  Wir  haben  also  den  Satz:  „Für  jeden  Radius  des  Feuorb. 
„Kreises  als  Axe  von  Aequipollenzeu  ergeben  sich  die  Radien 
„nach  dem  Berührungspunkte  der  Steiner’scheu  Curve  als  Wurzel- 

3 

„werte  von  VoD^  . 

Dieser  Satz  gilt  nicht  allein  für  die  Punkte  O,  sondern  auch 
für  beliebig  viele  andere  Tripel  von  Punkten  des  F.  Kreises,  näm- 
lich den  Seitenmittelpunkten  aller  Dreiecke,  deren  Seiten  und  Höhen 
Fusspunktlinien  sind. 

Da  üG  ^ 2UF  ist  (s.  d.  Fig.);  so  ist,  wenn  man  die  Axe  der 
Aequi pollenzen  nach  OF  legt 

3 

OU  = VOG 

Auch  diese  Gleichung  liefert  uns  3 Punkte,  welche  Teilpunktc  der 
in  derselben  Richtung  gemessenen  Bögen  FG,,  FG-\-27t,,  FG-^-in 
sind  (s.  diese  Teilung,  schon  angewandt  bei  van  Schooten  in  seinen 
coment.  zur  geometria  des  Descartes,  Ausgabe  1G83,  p.  345  ff.,  de 
cubicarum  aequitionum  resolutione) 

Endlich  folgt  aus 

3 

OU  = VOD^  . OÜ2 . 0/^3 
und 

3 

0U=  VOG 
OG  = OD^  . OD^  . OD.^ 

gültig  für  die  Axe  OF.  Sie  bestimmt  zum  Punkt  Eden  zugehörigen 
Punkt  G und  kann  als  Definitionsgleichung  der  Fusspunktlinien 
[FG)  tür  die  Rechnung  in  Aequipolleuzen  angesehen  werden. 
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XIII. 

Ueber  eine 

Erweiterung  des  Gauss’schen  Pentagramma 
mirificum  auf  ein  beliebiges  sphärisches  Dreieck. 


Von 

Br.  Dziobek, 

Professor  in  Charlottenburg. 


In  einer  Abhandlung  (gesammelte  Werke,  Bd.  III,  Nachlass 
pag.  481—490)  hat  Gauss  für  ein  gegebenes  rechtwinklig  sphärisches 
Dreieck  ein  Fünfeck  besonderer  Art,  nämlich  ein  solches,  dessen 
fünf  Diagonalen  sämtlich  Quadranten  sind  — von  ihm  Pentagramma 
mirifienm  genannt  — angegeben,  aus  dessen  Betrachtung  unter  An- 
deren sich  auf  der  Stelle  die  merkwürdigen  Neper’schen  Analogien 
ergeben.  Der  Versuch,  diese  Figur  so  zu  erweitern,  dass  sie  anf 
irgend  ein  gegebenes  schiefwinkliges  sphärisches  Dreieck  angewendet 
werden  kann,  führt  zwar  zu  einer  grösseren  Zahl  von  Punkten  und 
Linien,  aber  doch  zu  einem  Netz  von  sehr  übersichtlichem  geome- 
trischen Gepräge,  aus  dessen  analytischer  Untersuchung  sich  recht 
eigentümliche  Formejn  für  die  Seiten  und  Winkel  eines  sphärischen 
Dreiecks  ergeben. 

Man  gelangt  hierzu  wie  folgt.  Gegeben  sei  das  sphärische  Drei- 
eck ABC.  Man  construire  das  Polardreieck  A'B'C\  so  dass  A‘  Pol 
von  BC^  B’  von  6'A,  C'  von  AB  ist  (Pol  eines  Kreisbogens  oder 
eines  Kreises  soll  hier  ein  Punkt  heissen,  der  zu  jenem  die  Lage 
von  Pol  zu  Aequator  hat.  Im  übrigen  mag  es  gleichgültig  sein, 
welchen  von  beiden  Polen  man  nimmt,  da  hier  zwei  gegenüberlie- 

V 


4 
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geode  Punkte  im  wesentlichen  einander  ersetzen  und  daher  als  ein 
Paokt  angesehen  werden  können).  Die  drei  grössten  Kreise  durch 
AA\  BB\  CG'  sind  dann  die  Höhen  sowol  des  Dreiecks  ABC  als 
auch  des  Dreiecks  A' B'C*  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
Das  gegebene  Dreieck  und  sein  Poldreieck  liegen  daher  perspecti- 
visch  und  befinden  sich  die  drei  Schnittpunkte  EFG  der  Seiten  BC 
und  B'C'y  CA  und  C‘A\  AB  und  A’ B'  in  einem  grössten  Kreise. 

Bisher  sind  10  Punkte  ABC^  A'B'C'Dy  E,  FG  und  10  Kreise 
genannt  worden.  Sie  bilden  eine  in  sich  geschlossene  Pigur,  derart, 
dass  durch  jeden  Punkt  drei  Kreise  gehen,  und  auf  jedem  Kreise  drei 
Punkte  liegen.  Ausserdem  ist  diese  Figur  sich  selbst  polar,  da  jedem 
der  zehn  Punkte  einer  der  zehn  Kreise  als  Aequator  entspricht. 
Doch  tritt  ihr  Charakter  fester  hervor  bei  einer  zweckmässigen  Be- 
zeichnung ihrer  Punkte  (und  Kreise).  Hierzu  wählt  man  am  ein- 
fachsten 5 Indices  1,  2,  3,  4,  5 und  giebt  jedem  Punkte  zwei  In- 
dices,  so  dass  z.  B.  der  Punkt  A die  Indices  1 und  4 erhalten  und 
von  nun  an  ■Pu  oder  p»  heissen  möge.  Dann  sollen  die  neuen  Be- 
zeichnungen folgende  werden; 

A B C,  A'  B‘  C‘  D E E G 

A,1  P4,2  -P4,3  Füyl  F5,2  Pö,3  Aö  ^2,3  i^3,l  -Pl,2 

Die  Indices  sind  so  verteilt,  dass  je  zwei  Punkte  mit  einem  gleichen 
Index,  wie  z.  B.  P23  ^^d  P13  auf  einem  der  zehn  Kreise  liegen.  Auf 
demselben  Kreise  liegt  auch  der  Punkt  Pi,2.  Er  möge  ^4^5  oder  Zs, 4 
genannt  werden  u.  s.  w.,  so  dass  jeder  Kreis  durch  die  drei  Punkte 
geht,  welche  mit  ihm  keinen  Index  gemein  haben. 

Sämtliche  „Diagonalen^‘  dieser  Figur,  z.  B.  P12— P24  sind  Qua- 
dranten, und  desgleichen  schneiden  sich  in  jedem  „Diagonalpunkte“, 
wie  1^21  ^34  die  beiden  Kreise  senkrecht.  Zählt  man  diese  15  Kreise 
und  15  Punkte  noch  hinzu,  so  lassen  sich  in  der  Figur  jetzt  15  sich 
selbst  polare  Dreiecke  namhaft  machen. 

Unter  den  vielen  merkwürdiKen  in  dem  Netz  enthaltenen  Figuren 
möge  hier  nur  noch  eine  besondere  Art  hervorgehoben  werden. 
Stellt  man  5 der  zehn  Punkte  P zu  einem  Cyklus  zusammen,  z.  B. 

^121  -^23  ^34  45?  -^51 

so  erhält  man  nichts  anderes  als  ein  Gauss^sches  Pentagramma  mi- 
rificum, da  die  fünf  Diagonalen,  wie  P34  sämtlich  Quadranten 
sind.  Solche  Fünfecke,  die  der  Einfachheit  wegen  mit  [1,  2,  3,  4,  5] 
etc.  bezeichnet  werden  mögen,  giebt  es  12,  und  sie  gruppiren  sich 
zu  zwei  und  zwei,  wie  z.  B.  [1,  2,  3,  4,  5]  und  [1.  3,  5,  2,  4]  der- 
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art,  dass  die  zehn  Punkte  P und  die  10  Linien  l sich  in  nur  je 
einem  als  Ecken  oder  Seiten  finden , wobei  überdies  noch  zu  be- 
merken ist,  dass  jedes  der  beiden  Pentagramme  dem  andern  zugleich 
ein-  und  umschrieben  ist. 

In  Folge  der  Symmetrie  leuchtet  auch  ohne  Weiteres  ein,  dass 
dieselbe  Construction , welche  von  dem  sphärischen  Dreieck  P4,, 
■^42^  ausgegangen,  zu  demselben  Satze  führen  muss , wenn  man 

von  irgend  einem  der  20  sphärischen  Dreiecke  ausgeht,  die  aus  diesem 
durch  Vertauschung  der  ludices  hervorgehen.  Und  es  muss  auch 
möglich  sein,  ihre  Seiten  und  Winkel,  (oder  auch  nur  ihre  Seiten, 
da  zu  jedem  Dreieck  das  Polardreieck  in  der  Figur  vorhanden  ist) 
durch  symmetrische  Formeln  anszudrücken.  Es  erhebt  sich  aber  die 
Frage,  in  welcher  Weise  dies  geschehen  soll? 

Zu  ihrer  Beantwortung  ist  es  sehr  zweckmässig,  das  Netz  auf 
folgende  Weise  auf  den  Raum  hinein  zu  projiciren.  Man  suche  im 
Raume  fünf  Punkte  Q1Q2Q3Q4Q5  ^^^f,  derart,  dass  die  10  Ver- 
bindungslinien dieser  fünf  Punkte  parallel  sind  zu  den  10  durch  die 
Punkte  P gehenden  Durchmessern  der  Kugel,  also  z.  B.  Q4Q5 
parallel  zum  Durchmesser  nach  P4,s.  Dass  dies  möglich  ist,  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres  aus  der  Tatsache,  dass  je  drei  der  Durchmesser 
immer  in  einer  Ebene,  nämlich  der  Ebene  eines  Kreises  I liegen. 
Auf  die  fünf  Punkte  Q.  überträgt  sich  dann  die  Polarität  in  der 
Weise,  dass  die  Verbindungslinie  irgend  zweier,  z.  B.  Q4Q5  senkrecht 
steht  auf  der  Verbindungslinie  zweier  anderer,  z.  B.  Qi  Qa,  also  auch 
senkrecht  steht  auf  der  Ebene  Q^.  Je  vier  der  fünf  Punkte 

bilden  daher  ein  Tetraeder,  in  dem  die  gegenüber  liegenden  Kanten 
auf  einander  senkrecht  stehen. 

In  einem  solchen  Tetraeder  schneiden  sich  aber  die  vier  Höhen 
in  einem  Punkte,  und  dieser  Punkt  ist  kein  anderer,  als  der  fünfte, 
übrig  bleibende  Punkt. 

So  hat  sich  also  die  Aufgabe  in  eine  andere  verwandelt,  näm- 
lich die  Winkel  der  10  ebenen  Dreiecke  durch  symmetrische  For- 
meln auszudrücken,  und  hierzu  ist  es  wieder  am  besten,  sich  an  die 
Längen  der  10  Verbindungslinien  Qj  zu  halten.  Nach  einem  be- 
kannten Satze  sind  in  einem  Tetraeder,  dessen  vier  Höhen  sich  iu 
einem  Punkte  schneiden,  die  drei  Summen  der  Quadrate  gegenüber 
liegender  Seiten  einander  gleich,  also  z.  B. : 

Ql  + Qs  Ql*  = Ql/  + Qä  Q/  = Q./  -I-  Q23*  etc. 

Kiesen  Gleichungen  wird  genügt,  wenn  man  setzt: 
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Ql  Qjj*  — Uj  “I“ 

Q|  Qs*  *=»«!+ 

Ql  Q4*  = -f-  **4 

Ql  Q4*  = 

etc.,  wo  die  fünf  Grössen  « noch  näher  zu  untersuchen  sind.  Hierzu 
bemerke  man,  dass  Q4  Q5  senkrecht  auf  der  Ebene  Qi  Qg  Qs  steht. 
Der  Durchschnitt  beider  sei  S und  es  sei 


Q4Ä  = X 
Q^S  = y 

also  zunächst 

± (aj  ± y)  = Q4  Qö  “=•  + W5 

Andererseits  folgt  sofort  durch  Betrachtung  des  Dreiecks  Q4  Q5  Qi , 
indem  S der  Fusspunkt  einer  Höhe  ist: 

— = Q4  Q,2  — Qj  Qj*  = M4  — M5 

daher  in  der  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung 


daher 


±(^Ty) 


«4  ~~  ^5 
l/w4  4-U5 


X und  y sind  die  Höhen  von  Q4  und  Q5  der  beiden  Tetraeder 
Qj  Q2  Qs  Q4  und  Ql  Qg  Q3  Q5.  Die  Inhalte  derselben  verhalten  sich 


daher  wie  oder  wie  ^ Da  nun  die  algebraische  Summe 

^4 


"5 


der  Inhalte  der  fünf  Tetraeder  = 0 ist,  so  folgt  hieraus  die  wich« 
tige  Gleichung: 


I) 


^ +.-  + .7+r+r. 


u 


Ua 


Ua 


U' 

o 


= 0 


Eine  andere  Gleichung  zwischen  den  u findet  nicht  statt.  Zu 
bemerken  ist  aber,  dass  für  reelle  Punkte  nur  eines  der  u negativ 
sein  kann. 


Aus  dem  Dreieck  QiQgQs  folgt  sofort: 


21* 
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COS  Q2  Ql  ^3  -^13) 


l/wj+Uj  . Vl^s+M, 

und  ähnlich  für  alle  zwanzig  Winkel.  Hieraus  findet  man 


sin  Q2  Q|  Q3  — sin  P\2  — 


l/tijUg-f  4-^3 

y?i2  . W,  . VuQ^U^ 


Vw4+«'ä 


afiy  eines  sphärischen  Dreiecks. 


II) 


cos« 


COSb  = 


COS  C 


V«2+W4*  V^^s4-«4 


—rrrr:  ; COS  « 


V%-|-W4  . 1/ui4-W4 


Wj 


Slllrt  == 


1/  i/~ir — 

V»s+«4  ■ y«9  + l'4 


sini 


\ 


/ 


= ^ «2«^o 


y «2  +«5 


Vw3-|“*^4  • Vwi-i-«<4 


sin 


y m2+«i 

. VMaTWi 

inglichen  Dreieck  ABC 

ergeben  sich  schliess- 

Seite  abc  und  Winkel 

— 

"5 

Vm3+«5 

• Vmi+«5 

• y w.g + U5 

1 /^wpn2^ 

r ?ij 

• y *^4 

1 W2+*^5  • 

y «3+“5 

• y“2*f“4 

VwS+Wö 
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WO  zwischen  den  u die  Gleichung  I)  stattfindet.  Zu  bemerken  ist 
noch,  dass  man  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  im  allgemeinen  beliebig 
anuehmen  kann. 

Vertauscht  mau  in  den  Formeln  II)  die  Indiens  1,  2,  3,  so  bleibt 
mau  in  demselben  Dreieck  und  wechselt  die  Reihenfolge  der  Ecken. 
Vertauscht  mau  die  Indiens  4 und  5,  so  geht  man  von  dem  Dreieck 
zu  seiuem  Polardreieck  über.  Vertauscht  man  aber  die  Indiens  1, 
2,  3,  4,  5 unter  einander  in  irgend  einer  anderen  Weise,  so  ergeben 
sich  die  Seiten  und  Winkel  eines  anderen  Dreiecks  aus  den  vorhin 
namhaft  gemachten  Gruppen  von  20  Dreiecken. 

Aus  den  Gleichungen  II)  folgen  noch  einige  kleine  Reductionen 

M, : 1^2 : Wg  : «4  = — cos  a cos  b cos  c -f-  cos‘'^a : — cos  a cos  h cos  c -|-  cos^^> 

: — cos  a cos  b cos  c -|-  cos  ; cos  a cos  b cos  c 

und  man  kann  also,  da  eine  der  Grössen  u beliebig  bleibt,  setzen; 


Andererseits  ergiebt  sich  entsprechend 

14, : ^2 : «3 : «4 : = cos*a  -|-  cos  a coB  ß cos  y ; cos^ß + cos  a cos  ß cos  y 

: cos^y  cos  a cos  /3  cos  y ; — cos  a cos  ß cos  y 
= sin/^siny  cosacos«;siny  . 8inacos&cosj3;sina;sin/?  cosecosy; 

— cos  Cf  cos /S  cos  y 


Wj  = sini  . sine  . cosa  . cosa 
M2  •=  sine  . sina  . cos5  . co%ß 
Mg  = sina  . sinÄ  . cosc  . cosy 
M4  = cosa  . cosi  . cosc 


Setzt  man  daher  durch  Abkürzung 
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III) 


sina  8in&  sine 

sin  a ” sin  j?  sin  y 


so  folgt: 


ug  ™ — Är*cosacos|5co8y 


nnd  daher  znm  Schloss  noch  die  ausserordentlich  merkwürdige 
Gleichung: 


IV) 


+ zr. 


cosacos^cose  sin  6 sine  cos  a cos  a ' s\n  c sina  cos  b cos  ß 

1 1 


+ Ti 


sin  a sin  b cos  e cos  y cos  a cos  ß cos  y 


0 
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XIV. 

Zur  Theorie  der  Lemniskate. 


Von 

Dr.  K.  Zahradnik. 


Die  Lemniskate,  deren  Gleichung 


(x^+y^Y-2a\x^-y^)  = 0 


1) 


ist  bekanntlich  eine  rationale  Curve.  Jeder  Kreis,  der  die  Lernnis- 
kate  in  realem  Doppelpunkt  berührt,  schneidet  dieselbe  in  7 festen 
Punkten;  der  achte  Schnittpunkt  ist  eindeutig  vom  Halbmesser  u 
des  Kreises  abhängig,  d.  h.  wir  können  den  Halbmesser  als  seinen 
rationalen  Parameter  betrachten  und  erhalten  so 


X 


«2V2 


u{a^  + M*) 


24^) 

a**  -j- 


2) 


als  Gleichnngen  der  Lemniskate  in  parametrischer  Darstellung. 


Durch  die  Substitution 


n = at^  rt  V2  ==  c 


3) 


gehen  diese  Gleichungen  über  in  *) 


1)  Den  Parameter  u benutzt  Dr.  Em.  Weyr  in  seiner  Abhandlung : Die 

Lemniskate  in  rationaler  Behandlung,  Prag  1875.  Auf  anderem  Wege  kommt 
Hermite  zur  Pararaeterdarstcllung  f4)  der  Lemniskate  in  seinem  Cours  d’ Ana- 
lyse. Paris  1873,  pg.  242. 
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X 


<(1  + ^"') 
""  1+^* 


ti  1 — 


4) 


Setzen  wir  nun  die  Werte  (4)  in  die  Gleichung  eines  Kreises 
ein,  80  erhalten  wir  sofort 

<1 ^3/4  = 1 5) 

als  die  Bediuguugsgleichung  für  die  Lage  von  vier  Punkten 
<3,  <4  der  Lemniskate  auf  einem  Kreise. 


Setzen  wir 
so  erhalten  wir 


6) 


eine  Relation  zwischen  dem  Osculationspunkte  t des  Krümmungs- 
kreises und  dessen  Durchschnitt  mit  der  Lemniskate. 

Aus  der  Gleichung  (6)  erhellt,  dass  durch  jeden  Punkt  /j  der 
Lemniskate  drei  Krümmungskreise  hindurch  geheu  und  zwar  ein 
realer  und  zwei  imaginäre.  Die  Parameter  ihrer  Osculationspunkte 
erhalten  wir  als  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  sogleich,  wenn  wir  ihre  Wurzeln  mit 
if''  bezeichnen,  dass  die  drei  Osculationspunkte  t\  f'  der 
drei  Krümmungskreise,  welche  durch  den  Punkt  der  Lemniskate 
hindurchgehen,  auf  einem  Kreise  liegen,  was  natürlich  ist,  da  ja 
dieser  Satz  für  den  Kegelschnitt  gilt,  und  somit  auch  für  jede  Curve, 
welche  aus  ihm  durch  Inversion  hervorgeht,  z.  B.  Cardioide,  Lemnis- 
kate, Cissoide. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

2 t =-  (Ol,  2tt  = (O2,  2 tu  = (Os 
so  folgt  aus  (7) 

(Ol  ■=  0,  (O2  =*  0,  (Os  = ~ (8) 

somit 

(8‘) 

((.<-)  - (t-),  = 0 

fttr  fl  = 3A,  wo  X und  ganze  positive  Zahlen  sind. 
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Die  drei  Osculationspunkte  t\  t”*,  welche  dem  Punkte  zu- 
geordnet sind,  nennen  wir  ein  Osculationstripel  oder  Osculations- 
dreieck. 


Schw'erpunkt  des  Osculationstripels. 


2.  Es  sei  7j)  der  Schwerpunkt  des  Osculationstripels  *) 
h-t  welches  dem  Punkte  t zugeordnet  ist,  somit  gilt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (8)  und  (8'): 


3>.=i  l+«‘  “ 1+«' 


i + «A^  “‘'1+?' 

„Der  einem  Osculationstripel  zugeordnete  Punkt  der  Lemniskate 
„ist  der  Schwerpunkt  dieses  Osculationstripels.*' 


Umkreis  des  Osculationstripels. 

3.  Die  Gleichung  des  Kreises  durch  drei  Punkte  ist 

(«2+y*)  \ x]  y,  1\  —x  \ + yj  1 l+y  I 1 I 

— I x^-\-y^y  ic,  y I = 6 10) 

Nun  ist  für  ein  Osculationstripel 

, ^ , — 2c^J.  {(^i)  + (0s(03l 

I X,  y,  1 1 = 3 

n (i+tk^) 

*=i 

wegen  der  Gl.  (8)  und  (8');  ferner  ist 


1 y 1 


. [l  + (0*^] 

h=l 


1 1 I 


- 2c»  ^ . [1  - (O32] 
3 


n{i+th^) 

k=i 


1)  Statt  schreiben  wir  im  folgenden  und  den  zuge- 

gcordneten  Punkt  bezeichnen  wir  einfach  t. 
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I y I 


. (^)s 

nn+th^) 

A=1 


WO 

ist,  somit  geht  die  Gleichung  des  Kreises  (10),  wenn  es  ein  Umkreis 
eines  Osculationstripels  ist,  Uber  in 


O + WJ®  -(1  — (/)j*)y— 2c(0s  =•  0 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (8) 


7’=  (l  + /*)x  + (l-/2)y  — 2d  =0  11) 


Der  Umkreis  eines  Osculationstripels  zerfällt  somit  in  zwei  Ge- 
rade, in  die  Gerade  T und  in  die  unendlich  ferne  Gerade,  da  wegen 


1 x,  y,  1 I = 0 

das  dem  Punkte  t beigeordnete  Osculationstripel  auf  einer  Geraden 
T liegt,  welche  den  Punkt  t selbst  enthält. 

Die  Gerade  2’  ist  somit  die  gemeinschaftliche  Sehne  des  realen 
Krümmungskreises  und  der  Lemniskate.  Beschreibt  der  Punkt  t die 
Lemniskate,  so  hüllt  die  Gerade  T die  gleichseitige  Hyperbel 

7/ ~ X*  — = 0 12) 

ein,  mit  c = OA  als  realer  Halbachse. 


Construction  des  Krümmungsmittelpunktes. 

4.  Bekanntlich  ist  die  Lemniskate  eine  Fusspunktscurve  dieser 
Hyperbel  für  den  Mitteli)unkt  der  Hyperbel  als  Pol.  Daraus  folgt 
eine  Construction  des  Osculatiouspunktes  des  realen  Krümmungs- 
kreises, welcher  durch  den  Punkt  t hiudurchgeht,  auf  welchen  Dr. 

Em.  Weyr  *)  auf  gauz  anderem  Wego  gekommen  ist.  Auf  Ot  er- 
richten wir  im  Punkte  t eine  Senkrechte.  Ihr  Durchschnitt  mit  der 
Lemniskate  ist  der  verlangte  Punkt  i*. 

Umgekehrt  können  wir  zu  einem  Punkte  /*  der  Lemniskate,  als 
Osculatiouspunkt  genommen , den  beigcovdiieteu  Punkt  t finden  als 
Durchschnitt  des  Kreises,  dessen  Durchmesser  Ot*,  mit  der  Lem- 
niskate. 


1)  Dr.  Em.  Weyr  1.  c.  pg.  21. 
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Da  nun  die  Constructiou  der  Normale  im  Punkte  t keine  Schwie- 
rigkeiten bereitet,  so  ist  auch  eine  einfache  Construction  des  Krüm- 
mungshalbmessers und  des  Krümmungsmittelpunktes  in  einem  Punkte 
der  Lemniskate  gegeben. 

Die  Gerade  T ist  somit  eine  Tangente  der  Hyperbel  //;  ihr  Be- 
rührungspunkt sei  Mj  und  t der  Fusspunkt  in  Bezug  auf  O als  Pol. 
Bekanntlich  können  wir  aber  die  Lemniskate  als  eine  Inverse  der 
gleichseitigen  Hyperbel  II  auffassen  mit  O als  Inversionscentrura  und 
OÄ  — c als  Halbmesser  des  Inversionskreises. 

Somit  gilt 

ON  . OM  = 

Betrachten  wir  die  Lemniskate  als  eine  Fusspunktcurve  der  Hyperbel 
H mit  0 als  Pol,  so  entspricht  dem  Punkte  M{x^  y)  der  Hyperbel 
der  Punkt  r])  der  Lemniskate  *,  betrachten  wir  aber  die  Lemnis- 
kate als  Inverse  der  Hyperbel  II  in  Bezug  auf  t als  Inversions- 
krois,  so  entspricht  dom  Punkto  M{x^  y)  der  Punkt  ?/') 

der  Lemniskate.  Die  Punkte  A'  liegen  symmetrisch  gegen  die 
XAchso.  Es  ist  nämlich 


Ersichtlich  ist  die  Polare  P»»  des  Punktes  M in  Bezug  auf 
den  Inversionskreis  P eine  Tangente  der  Hyperbel  Il\  deren  Be- 
rührungspunkt M*  mit  M zur  Achse  X symmetrisch  liegt. 

Diese  Eigenschaft  können  wir  auch  anders  ausdrücken.  Die 
Hyperbel  H ist  sich  selbst  polarreciprok  in  Bezug  auf  den  Kreis  P. 


Weitere  Eigenschaft  der  Osculationstripel. 

5.  Wir  wollen  nun  die  nachstehende  Eigenschaft  der  Oscula- 
tionstripel beweisen,  nämlich;  „Die  Tangenten  der  Lemniskate  in 
„den  Punkten  des  Osculationstripels  schneiden  sich  in  einem  Punkte.“ 

Die  Gleichung  der  Tangente  der  Lemniskate  im  Punkte  t lautet 


t 


(1  — (1  -f- -4“ (1  — = 4c/* 
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Die  Tangenteu  dreier  Punkte  fj,  <2,  <3  der  Lcmniskatc  schneideu 
sich  in  einem  Pnnkte,  wenn 

I 1 + 3/2  — — X /»j«ü 

Nun  ist  diese  Determinante  gleich 

1 1,  — 3/2  — /4  + /«,  <3  I ^ 0 

oder  in  Summanden  zerlegt: 

3 I J,  I 1,  I + I I,  /6  1 “ 0 12) 

Ist  nun  /| , ein  Osculationstripel,  so  gelten  die  Gleichungen  (8)^ 
und  in  Folge  dessen  ist  jeder  einzelne  Summand  von  (12)  gleich 
null,  womit  die  Eigenschaft  der  Osculationstripel  der  Lemniskate 
bewiesen  erscheint. 

Durch  Inversion  gelangen  wir  zum  nachstehenden  Satze:  „Pie 
„drei  Kreise,  welche  e’ue  gleichseitige  Hyperbel  in  den  Punkten 
„eines  Osculationstripels  berühren , und  durch  den  Mittelpunkt  der 
„Hyperbel  hiudurchgehen,  schneiden  sich  in  einem  Puukte‘‘. 
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XV. 

Miscellen* 


1. 

Kachtragr  zu  Nr.  XI.  lieber  das  gleichseitige  Tetraeder. 

§ 13.  Eigenschaft  des  eingeschriebenen  Tetraeders  bezüglich 
auf  das  einhüllende  Parallelepipedon. 

Lehrsatz  13.  Schreibt  man  ein  gleichseitiges  Tetraeder  in 
ein  Parallelepipedon  ein,  so  ist  stets  letzteres  rechtwinklig,  und  um- 
gekehrt. 

Beweis.  Nach  Lehrsatz  10.  sind  die  Gegenkanten  des  Tetra- 
eders einander  gleich,  das  sind  die  Diagonalen  der  Gegenseiten  des 
umhüllenden  Parallelepipedous  (s.  §.  12.)  Projicirt  man  diese  Pa- 
rallelogramme in  paralleler  Bewegung  auf  einander,  so  können  die 
genannten  Diagonalen  nicht  auf  einander  fallen ; denn  wären  sie  vor- 
her parallel  gewesen,  so  hätte  das  Tetraeder  in  einer  Ebene  ge- 
legen. Folglich  werden  sie  die  2 sich  schneidenden  Diagonalen  je 
eines  Parallelogramms,  und  dieses  ist,  weil  sie  einander  gleich  sind, 
ein  Rechteck.  Das  Parallelepipedon  ist  demnach  von  lauter  Recht- 
ecken begrenzt,  also  rechtwinklig,  w.  z.  b.  w. 

Das  Umgekehrte  ergibt  sich  noch  einfacher.  Die  Gegenkanten 
des  Tetraeders  sind  als  Diagonalen  eines  Rechtecks  einander  gleich, 
folglich  die  Seiten  des  Tetraders  alle  einander  congruent,  also  gleich. 

Vermöge  dieses  Satzes  erscheinen  Eigenschaften  des  rechtwinkligen 
Parallelepipedons  als  Eigenschaften  des  eingeschriebenen  gleichseitigen 
Tetraeders.  So  sind  namentlich  die  gemeinsamen  Normalen  der  Ge 
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genkauteii  des  Tetraeders,  welche  sich  nach  leichter  Betrachtung  als 
Parallelen  mit  den  Kanten  des  ciuhüllenden  Parallelepipedons , von 
dessen  Mittelpunkt  aus  gezogen,  darstellen,  ein  System  dreier,  sich 
im  Mittelpunkte  schneidenden  orthogonalen  Geraden,  Der  Mittelpunkt 
des  Parallelepipedons  ist  offenbar  auch  Mittelpunkt  der  ihm  um- 
sohriebeneu  Kugel,  welche,  weil  unter  deren  8 Ecken  4 zur  Be- 
stimmung hinreichen , auch  dem  Tetraeder  umschrieben  ist.  Aus 
allem  geht  hervor: 

Lehrsatz  14.  Die  gemeinsamen  Normalen  der  Gegenkanten 
eines  gleichseitigen  Tetraeders  schneiden  sich  im  Mittelpunkt  der 
ihm  umschriebenen  Kugel. 


Seien,  wie  in  § 12,  die  an  P,  anstossenden  Kanten  des  Parallel- 
epipedons Axen  der  A,  T,  auf  ihnen 

die  Kantenlängen.  Dann  sind  die  Ecken  des  Tetraeders: 

Pi  = (0,0,0);  r,~(a,ß,0)‘  l\  = (i\ß,y) 

die  Kantenpare: 

= r,J\  = g, 

I\  = P,  P,  = g, 

P,P,==  P,P,  .^  g, 

letztere,  als  Hypotenusen  durch  die  Katheten  a,  |3,  y ausgedrückt: 
^1»  = ß^-\-y^;  g^^  = =“  + 

woraus: 


a = 


Die  Grössen  «,  /3,  y drücken  die  normalen  Abstände  der  Gegen- 
kanten des  Tetraeders  aus. 

Der  Schnittpunkt  der  gemeinsamen  Normalen  hat  als  Mittel- 
punkt des  Parallelepipedons  die  Coordinaten: 

Z^iy 

Ihre  3 orthogonalen  Richtungen  bestimmen  sich  durch  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  Parallelepipedons,  durch  welche  sie  vom 
Schnitt  aus  gehen,  nämlich  (in  Coordinaten  ausgedrückt) 

(0,  iß,  iy),  (1«,  0,  Jyj,  (ja,  iß,  0) 
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Ihre  Gleichungen  lauten  also: 

I. 

II.  Z = \y\ 

III.  y^iß 

R.  Hoppe. 


2. 

Ueber  Primzahl eii. 

1. 

Es  lassen  sich  arithmetische  Reihen  zweiter  Ordnung  bilden,  in 
denen  sehr  viele  Zahlen  Primzahlen  sind.  Die  allgemeine  Formel 
zu  solchen  Reihen  ist 

:yax^~\-bx-\-p  (p  = Primzahl) 

Solche  Reihen  sind  z.  B.  die  folgenden: 

5,  11,  19,  29,  41,  55,  71,  . , . (Formel:  x^  + bx  + b) 

11,  23,  37,  53,  71,  91,  113,  . . . (Formel:  n) 

23.  47,  73,  101,  131,  163,  197,  . . . (Formel:  x*4-23«  + 23) 

7,  13.  17,  19,.  . . (Formel.*  — x--\-lx-\-l) 

13,  37,  59,  79,  97,  113,  127,  . . . (Formel:  — a:^  + 25a:  + 13) 

u.  s.  w 


II. 


Für  die  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  einer  Grenze  lassen 
sich  zu  bestimmten  Classeu  von  Quadratzableu  arithmetische  Reihen 
bilden.  Es  ist  z.  B. : 


Quadratzahlgrenze:  Anzahl  der  Primzahlen: 


(l  . 22)2 
(2  . 22)2 
(3  . 22)2 
u.  s.  w. 


6 

18 

34 

u.  s.  w. 
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Formel  für  die  Anzahl  der  Primzahlen; 

2;»;*  10®  + 6 

(®  «=  0,  1,  2,  . . . ) 

Man  kann  diese  Verhältnisse  auch  so  ausdrücken: 

Quadratzahlgrenze:  (n2^)*.  Anzahl  der  Primzahlen:  n(n-f-3)— 1)2 
Bis  zu  der  Quadratzahl  (8 . 2^)*  =»  10,  24  und  der  Anzahl  der  Prim- 
zahlen (8  . 11  — 2)  = 174  stimmen  diese  Verhältnisse  genau.  Von 
hier  ab  treten  Abweichungen  ein,  die  aber  auch  von  regelmässiger 
Form  sind  und  die  Bildung  der  weiteren  arithmetischen  Reihen  für 
die  Anzahl  der  Primzahlen  ermöglichen. 

G.  Speckmann. 

Oldenburg  i.  Gr. 


I 
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XVI. 

Schleiermacher  als  Mathematiker. 

Ein  Brief  von  ihm  an  den  Rcichsburggrafen  und  Grafen 
Friedrich  Ferdinand  Alexander  zu  Dohna-Schlobitten,  1791. 

Aus  dem  reichsburggräÜ.  Dohnaschen  Archive  za  Schlobitten 

mitgeteilt 

von 

H.  Borkowski-Schlobitten  (Ostpr.) 


Als  Schleiermacher  am  22.  Oktober  1790  als  Erzieher  in  das 
hurggräfl.  Dohnasche  Haus  zu  Schlobitten  eintrat  gieng  ihm  der  Ruf 
nicht  nur  eines  philosophisch  ausserordentlich  beanlagten  Geistes, 
sondern  der  eines  vortrefflichen  Mathematikers  voraus.  So  fügt  der 
Herr  des  Hauses,  Burggraf  Friedrich  Alexander,  der  spätere  Ober- 
marschall des  Königreichs  Preussen  in  einem  Briefe  *)  (5.  Nov.  1790) 
an  seinen  Zweitältesten  Sohn  Wilhelm,  den  späteren  Landhofmeister 
des  Königreichs  Preussen,  (t  1845)  welcher  in  Königsberg  i.  Pr.  stu- 
dierte, der  kurzen  Charakteristik  Schleiermachers:  „Ein  Classischer 
Gesellschafter ! bereidwilliger  Mann,  und  Starker  Lecteur  . . . wozu 
sein  Anstand  kombt“,  hinzu:  „Er  ist  stark  in  der  Mathematique“. 
Schleiermacher  zeigte  dieses  sowohl  in  dem  Unterrichte  der  Söhne 
des  Hauses,  als  auch  in  dem  Briefwechsel,  den  er  im  folgenden  Jahre 
mit  dem  ältesten  Sohne,  Burggrafen  Friedrich  Ferdinand  Alexander 
zu  Dohna,  dem  spätem  prenssischen  Staatsminister,  damals  Keferen- 
darius  in  Berlin,  eröffnete. 


1)  Orig.  Arch.  Schlobitten. 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  T.  XVI. 
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Leider  ist  von  den  Briefen,  welche  mathematische  Fragen  be- 
handeln, bisher  nur  der  folgende  gefunden  worden.  Aus  dem  Schlosse 
desselben  geht  hervor,  dass  andere  dieser  Art  vorangegangen  und 
wahrscheinlich  auch  gefolgt  sind.  Der  vorliegende  Brief,  welcher 
in  dem  von  J.  L.  Jacobi  herausgegebenen  Briefwechsel:  „Schleier- 

machers Briefe  an  die  Grafen  zu  Dohna“  (Halle  1837)  nicht  ent- 
halten ist,  lautet  folgender  massen^): 


Arithmetik. 

1.  Wesen  der  Arithmetik. 

Arithmetik  und  Geometrie  sind  beides  Wissenschaften,  die  uns 
Lehrsäze  über  die  Verhältnisse  der  Grössen  in  einem  gewissen  Sy- 
stem geben.  Sie  unterscheiden  sich  aber  dadurch,  dass  sich  die 
Geometrie  blos  auf  die  stetigen  Grössen  im  Raum  bezieht 

Anm.  Stetig  nennt  man  eine  Grösse,  die  unserer  sinnlichen 
Anschauung  ein  Ganzes  darbietet,  wie  z.  E.  jede  geometrische  Linie, 
Fläche  und  Körper.  Wir  denken  uns  auch  die  stetige  Grösse,  wenn 
wir  nemlich  keine  Rüksicht  auf  ihre  Materie  nehmen  gar  nicht  als 
aus  Theilen  zusammengesezt,  sondern  als  aus  dem  ganzen  vorhandenen 
Kaum  heraus  genommen  und  begränzt:  erst  wenn  wir  sie  haben  denken 
wir  uns  Theile  willkührlich  hinein,  wir  denken  also  hier  die  Theile  nur 
durch  das  Ganze.  Ich  glaube,  dass  ich  Ihnen  das  schon  lezthiu  münd- 
lich deutlich  genug  gemacht  habe.  Erlauben  Sie  mir  aber  es  durch  ein 
paar  Beispiele  zu  erläutern.  Indem  ich  einen  Triangel  zeichne,  so  stell 
ich  mir  gar  nicht  die  drei  Linien  als  die  Theile  vor,  aus  denen  er 
zusammengesezt  wäre,  wie  denn  auch  diese  gar  nicht  Theile  der 
Fläche  seyn  können,  sondern  nur  Gränzen  *,  dennoch  entsteht  der 
Triangel,  indem  ich  diese  Linien  ziehe,  also  nicht  dadurch,  dass  ich 
eine  kleine  Fläche  als  Theil  hervorbringe  und  dann  immer  mehr 
hinzuseze,  bis  der  Triangel  fertig  ist  (das  hiesse  ihn  aus  Theilen 
zusammensezen)  sondern  die  ganze  Fläche,  die  er  einschliesst  ist 
schon  lange  vorhanden  und  ich  thue  nichts  als  sie  abzusondern.  — 
Wenn  ich  zum  Behuf  irgend  eines  geometrischen  Lehrsazes  in 
einem  Triangel  eine  parallele  mit  seiner  Basis  ziehe , so  denke  ich 
mir  die  beiden  Theile  nicht  so,  als  ob  der  Triangel  daraus  ent- 
standen und  zusammengesezt  worden , sondern  diese  sind  wiederam 


1)  Orig.  Arch.  Sohlobitten. 
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willkührlich  aus  dem  Triangel  abgesondert  worden,  eben  so  wie 
vorher  der  Triangel  selbst  aus  dem  ganzen  Raum.  Wenu  man  sagt 
ein  Zirkel  entsteht  wenn  eine  gerade  Linie  sich  um  einen  festen 
Endpunkt  bewegt,  so  denkt  man  sich  die  kleinen  Flächenräume, 
welche  entstehn,  wenn  man  die  Bewegung  der  Linie  irgend  wo  an- 
hält gar  nicht  als  die  Theile  woraus  der  Zirkel  erst  zusammengesezt 
würde,  sondern  der  Bewegung  ist  nur  die  Regel , nach  welcher  die 
Gränze  hervorgebracht  und  also  die  Zirkelfläche  abgesondert  werden 
soll. 


Den  Eigenschaften  der  stetigen  Grösse  im  Raum,  welche  man 
die  ausgedehnte  Grösse  nennt  sind  grade  entgegengesezt  die  Eigen- 
schaften der  Zahl,  Grösse  womit  sich  die  Arithmetik  beschäftigt. 

Anm.  Zahl  ist  Vielheit  der  Einheiten,  und  kann  nicht  anders 
erzeugt  werden,  als  indem  wir  uns  in  Gedanken  die  Einheit  so  oft 
wiederholen  als  die  Aufgabe  fodert.  Hier  ist  die  Einheit  ein  wahrer 
Theil,  eine  jede  neue  Wiederholung  derselben  gibt  uns  einen  Ab- 
schnitt; hier  denken  wir  das  Ganze  nur  durch  die  Theile.  Wenn 
wir  z.  B.  8 denken,  so  können  wir  nicht  umhin,  uns  eine  gewisse  Menge 
Einheiten  vorzustellen,  welche  die  natürlichen  Theile  der  Zahl  sind, 
und  wir  können  uns  den  Begriff  von  der  ganzen  8 nicht  anders 
machen,  als  indem  wir  von  der  eins  anfangen  und  nach  und  nach  durch 
alle  folgenden  Zahlen  heraufsteigen.  — Sie  könnten  mir  hier  den  Ein- 
wurf machen,  dass  das  auch  bei  den  stetigen  Grössen  im  Raum  der  Fall 
sei,  die  wir  auch  nicht  anders  übersehn  können,  als  indem  wir  mit  dem 
Auge  nach  und  nach  von  einem  Theil  zum  andern  fortgehn.  Das  ist  auch 
genau  genommen  richtig,  allein  es  gibt  doch  noch  zwei  Verschieden- 
heiten und  die  sind  es  eben,  w'orauf  alles  ankommt.  1.,  sagen  wir 
dennoch  nicht,  dass  die  Grösse  so  entstanden  ist,  sondern  nur 
unsere  Anschauung  derselben,  welches  wol  unterschieden  werden  muss. 
Bei  der  Zahl  hingegen  kann  unser  Anschauen  dieses  Fortschreitens 
von  einer  Einheit  zur  andern  wol  am  Ende  entbehren,  aber  wir 
denken  uns  die  Grösse  selbst  als  so  aus  der  Einheit  entstanden, 
denn  das  ist  ja  der  Begriff  auf  den  wir  alle  Operationen  des  Verstandes 
mit  Zahlen  (d.  h.  alles  Rechnen)  reduciren.  2.,  gehen  wir  bei  der 
geometrischen  Anschauung  durch  jede  unendlich  kleine  Grösse,  die 
in  der  gegebenen  enthalten  ist,  und  können  eben  deswegen  diese 
nicht  als  Theile  ansehn  durch  deren  Zusammensezung  das  Ganze 
entstanden  wäre;  bei  der  Zusammensezung  der  Zahl  hingegen  gehen 
wir  nicht  durch  alle  unendlich  kleine  Theile  woraus  jede  Einheit 
besteht,  sonst  würden  wir  uns  die  Zahl  als  Linie,  als  stetige  Grösse 
denken,  sondern  wir  nehmen  die  Einheit  selbst,  und  durch  diese  be- 
kommen wir  natürliche  Abschnitte,  d.  h.  Theile. 
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leb  glaube  dass  dies  den  wesentlicben  Untersebied  der  Arith- 
metik von  der  Geometrie  ausmaebt  und  um  ibn  in  der  Erklärung  der 
Arithmetik  mit  auszndrücken,  müssen  wir  sie  so  abfassen: 

„Die  Arithmetik  ist  die  Wissenschaft  von  den  Verhältnissen  der 
Zahlen“. 

Anm.  1.  Sie  sehn  dass  man  eine  jede  Grösse  in  eine  Zahl 
verwandeln  kann  wenn  man  eine  Einheit  zu  ihrer  Beurtheilung  an- 
nimmt, d.  b.  wenn  man  sie  misst  (denn  eine  angenommene  Einheit 
zur  Beurtheilung  einer  Grösse  die  an  sich  nicht  als  Zahl  erscheint, 
heisst  ein  Maass).  Also  können  auch  die  geometrischen  Grössen  als 
Zahlen  angesehen  werden ; das  geschieht  aber  nicht  in  der  reinen 
Geometrie  (da  wird  nicht  gemessen,  und  alle  Zahlen  sind  nur  zu: 
fällig)  sondern  nur  in  der  sogenannten  angewandten  Geometrie  und 
in  der  Trigonometrie. 

Anm.  2.  Man  theilt  aber  die  ganze  Wissenschaft  von  den  Ver- 
hältnissen der  Zahlen  noch  ab  in  eigentliche  Arithmetik  and 
in  Analysis,  die  Sie  unter  dem  Namen  Algebra  kennen.  Da  wir 
es^(vor  der  Hand)  nur  mit  der  ersten  zu  thun  haben,  so  wäre  es 
gut  auch  den  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  zu  kennen.  Den 
besinn  ich  mich  aber  nicht  befriedigend  gefunden  zu  haben.  Doch  bringt 
mich  der  Umstand,  dass  die  Analysis  überall  in  Gleichungen  arbeitet  auf 
folgende  Angabe:  Die  eigentliche  Arithmetik  gibt  uns  überall  Data 
um  daraus  Resultate  zu  finden  *,  die  Analysis  gibt  uns  Resultate,  um 
daraus  gewisse  Data  die  als  unbestimt  in  ihnen  enthalten  waren  zu 
finden.  • 


2.  Noch  eine  Vergleichung  der  Arithm.  und  Geometrie. 

In  der  Geometrie  giebt  es  noch  Grössen  von  verschiedener  Art 
und  verschiedener  Würde,  deren  eine  nicht  mit  der  andern  ver- 
wechselt werden,  eine  nicht  in  die  andere  übergehn  kann,  nämlich 
Linien,  Flächen  und  Körper.  Das  kommt  von  der  Eigenschaft  des 
Raumes  her,  welche  man  seine  dreifache  Ausmessung  nennt.  In  der 
Arithmetik  wo  wir  es  mit  dem  Raum  nicht  zu  thun  haben  ist  auch 
nichts  dergleichen  zu  bemerken;  alle  Zahlen  sind  von  einerlei  Art, 
da  sie  alle  aus  Wiederholungen  der  Einheit  entstanden  sind,  und 
liegen  alle  in  einer  unendlichen  Reihe,  denn  da  es  immer  noch  mög- 
lich ist  zu  einer  Zahl  eine  andere  hinznzusezen , so  ist  keine  Zahl 
an  sich  die  lezte,  und  die  Reihe  derselben  ist  ins  unendliche  un- 
vollendet. In  dieser  Reihe  hat  eine  jede  Zahl  ihren  festen  Plaz 
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nach  der  Menge  der  Einheiten  die  in  ihr  enthalten  sind,  und  alles* 
was  wir  mit  den  Zahlen  vornehmen,  geht  innerhalb  dieser  Reihe  vor. 


3.  Von  den  allgemeinen  Verhältnissen  der  Zahlen. 

Dieses  aber  was  wir  mit  den  Zahlen  vornehmen  können,  scheint 
auf  den  ersten  Anblik  nicht  so  recht  viel  zu  seyn;  denn  wenn  wir 
von  dem  Begriff  der  Zahl  als  Menge  der  Einheiten  und  des  Zählens 
als  Hervorbringen  der  Zahl  durch  Wiederholung  der  Einheiten  aus- 
gehn, so  erscheint  uns  kein  anderes  Verhältniss  der  Zahlen,  als  dass 
eine  grösser  eine  kleiner  ist  als  die  andre,  eine  aus  mehrern  andere 
aus  wenigem  Wiederholungen  der  Einheit  besteht,  und  wir  finden 
keinen  andern  Punkt  aus  dem  wir  sie  vergleichen  könnten,  als  zu 
sehn  wie  viel  Einheiten  ich  zu  einer  kleineren  hinzusezen,  wie  weit 
ich  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  vorwärts  gehn  muss,  um  eine 
grössere  zu  erlangen,  und  wie  viel  Einheiten  ich  von  der  grössera 
wegnehmen,  wie  weit  ich  io  der  natürlichen  Zahlenreihe  rückwärts 
gehn  muss  um  zu  der  kleinen  zu  gelangen.  Und  so  gäbe  es  keine 
andere  Operation  des  Rechnens  als  1.  zu  einer  Zahl  gewisse  Wieder- 
holungen der  Einheit,  das  heisst  eine  gewisse  andere  Zahl  hinzu- 
sezen und  daraus  eine  dritte  machen:  Zahlen  zusamraenfügen,  ad- 
diren  2.  von  einer  Zahl  gewisse  Wiederholungen  der  Einheit,  d.  h. 
eine  gewisse  andere  Zahl  hinwegnehmen,  und  daraus  eine  dritte 
machen:  Zahlen  trennen  subtrahiren. 


4.  Erweiterung. 

Allein  wenn  dieses  auch  alles  ist,  so  werden  wir  doch  bald  sehn, 
dass  es  wenigstens  mehrere  Arten  giebt  zu  addiren  und  zu  snbtra- 
hiren.  Wenn  man  nemlich  eine  jede  Grösse  als  Einheit  betrachten 
kann,  so  kann  man  auch  eine  jede  schon  zusaramengesezte  Zahl  als  Ein- 
heit für  andere  ansehn.  Das  gibt  nun  einen  neuen  Gesichtspunkt 
indem  ich  also  eine  jede  Zahl  nicht  als  nur  aus  der  natürlichen,  son- 
dern auch  aus  irgend  einer  angenommenen  Einheit  entsprungen  an- 
sehn kann.  Diese  Befugniss  und  die  Reduktion  ihrer  Anwendung 
auf  die  natürliche  Zahlenreihe  ist  der  Grund  aller  übrigen  Opera- 
tionen des  Rechnens;  die  einfachsten  derselben  sind  multipliciren 
und  dividiren.  Ich  kann  nemlich  fragen:  Die  wievielste  Wieder- 
holung der  Einheit,  d.  h.  welche  Zahl  bekomme  ich  wenn  ich  die  12 
als  Einheit  ansehe  und  diese  Einheit  viermal  seze:  Das  ist  roulti- 
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pliciroD.  Ich  kann  ferner  fragen:  Wie  oft  hätte  ich  die  12  wieder- 
holen müssen  indem  ich  die  Eins  48  mal  wiederholte?  Das  ist 
dividiren. 


5.  Von  der  mechanischen  Einrichtung  unseres 

Rechen-Systems. 

Nachdem  wir  so  die  Begriife  der  vier  einfachsten  Rechnungsarten 
erfunden  haben  aus  denen  alle  übrige  nur  Zusamm  ensezungen  sind, 
so  bitte  ich  Sie  nun  sich  an  das  zu  erinnern,  was  wir  damals  vom 
dekadischen  System  sagten;  von  der  grossen  Erfindung  für  die 
ganze  unendliche  Zahlenreihe  sich  mit  10  Zeichen  zu  begnügen  und 
dafür  die  Zahlen  nach  ihren  Fortschreitungen  in  gewisse  Ordnungen 
zu  theileu,  welche  bei  den  Ziffern  durch  die  Stelle  bezeichnet  werden 
wo  sie  stehn.  Daraus  lässt  sich  sehr  leicht  unser  Verfahren  bei  den 
arithmetischen  Aufgaben  deduciren;  warum  wir  beim  addiren  und 
sub.  die  gegebenen  Zahlen  gleichsam  trennen,  und  successiv  nur  die 
zusammengehörigen  Ordnungen  mit  einander  verbinden  um  zu  rechter 
Zeit  die  kleinern  in  die  grossem  verwandeln  zu  können , warum  wir 
beim  multipliciren  jede  Ordnung  des  einen  Faktors  einzeln  mit  dem 
andern  verbinden,  aber  beim  dividiren  umgekehrt  die  höhern  Ord- 
nungen zuerst  eintheilen,  weil  wir  sie  oft  wenn  die  Einheiten  einer 
Ordnung  nicht  hinreichen  einen  Quotienten  derselben  Ordnung  ber- 
vorzubringen  in  die  niedrigere  Ordnung  verwandeln  müssen.  Dieses 
ganze  dekadische  System  ist  aber  nicht  notwendig  sondern  bloss 
willkührlich ; die  Alten  rechneten  nicht  so  und  noch  jetzt  rechnen  viele 
Völker  anders.  Leibniz  erfand  eine  Diadik  wo  er  nur  immer  bis 
2 zählte  und  nur  diese  beiden  Ziffern  hatte:  0,  1. 


6.  Von  den  Reihen. 

Wenn  wir  wieder  von  der  Idee  ausgehn , dass  man  nun  eine 
jede  Zahl  als  Einheit  behandeln  kann,  die  beim  Zählen  wiederholt,  so 
entstehn  aus  einem  solchen  Zählen  mit  einer  angenommenen  Einheit 
andere  Zahlenreihen  als  die  natürliche  (jedoch  müssen  sie  immer  in 
der  natürlichen  enthalten  seyn)  z.  E.  man  fängt  von  der  Eins  an, 
nimmt  aber  die  3 zu  der  Einheit,  welche  immer  wiederholt  wird,  so 
bekommt  man  folgende  Reihe: 

13).  4.  7.  10.  13.  16.  19.  22.  25.  28.  31.  34 
und  so  fort  bis  ins  unendliche. 
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Man  kaoD  aber  auch  bei  jeder  andern  Zahl  anfaugen  und  es 
eben  so  machen: 

2.  5.  8.  11.  14.  17.  20.  23.  26.  29*.  32.  35  etc. 

Unter  einer  Zahlen  Reihe  (Progression,  wenn  Sie  sich  vor  dem 
fürchterlichen  Wort  nicht  erschrecken)  versteht  man  eine  Menge  von 
Zahlen  (einerlei  wo  sie  anfangen  und  aufhören)  von  denen  immer 
die  folgende  ans  der  vorigen  nach  einerlei  Gesez  entstanden  ist,  wie 
z.  E.  in  den  obigen  Reihen  dadurch  dass  immer  zu  der  vorigen 
Zahl,  die  3,  die  als  Einheit  galt,  hinzugesezt  ward.  Allein  es  kön- 
nen auch  noch  Reihen  aus  ganz  andern  Gesezen  entstehn.  Z.  E. 
man  kann  hei  einer  Zahl  anfangen  diese  selbst  als  Einheit  ansehn 
und  wiederholen ; dann  aber  wieder  die  Zahl,  welche  daraus  entstand 
als  Einheit  betrachten  und  eben  so  wiederholen.  Ich  meine  auf 
diese  Art; 

2.  4.  8.  16.  32.  64.  128.  256  etc. 

Die  2 ist  hier  als  Einheit  angesehn  und  wiederholt,  daraus  ent- 
stand die  4,  nun  wurde  diese  als  Einheit  angesehn  und  fortgezählt, 
daraus  entstand  die  8;  nun  wurde  diese  die  Einheit,  und  so  immer 
fort  nach  dem  nemlichen  Gesez.  Es  ist  auch  nicht  nöthig,  dass 
man  die  angenommene  Einheit  nur  einmal  wiederholt  um  die  nächste 
Zahl  der  Reihe  zu  bekommen,  man  kann  gleich  ein  vielfaches  der- 
selben nehmen,  welches  schon  mehrere  Wiederholungen  derselben  in 
sich  fasst.  Z.  E.  ich  fange  bei  der  2 an,  will  aber  nicht  die  2 nur 
einmal  wiederholen,  sondern  gleich  dreimal:  Daraus  entsteht  nun 
eine  Zahl  diese  wird  als  Einheit  angesehn  und  ebenfalls  nicht  ein- 
mal wiederholt,  sondern  dreimal. 

2.  6.  18.  54.  162.  394.  1092.  3274. 

Sie  sehen  ich  behandle  überall  die  Reihen  als  Arten  zu  zählen 
und  suche  die  Einheiten  auf  nach  denen  man  zählt. 

Die  obigen  Beispiele  geben  aber  2 ganz  verschiedene  Arten  von 
Reihen  an  die  Hand. 

Bei  der  einen  wird  eine  Einheit  gewählt  und  mit  dieser  so  ge- 
zählt wie  mit  der  wahren  Einheit  in  der  natürlichen  Zahlenreihe; 
diese  nennt  man  zählende  Reihen  (arithmetische  Progressionen). 
Bei  der  andern  wurde  zwar  auch  die  erste  Zahl  bei  der  man  anfing 


1)  Mnss  heissen:  486.  1458.  4374. 
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znr  Einheit  gewählt  und  ein  bestirntes  vielfaches  derselben  genom- 
men, aber  dann  eben  diese  nun  erhaltene  Zahl  zur  Einheit  geuommeo 
und  eben  so  behandelt;  diese  nennt  man  steigende  Reihen  (geome- 
trische Progressionen).’ 

Sie  sehn  dass  ich  jene  erhalte  wenn  ich  zu  der  lezten  vorhan- 
denen Zahl  die  angenommene  Einheit  ad  dir  e,  diese  hingegen  wenn 
ich  j)ie  lezte  Zahl  die  nun  Einheit  wird  so  oft  nehme,  als  es  das 
angefangene  Gesez  erfodert.  Dieses  so  oft  nehmen  ist  aber  nach 
unserm  oben  gegebenen  Begriff  ein  raultipliciren.  Auch  bei  den 
arithmetischen  Reihen  ist  zwar  ein  multipliciren,  aber  nicht  jedes 
Gliedes  aus  dem  nächsten,  sondern  aller  aus  dem  ersten.  Ich  frage 
nemlich:  was  entsteht  für  eine  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe 
wenn  ich  die  angenommene  Einheit  so  oft  wiederhole,  wenn  ich  sie 
einmal  mehr  wiederhole  u.  s.  w.  so  ist  jedes  Glied  des  einmal  eins 
nur  eine  arithmetische  Progression,  worin  die  Zahl  womit  das  Glied 
anfängt  die  Einheit  ist  z.  E. 

3.  6.  9.  12.  15.  18.  21.  24.  27.  30. 

aber  es  ist  nicht  das  nächste  Glied  aus  der  Multiplikation  mit  dem 
vorigen  entstanden,  sondern  alle  aus  einer  successiven  Muttiplikatiou  des 
ersten.  Ich  hoffe  ich  habe  nun  den  Unterschied  dieser  beiden  Arten 
von  Reihen  hinlänglich  angegeben.  Es  gibt  noch  mehrere  Arten  der- 
selben, die  aber  nicht  von  der  Wichtigkeit  als  diese  beiden  und  be- 
sonders die  geometrische. 


7.  Einige  Beobachtungen  über  diese  Arten  von 

Reihen? 

Man  kann  leicht  bemerken , dass,  man  mag  eine  arithmetische 
Reihe  anfangen  wo  man  will  und  abbreeben  wo  man  will,  sich  den- 
noch immer  folgendes  dabei  ereignet:  wenn  man  die  zwei  äussersteu 
Glieder  zusammen  addirt  und  so  von  beiden  Seiten  nach  der  Mitte  zu 
fortfährt,  so  geben  alle  diese  Paare  die  nemliche  Summe.  Z.  E. 
in  der  Reihe 


1.  3.  5.  7.  9.  11.  13.  15.  17.  19.  21.  23. 

1 + 23  = 24.  3 + 21  = 24.  5 + 19  = 24. 

7 + 17  = 24.  9 -f  15  ==.  24  etc. 

Ferner  bei  der  geometrischen  Reihe  wenn  mau  die  änssersten 
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Glieder  mit  einander  multiplicirt  und  eben  so  fortfährt,  so  geben 
alle  diese  Paare  einerlei  Produkte.  Z.  E. 

3.  6.  12.  24.  48.  96. 


3 . 96  = 288 . 6 . 48  = 288 . 12 . 24  ==  288 


Wenn  diese  beiden  Säze  von  allen  arithmetischen  und  geome- 
trischen Reihen  gälten,  so  könnte  man  daraus  verschiedene  Folge- 
rungen ziehen,  und  da  die  Eigenschaften  der  Reihen  der  Grund  alles 
übrigen  Rechnens  sind,  so  würden  wir  auf  diese  Weise  sehr  weit 
kommen.  Allein  wie  kommen  wir  zu  der  üeberzeugung  dass  diese  Re- 
sultate eine  solche  nothwendige  Allgemeinheit  haben,  als  sie  als  liehr- 
säze  haben  müssen?  Denn  wenn  wir  das  auch  an  hundert  und  tausend 
Reihen  wiederholen,  so  kann  uns  immer  der  Zweifel  kommen  dass 
die  individuellen  Eigenschaften  der  Zahlen  die  wir  gewählt  haben 
uns  täuschen,  und  dass  es  doch  welche  geben  könne,  wo  es  nicht 
eintreffen  würde.  Aus  den  Begriffen  der  Zahlen  und  der  Reihen  wir 
mögen  sie  drehn  wie  wir  wollen  können  wir  es  auch  nicht  folgern. 
Wir  müssen  also  ehe  wir  weiter  gehn  uns  erst  ein  Mittel  verschaffen 
zu  beweisen  und  unsern  Beispielen  eben  die  Allgemeinheit  geben, 
welche  die  Beweise  aus  der  Construktion  der  Figuren  uns  in  der 
Geometrie  verschaffen,  und  dazu  werden  Sie  mir  erlauben  Ihnen 
nächstens  den  Schlüssel  zu  geben. 


Sehen  Sie  mein  lieber  Graf,  da  ist  doch  wieder  ein  kleines  Frag- 
ment zur  Fortsezung,  aber  es  ist  grösser  als  Sie  denken,  denn  Sie 
worden  nun  leicht  rathen  können,  woraus  alles  heraus  will. 

Inzwischen  will  ich  Ihnen  nicht  bergen  dass  ich  einen  Streich 
gemacht  habe  den  mir  die  Arithmetiker  vielleicht  nicht  vergeben ; 
ich  habe  von  Progressionen  gesprochen  und  bin  noch  nicht  bei 
den  Proportionen  eingekehrt;  aber  mein  Ideengang  der  vom  Zählen 
ausgiug  Hess  es  nicht  anders  zu  und  die  Proportionen  sollen  auch 
nicht  leer  ausgehen. 

Wir  haben  gestern  einen  Königsbergischen  Besuch  gehabt,  aber 
ich  muss  Ihnen  gestehen,  ich  bin  seitdem  ich  ihn  gesehn  nicht  mehr 
ganz  so  empfindlich  gegen  das  was  dieser  Besuch  in  Holland  von 
Ihnen  gesagt  hat,  ich  bin  ein  närrischer  Mensch  aber  ich  stellte  mir 
vor  die  Leute  die  Sie  lobten  müssten  anders  aussehn.  Wie  da? 
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zugeht  mögen  Sie  sich  selbst  enträthseln.  Inzwischen  wenn  Sie 
nur  a laudatis  viris  (die  Damen  nicht  ausgeschlossen)  gelobt  wer- 
den ■—  lassen  Sie  sich  das  lateinische  Sprüchelchen  von  Graf  Wil- 
helm erklären  — was  können  Sie  denn  dafür,  wenn  es  auch  andere 
thun.  Sie  sehn  mein  Papier  ist  aus  und  meine  Zeit  leider  eben- 
falls also  entschuldigen  Sie 

Ihren 

Schleiermacher. 


Schlobitten  d.  16  Dec.  1791. 
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XVll. 

Drei  gegebene  Gerade  im  Eaume  nach  einem 
Dreieck  mit  vorgeschriebenen  Winkeln  zu 

schneiden. 


Von 

Eduard  Salfner. 

Kgl.  Rea Hehrer  in  Nürnberg. 


Drei  Gerade  können  im  Raume  drei  Hauptlagen  haben.  Bei  pa- 
ralleler Lago  derselben  geschah  bisher  der  Schnitt  mit  vorgeschriebonen 
Winkeln  nach  einer  von  Gugler  in  seiner  „darstellenden  Geometrie“ 
angegebenen  Weise  oder  aber  nach  der  von  Marx  in  seiner  Inaugural- 
Dissertation  raitgeteilten  Construction.  Während  ersterer  den  rein 
geometrischen  Weg  wählt,  erreicht  letzterer  vorerst  das  Ziel  auf 
dem  der  Rechnung,  löst  aber  nachgehends  auch  die  Aufgabe  allge- 
mein constructiv  für  alle  Lagen  der  Geraden  mit  Hilfe  einer  Fläche 
4.  Ordnung.  Eine  streng  geometrische  Lösung  hält  er  für  den  Fall, 
dass  die  Geraden  nicht  parallel  sind,  „für  nicht  mehr  durchführ- 
bar“. Gleichwol  beschäftigte  er  sich  auch  in  dieser  Richtung  mit 
der  vorliegenden  Aufgabe,  ohne  indes  das  Ziel  zu  erreichen;  er 
schliesst  seine  Betrachtungen  mit  den  Worten:  „Praktisch  ausführbar 
dürfte  keine  dieser  Constructionen  sein,  doch  wäre  eine  constructive 
Lösung  auf  diese  Weise  wenigstens  denkbar“. 


1)  Marx,  über  eine  Fläche  4.  Ordnung  etc.  München,  Kgl.  Hof*  u. 
üniversitäts-Buchdruckerci  ron  Dr.  C.  Wolf  u.  Sohn,  1880. 
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Der  Verfasser  glaubt  nun  gleichwol  im  Folgenden  durch  Con- 
struction  und  anschliessende  Rechnung  auf  einem  von  Marx  nicht 
angedeuteten,  dazu  für  weitere  Kreise  gangbaren  Wege  für  alle  Fälle 
die  Lösung  der  Aufgabe  zu  erreichen.  Dieselben  sollen  in  der  näm- 
lichen Reihenfolge  wie  sie  gefunden  wurden,  vorgeführt  werden. 


I. 

Die  drei  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  eine 
von  ihnen  (A)  steht  senkrecht  auf  den  beiden  andern 

{B  und  C'j.  (Dreikant.) 

Die  Geraden  B und  C sind  in  die  Tafel  Fig.  1.  eins  gelegt ')  und 
bilden  den  beliebigen  Winkel  «.  Die  auf  ihnen  senkrechte  A gehört  der 
Tafel  zwei  an.  Ist  nun  bc  eine  Seite  des  gesuchten  Schnittes  bcd, 
der  die  Winkel  ß,  y und  d haben  soll,  so  ist  Dreieck  bal  bestimmt. 
Dasselbe  wurde  nun  nm  die  Tafel  eins  gedreht,  wodurch  die  zu  bc 
gehörigen  Höhen  dieses  und  des  Dreiecks  abc^  der  Projectiou  des 
ersteren,  aufeinander  fielen.  Sobald  eines  dieser  Dreiecke  gegeben 
ist,  kann  das  andere  unter  Benutzung  des  geometrischen  Ortes  der 
Scheitel  gleicher  Winkel  über  gegebener  Seite  bc  gefunden  werden. 
Sein  Schnitt  mit  der  gemeinschaftlichen  Höhenrichtung  ist  der  fehlende 
dritte  Eckpunkt. 

Nun  ist  de  die  Hypotenuse  und  ae  die  Höhe  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  dessen  zweite  Kathete  angibt,  in  welchem  Abstand 
von  a auf  A der  Punkt  d genommen  werden  muss. 

Construction.  Man  wird  Strecke  bc  beliebig  nehmen,  darüber 
Dreieck  abd^  mit  den  vorgeschriebenen  Winkeln  /?,  y,  d construiren, 
hierauf  den  Kreis,  den  geometrischen  Ort  für  alle  Scheitel  mit  dem 
Winkel  a über  bc,  schlagen,  wodurch  der  Schnittpunkt  a desselben 
mit  der  Höhe  über  bc  erhalten  wird.  (Der  zweite  Schnittpunkt  beider 
bezieht  sich  auf  den  Winkel  180®«).  Ein  zweiter  Kreis  um  e mit 
dem  Radius  ed^  gibt  mit  der  senkrechten  A den  Schnittpunkt  d über 
und  unter  der  Ebene  BC.  (Spiegelbilder). 

Der  Punkt  d auf  der  dritten  Kante  (A)  entspricht  der  beliebig 
angenommenen  Seitenlänge  bc.  Soll  aber  der  Schnitt  durch  einen 


1)  Nach  der  Darstellangsmethode  Klingenfelds,  dessen  Schüler  und  spä- 
terer Assistent  am  Kgl.  Polytechnikum  München  ich  war. 
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andern  Punkt  auf  A gehen,  so  hat  man  lediglich  durch  ihn  zwei 
Parallele  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  hcd  zu  ziehen. 


Für  die  Berechnung. 

Im  Anschluss  an  die  Construction  bezeichne  ich  bc  mit  «j,  die 
Strecke  von  e bis  zur  Sehnenmitte  mit  dann  sind  die  Coordi- 

naten  des  Kreismittelpunktes  ö,  und  daher  die  Kreisglei- 
chung, weil  der  Radius  gleich  , 

° 2 sin  er' 

(«- 1'  cotg«y+(»-i,)*  = 

und  die  Gleichung  der  durch  e gehenden  Senkrechten 

y 0 

also  ist  für  den  Schnitt 
y = 0 

Das  untere  Zeichen  im  Ausdruck  für  x gibt  den  2.  Schnittpunkt 
an,  der  jedoch  nicht  gelten  kann  als  Scheitel  eines  Winkels  (18U®  — er)®. 

Die  Strecke  ad  = a ergibt  sich  aus  dem  bei  x rechtwinkligen 
Dreieck  ead: 

a = V^i—  ^,2  oder 

* = ± - (V cotg  «) 

Das  doppelte  Vorzeichen  entspricht  den  Spiegelbildern  in  Bezug 
auf  Ebene  BC. 


II. 

Die  drei  Geraden  bilden  ein  Dreikant,  in  welchem  keine 
Kante  senkrecht  auf  der  gegenüber  liegenden  Seite  steht. 

Fig.  2. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  A,  B^  und  C die  Kanten  der  körper- 
lichen Ecke,  mit  Aj  die  Projection  von  A auf  die  Ebene  BC,  die 
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wir  als  Tafel  eins  nehmen!  hc  sei  abermals  die  beliebig  angenommene 
Seite  des  durch  seine  Winkel  bestimmten  Schnitts  cbd.  Das  durch 
-B,  C und  hc  bestimmte  vorderhand  noch  unbekannte  Dreieck 
liege  wieder  in  Tafel  eins. 

Nehmen  wir  nun  au,  dass  beim  Umklappen  des  Dreiecks  hcd 
um  die  gemeinsame  hc  in  die  gemeinschaftliche  Tafelebene  die  beiden 
zu  bc  gehörigen  DreieckshÖheu  nicht  aufeinander  fallen,  dann  ist 
durch  Seite  bc  und  den  gegenüber  liegenden  Winkel  a ein  Kreis  (in 
die  Tafel  eins  gelegt)  bestimmt,  auf  dessen  Umfang  der  Scheitel  des 
gesuchten  Dreikants  liegen  muss.  Sowol  der  der  Seite  bc  gegenüber 
liegende  Winkel  «,  als  auch  der  Winkel  (t)  der  Projection  mit 
Bi  sind  constante  Winkel,  darum  ist  auch  der  Punkt  4,  in  welchem 
der  Kreis  um  Sehne  bc  von  der  Projection  Aj  der  dritten  Kante 
geschnitten  wird,  ein  fester  Punkt;  wandert  auch  a auf  dem  ganzen 
Bogen  über  hc  dahin,  so  ist,  wie  b und  c,  bleibend.  — Ebenso  ist  e, 
ein  Höhenfusspunkt  des  Dreiecks  bed^  auf  bc  ein  fester  Punkt,  da 
entsprechende  Höhen  ähnlicher  Dreiecke  die  zugehörigen  Seiten  in 
gleichem  Verhältnisse  teilen;  gleichzeitig  sind  und  Ä|  , die  Schnitt- 
punkte der  Höhe  mit  dem  vorhin  genannten  Kreise,  feste  Punkte. 

Auf  der  um  /j  beweglichen  Sehne  des  Kreises,  der  Projection 
der  dritten  Kante,  muss  natürlich  stets  auch  der  Fusspunkt  dj  des 
gesuchten  dritten  Punktes  des  Schnittes  liegen.  Ausserdem  ist  noch 
die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  die  Kante  ad{A)  den  vorgegebenen 
Winkel  dad^  mit  der  Ebene  ahe  bilde,  oder,  dass 

ddi  : adi  =»  min 

(ein  gegebenes  Verhältniss)  sei.  Der  B’usspunkt  muss  aber  auch 
auf  der  Projection  edi  der  Höhe  des  Dreiecks  bed  liegen.  Dreht 
sich  also  Sehne  o/'i  um  /i,  so  ist  ihr  Schnitt  mit  ed^  stets  der  Fuss- 
punkt d,  einer  Senkrechten,  auf  der 


abzutragen  ist. 

Die  Punktreihe  der  d ist  in  der  Tafel  zwei  Fig.  3.  gezeichnet  Deren 
Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  um  e und  dem  Halbmesser  ed  liefert 
den  gesuchten  Punkt  dy  da  d zugleich  auf  diesem  Kreise  liegen  muss, 
damit  der  Schnittpunkt  bed  die  Höhe  <le  habe. 

Punkt  fi  kann  im  allgemeinen  jeder  Punkt  der  Kreislinie  wer- 
den, oj  wird  aber  stets  auf  der  andern  Seite  von  ed  liegen  müssen, 
da  af  die  ed  schneiden  muss. 
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Fällt  jedoch  Punkt /,  auf  — was  geschieht,  wenn  der  zum 
Bogen  gehörige  Peripheriewinkel  = wird  — so  ist  die 
einzige  in  Betracht  kommende  Sehne  des  Kreises,  und  Punkt  ist 
der  gesuchte  Punkt  aj  wie  im  Fall  I.  Während  aber  dort  die  Ge- 
rade Ä mit  ed  einen  rechten  Winkel  einschloss,  bildet  sie  jetzt  mit 
ihr  einen  vorgeschriebenen  Winkel  dad^. 

Wir  construireu  demnach  unter  beliebiger  Annahme  der  Strecke 
hc  eine  Pyramide,  welche  den  gestellten  Bedingungen  genügt,  in  fol- 
gender Weise: 

Eine  Strecke  bc  wird  beliebig  lang  in  der  Tafel  eins  angenom- 
men , doch  soll  sie  wieder  senkrecht  zur  Tafelkante  sein.  Hierauf 
construirt  mau  den  der  Sehne  bc  und  dem  ihr  gegenüber  liegenden 
Winkel  a zukommenden  Kreis  und  legt  bei  einem  beliebigen  Punkte 
a der  Peripherie  den  Winkel 

bafi  — f 

au,  den  die  Projection  der  dritten  Kante  A auf  die  gegenüber  lie- 
gende Seitenfläche  mit  Kante  B macht,  wodurch  mau  auf  dem 
Kreisumfang  den  Punkt  f\  erhält,  durch  den  alle  Sehnen  af  gehen 
müssen.  Nachdem  mau  noch  durch  e,  den  Uöhenfusspuukt  des 
Dreiecks  6c<i,  die  Senkrechte  zu  bc  gezogen,  wodurch  Sehne 
erhalten  wird,  kann  man  der  Reihe  nach  die  Punkte  a des 
Bogens,  der  auf  der  andern  Seite  von  f mit  Bezug  auf  liegt,  mit 
f verbinden  und  zur  erhaltenen  Schnittpunktreihe  rfj  die  zugehörige 
Punktreihe  d mit  Hilfe  der  gegebenen  Projection 

dd^^  : ad^  = min 

bestimmen.  Die  Höhe  c,  dg  des  mit  bc  und  den  vorgeschriebenen 
Winkeln  gezeichneten  Schnittdreiecks  bed  nimmt  mau  als  Radius 
und  zeichnet  in  Tafel  zwei  um  c den  Kreis.  Der  Schnitt  desselben 
mit  der  Curve  der  d löst  die  Aufgabe. 

Nicht  alle  Punkte  des  Kreises  oder  der  Curve  kommen  in  Betracht. 
Verbindet  man  fi  mit  Cj , so  ist  Schnittpunkt  d"  Grenzpunkt,  da  die 
Punkto  a auf  Bogen  c^g^h^  genommen  Winkel  gleich  180® — a geben. 
Fällt  dg  zwischen  und  e,  so  ist  dg  Grenzpunkt;  fällt  es  auf 
oder  darüber  hinaus,  so  ist  Grenze,  weil  sich  darüber  hinaus  die 
beiden  Secanteu  g^h^  und  schneiden. 

Die  Projection  fällt  zwischen  und  auf  Bj  (oder  C\)  oder 
über  beide  hinaus,  je  nachdem  der  Flächenwinkel  bei  B,  (und  C\) 
spitz,  recht  oder  stumpf  ist;  dem  entsprechend  fällt  auf  den  Bogen 
Ci^i&i,  auf  (oder  Cj),  oder  auf  Bogen  dgÄi(dgCj). 
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Der  darcb  einen  andern  anf  A angegebenen  Punkt  d gebende 
Schnitt  ergibt  sieb  nunmehr  durch  Ziehen  von  Parallelen. 


Zur  Berechnung. 

Wir  fällen  vom  Punkt  /j  auf  die  Projection  der  Höbe  des  Drei- 
ecks Icd  die  Senkrechte  /jO,  nehmen  O als  Mittelpunkt  des  Coordi- 
natensystems  in  der  Ebene  h^g^d  und  setzen 


Odj  = X,  dr/j  = 1/y  Ofi  «==  c,  = p,  hg  »=  fd^  =»  v und  ad,  = w 

Die  Gleichungen 

{p-^-x)  {q — p — x)  = iw  . . . 

= c^-\-x^ . . . 2., 

y : w —m  : n . . ,3., 

verhelfen  auf  die  Gleichung  der  Curve:  I 

(p+xy(fi  — p—x)^  = 


Diese  Curve  ist  also  von  der  4 Ordnung  *). 


Nimmt  man  dazu  die  Gleichung  des  Kreises  mit  dem  Mittel- 
punkt e: 

(x  — + 

wo 

a = Oe  und  r ^ d.^ei 

SO  entsteht  zur  Berechnung  der  Schnittpunkts-Abscisse 

® [2(g-2y)  + 2-,oJ 


X 


-f-  x^ 


+x 


n* 


iq—  2/>)*  — ^p{q  — p)  - — 2 (r*  — c*  — a^) 


2p(q  — p)(q—2p)—2—^  c^a 


n* 


-^-pHq  —p)^—  — <j2)  = 0 


1)  Sie  weist  ein  max  auf,  welches  durch  die  Gleichung 

x*-|-[2c*-f'(ö  — — ^V)  “ ^ 

bestimmt  ist.  Diese  Gleichung  zeigt  nur  einen  reellen  Wert  für  x. 
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Tritt  der  schon  erwähnte  Fall  ein,  dass  /j  und  damit  O auf 
fiillt,  so  wird 


C r=s  p 


0 


und  die  Gleichung  der  Curve  4.  Ordnung 


n 

q — x =y- 
m 

also  zur  Geraden  durch  (wo  wir  die  Gerade  im  neg.  Tafelraum 
vernachlässigen).  Aus  der  Gleichung  4.  Grades  zur  Berechnung 
von  X wird 


X 


. n*  4- 

4 ! , 


m* 


,2  _ " ^^2 


0 


Für  a*  = 0 erhält  man  den  Punkt  der  mit  und  Cj  ver- 
bunden den  Winkel  180®  — « gibt,  und  für  unseren  Fall  unbrauchbar 
ist.  Die  beiden  übrigen  Werte  sind 


X 


= + l/ ■ - .V  _ r„2/^2  _ _ ^*„21  + ( ’^g.+  ”!?Y 


Wird  auch  noch  n = 0,  d.  h.  steht  A auf  der  Ebene  BC  senk- 
recht, so  wird  die  Hauptgleichung 

X* — 2qx^ x“^  q^  = und 

»1=0,  Xj  =■  0.  «*3  ==  ± (? 

wovon  die  beiden  ersten  Werte  für  den  spitzen  Winkel  « nicht  ge- 
nommen werden  können,  die  beiden  letzten  den  Punkt  bezeichnen, 
wodurch  sich  I.  als  besonderer  Fall  von  II.  erweist. 


III. 

Die  drei  Geraden  sind  parallel  und  bestimmen  ein 

Prisma. 

Die  drei  parallelen  Geraden  sollen  A,  B und  C heissen.  Drei- 
eck dhg  ist  ein  senkrechter,  Dreieck  ahc  ein  schiefer  Schnitt  der- 
selben. B und  C liegen  in  Tafel  eins  und  sind  zugleich  parallel  zur 
Tafelkante.  Die  Spur  der  durch  A gelegten  Lotebene  eins  schneidet 
die  Dreiecksseite  hc  in  gleichem  Verhältniss  wie  gh.,  so  dass  also 

9i  • <^1^1  ^ f\  Gl  I 
Arch.  d.  Math.  u.  Pbya.  2.  Beihe,  T.  XVI. 
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Ist  somit  das  Verhältniss  constant,  so  ist  dies  aach  von 

fl  c,  : fl  hl  zu  sagen. 

Zieht  man  durch  den  dem  schiefen  Schnitte  augehörigen  Punkt 
a zu  bc  die  Höhe  aej  und  dreht  das  Dreieck  um  jenes  in  die  Ebene 
BC^  so  ist  «36,  die  Projection  von  der  Geraden 

Nehmen  wir  wieder  eine  Strecke  hc  beliebig  als  Seite  eines 
schiefen  Schnittes,  und  sind  aßy  dessen  Winkel,  so  ist  damit  Dreieck 
ahe^  mit  ihm  der  Höheufusspunkt  c,  aber  auch  der  Punkt  /*  mittels 
der  eben  angeführten  Proportion  bestimmt. 

Zu  diesem  Dreiek  suchen  wir  nun  das  Prisma,  welches  die  ge- 
stellten Forderungen  erfüllt!  Hierzu  bieten  sich  zwei  Wege  dar: 
Man  kann  sich  die  Festlegung  des  Punktes  a oder  auch  des  Punktes 
(oder  auch  /<,)  zum  Ziel  setzen.  Im  Nachfolgenden  ist  der  erst- 
genannte gewählt,  weil  er  weitaus  einfacher  ist  und  sich  den  Betrach- 
tungen in  II.  anschliesst. 

Punkt  a liegt  vorerst  auf  dem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt 
e und  dessen  Kadius  ae  ist,  seine  Projection  eins  ist  die  Senkrechte 
durch  e zu  hc\  somit  liegt  auch  die  Projection  des  Punktes  a stets 
auf  dieser  Senkrechten. 

Die  Verbindungslinie  /J  «j,  die  Projection  von  gibt  die  Rich- 
tung der  Prismenkanten  an.  Wird  nun  irgend  ein  Punkt  aaf 
crgCj  herausgegriffen,  so  liegt  auf  der  zu  ihr  durch  gehenden  za 
rt,  fl  Senkrechten  Punkt  gy  und  zugleich  auf  der  Parallelen  durch 
Ci  zu  /i  a,.  Punkt  « aber  ist  bestimmt  durch  die  so  gefundene 
Strecke  oygi  und  die  Winkel  des  vorgegebenen  (schon  genannten) 
Dreiecks  ahigy.  Es  sei 

m 

tg  agi  Ql  *== 

Lässt  man  so  den  Punkt  ay  die  Gerade  aiCy  durchwandern  und 
sucht  dazu  die  Puuktreihe  der  c,  so  erhält  mau  eine  Curve  4.  Ord- 
nung, deren  Schnitt  mit  dem  bereits  bestimmten  Kreise  den  ge- 
suchten Punkt  a liefert,  wodurch  dann  auch  das  zur  angenommenen 
Strecke  bc  gehörige  Prisma  bestimmt  ist. 


Construction.  Fig.  5. 

lieber  der  beliebig  angenommenen  Strecke  biCi  zeichnet  man 
ein  Dreieck  ijCjag  mit  den  vorgeschriebenen  Winkeln  aj?y,  zieht  die 
Höhe  zu  biCi  und  hat  den  Punkt  e,. 
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Dann  verschafft  man  sich  einen  Normalschnitt  des’  gegebenen 
Prismas  und  findet  mit  Hilfe  der  Proportion 

«i.7i  : «1*1 

den  Punkt  und 

m 

= - 

Zur  Verbindungslinie  a,  fj  (wo  a,  ein  beliebiger  Punkt  auf  der 
Projectiou  ist)  zieht  man  hierauf  durch  c,  die  Parallele 
und  durch  a,  die  Senkrechte,  so  erscheint  //,  als  Schnittpunkt.  Con- 
struirt  man 

: «ipi  = in  : n 

so  ist  das  hieher  gehörige  a bestimmt.  Ebenso  erhält  man  die 
übrigen  Punkte  der  Reihe. 


Discussion.  Fig.  C. 

Punkt  e ist  für  wi  = w Rückkehrpunkt;  denn  es  fällt  a mit  g 
und  e zusammen,  also  ist 

a9i  *=  0 

und  damit  auch  die  Ordinate  zwei  (y).  Ist  — von  1 verschieden,  so 
erhält  man  ähnliche  Curven. 

Von  c aus  wächst  die  Ordinate  zwei  {y)  gleichzeitig  mit  a^g^ 
auf  beiden  Seiten  von  Ic.  Da  aber  die  Länge  g^l  stets  = Cj/j  ist, 
der  Winkel  t aber  immer  grösser  wird,  so  wächst  auch  , wie  die 
Betrachtung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  a,  g^  I ergibt,  fortwährend, 
bis  die  Kathete 

geworden,  was  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  Senkrechten 
zutriflft. 

Auf  der  Seite  rechts  von  /i  c,  bekommt  man  einen  eben  solchen 
Curventeil.  Der  negative  Tafelraum  weist  die  gleichen  Curventeile 
auf  wie  der  positive. 

Man  erhält  stets  2 Schnittpunkte  mit  dem  Halbkreis , denen  2 
congrnente  Prismen  entsprechen. 

Punkt  liegt  (wie  in  II.)  entweder  zwischen  und  Cj,  auf 
oder  C’,,  oder  ausserhalb  derselben,  je  nachdem  die  Flächenwinkel 
an  B und  C des  vorgegebenen  Prismas  beide  spitz,  einer  ein  rechter 

23* 
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oder  stnnapfer  Winkel  ist.  Als  besonderer  Fall  ist  das  ZusammeD* 
fallen  des  Punktes  mit  ei  zu  erwähnen,  da  sich  dann  die  CorTe 
4.  Ordnung  auf  eine  Gerade  reducirt. 


Zur  Berechnung. 


Bezeichnet  man  mit  Bezug  auf  den  Coordinatenmittelpnnkt  C| 
die  Strecke 

a,f,  « a;,  a^a  =»  y,  /jCj  = c,  =»  w,  « v,  = p 
BO  finden  sich  die  Gleichungen 

ü*  1=  ar*  c* 


w :p  ■=  X \ v 
y I w m in 


woraus  man 

-j-  n^c^y^  =»  p^?n*x^ 

erhält. 

Nimmt  man  hiezu  die  Gleichung  des  Kreises 


so  erscheint 


also 


sc*  -}■  y*  “ ***  (w®  r = a e) 


x' 


+ (c*  — r*+ 


X*  « c*r* 


® =■  + j/ — ^ ^ p*  i i |/ r*-(- 


m* 


c®  — r*”l g p 


Für  den  erwähnten  besonderen  Fall  ist  c = 0,  also  wird  aus 
der  Gleichung  der  Curve  4.  Ordnung 

ny  = + pm 

d.  i.  eine  Gerade  A parallel  zur  Ebene  BC  oberhalb  und  unterhalb 
derselben. 

Für  X erhält  man 


X = ± j/r*  — ” j /)* 

Für  ein  vorgelegtes  ähnliches  Prisma  sind  lediglich  Parallel- 
linien zu  ziehen,  um  auch  hiefür  den  verlangten  Schnitt  zu  erhalten. 
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IV.  Fig.  7. 

Nunmehr  unterliegt  es  keiner  Schwierigkeit,  drei  zu  einander 
windschiefe  Gerade  im  Baume  nach  einem  Dreieck  mit  vorgeschrie- 
benen Winkeln  zu  schneiden. 

Sind  B und  C zwei  windschiefe  Gerade  und  a ein  Punkt  der 
dritten  (Ä),  so  legt  man  durch  a und  B eine  Ebene,  welche  die  C 
im  Punkte  schneidet,  D ist  die  Spur  eins  dieser  Ebene  und  in- 
folge der  Tafelannahme  parallel  zu  B.  Durch  Verbindung  der  Punkte 
a und  d erhält  man  den  Schnittpunkt  e auf  B. 

Ist  nun  abc  das  Schnittdreieck  für  üy  C und  B,*  welches  die 
vorgeschriebenen  Winkel  a,  ß,  y hat,  so  kann  man  weiter,  weil 

öi  ==  aj  : a-^  b-^* 

auch  die  Winkel  des  Dreiecks  ah* c bestimmen,  nach  denen  Dreikant 

CD 

rfjo,  und  geschnitten  wird. 

Man  verschafft  sich  also  zunächst  das  Dreikant,  bestimmt  die 
Winkel,  nach  denen  dasselbe  zu  schneiden  ist,  und  teilt  nach 
dem  Verhältniss  a,  c,  Für  i die  vorgegebenen  Stücke  a, 

C und  B ist  daun  durch  Ziehen  von  Parallelen  die  Lösung  zu  er- 
reichen ; dieselbe  ist  auf  II.  zurückgeführt. 
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XVJII. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter 
dem  Einflüsse  einer  Centralkraft. 


Von 

Ulrich  Bigler. 


Ich  halte  es  nicht  für  überflüssig,  meiner  Arbeit  über  die  Be- 
wegung eines  materiellen  Punktes  unter  dem  Einflüsse  einer  Ceu- 
tralkraft  einige  Bemerkungen  vorauszuschicken.  Der  dem  Aufsatze 
zu  Grunde  gelegte  Gegenstand  gehört  zu  denjenigen  Problemen  der 
Mathematik,  welche  schon  zu  wiederholten  Malen  behandelt  worden 
sind,  und  ich  bin  mir  auch  bewusst,  dass  selbst  ganz  tüchtige  Mathe- 
matiker denselben  zum  Objecte  ihres  Nachdenkens  gewählt  haben. 
Aber  trotz  dem  sind  die  Studien  über  diesen  Gegenstand  noch  zu 
keinem  Abschlüsse  gelangt,  sondern  die  grosse  Mannigfaltigkeit  in 
der  Annahme  der  Kraftwirkuug  lassen  ihn  als  unerschöpflich  erschei- 
nen. Als  Ursprung  der  Kraft  wird  hier  eine  Masse  M angenommen, 
deren  Einwirkung  auf  den  materiellen  Punkt  m durch  nMmf‘{r) 
dargestellt  wird,  wo  n ein  proportionaler  Factor  ist,  und  f‘{r) 
den  Differentialquotienten  einer  Function  darstellt,  die  nur  vom 
Leitstrahle  r,  als  der  Verbindungslinie  der  beiden  Massen,  abhängig 
ist.  Ueber  die  Function  f\r)  werden  nun  verschiedene  Annahmen 
gemacht,  um  daraus  die  resultirenden  Bewegungsarten  abzuleiten. 
Wie  viele  der  hier  behandelten  Fälle  schon  untersucht  worden  sind, 
ist  mir  unbekannt;  ich  weiss  daher  nicht,  wie  viel  Neues  der  Auf- 
satz enthalten  wird.  Doch  glaube  ich  anuehmen  zu  dürfen,  dass 
der  Leser  die  Ueberzeuguug  bekommen  wird , der  Verfasser  habe 
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dabei  eineu  selbständigen  Weg  eingeschlageu , und  die  befolgte  Me- 
thode dürfte  einiges  Interesse  darbieten.  Ich  empfehle  meinen  Col* 
logen  die  im  nachfolgenden  Aufsatze  enthaltenen  Studien  über  die 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter  dem  Einünsse  einer  Cen- 
tralkraft einer  wol wollenden  Beurteilung. 

Die  Masse  M sei  Ursprung  einer  Kraft,  welche  auf  den  materi- 
ellen Punkt  m nach  einem  bestimmten  Gesetze  anziehend  oder  ab- 
stosseud  wirkt  Die  Kraftwirkung  geschehe  immer  in  der  Richtung 
des  Leitstrahles  r,  welcher  die  beiden  Massenmittelpunkte  verbindet. 
Die  Masse  M wird  als  unbeweglich  angenommen,  während  sich  der 
Massenpunkt  m unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  frei  bewegen  kann. 
Die  Kraft  selber  wird  definirt  als  eine  Function  der  Massen  M und 
m und  des  Leitstrahles  r und  zwar  sei  sie  den  Massen  direct  pro- 
portionirt,  während  die  Abhängigkeit  von  r durch  eine  Function 
f‘{r)  dargestellt  werden  soll.  Es  sei  daher  die  wirkende  Kraft  analy- 
tisch durch  den  Ausdruck 


K = nMmf'ir) 

dargestellt,  wo  n ein  proportionaler  Factor  und  f\r)  nur  eine  Func- 
tion von  r ist,  die  als  Differentialquotient  einer  Function  f{r)  auf- 
gefasst  wird.  Ich  setze  ferner  fest,  dass  eine  positive  Kraft  ab- 
stossend  auf  den  Punkt  m wirken  soll,  während  eine  neg.  Kraft 
anziehend  wirkt.  Der  Ausgangspunkt  der  Kraft  K werde  nun  als 
Ursprung  eines  räumlichen,  rechtwinkligen  Coordinatensystems  mit 
den  Axeu  [X,  F,  Z)  gewählt  und  dem  Masseupuukte  m die  Coordi- 
naten  (x,  g,  z)  gegeben.  Wird  nun  die  Kraft  K in  ihre  Compo- 
uenteu  nach  den  drei  Axen  zerlegt,  und  werden  dieselben  resp.  mit 
P,  Q und  R bezeichnet,  so  gelten  bekanntlich  die  Gleichungen: 

„ dh 

P—m  Q^m  ^ 

Wenn  nun  der  Leitstrahl  r mit  den  pos.  Axenrichtungen  resp.  die 
Winkel  «,  y bildet,  so  ist  auch 

P =■  K cos  a ; Q.  = K cos  R = K cos  y 

und  wenn  in  diesen  Gleichungen  für  die  Kraft  K und  die  Cosinuse 
die  bekannten  Werte  eingesetzt  werden,  so  bat  man 

P = nMmf\x)  . ^ ; P = nMmf{X)  . ^ j 

R =»  n Mm  f'{r)  . - 

r 
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Die  Verbindung  dieser  Ausdrücke  mit  deu  obigen  führt  nuu  auf  das 
folgende  System  vou  Bcwegungsgleichungen : 


1) 

2) 

3) 


0*3C 


07»  “ " 

y 

U “ • i 


I. 


Wird  nuu  hier  die  erste  Gleichung  mit  y multiplicirt  und  die 
zweite  mit  x und  subtrahirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 


y 


d*x 

dt^ 


0 


Mittelst  ähnlicher  Operationen  au  System  1.  erhält  man  nebst  dieser 
Gleichung  noch  2 andere,  so  dass  das  System  I.  durch  das  folgende 
System  ersetzt  werden  kann. 


1) 

2) 


3) 


B^y  ^ 

^ Bt^  ^ Bt'^  “ ^ 

B'^z  B^x 

* Bi-‘  “ * '07“  ~ 


r. 


Wenn  wir  die  Ableitung  nach  der  Zeit  von  dem  Ausdruck 


y 


Bx 

dt 


untersuchen,  so  findet  man,  dass 

3 / Bx  By\  B^x  B^y 

ec  - »0(j  = ^ 0-7»  - '0(* 

und  somit  kann  das  System  T.  durch  das  Folgende  ersetzt  werden: 


Higlerx  Btwegung  eines  Punktes  unter  einer  Centralkraft. 


361 


Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  nun,  dass  die  Ausdrücke 
/ dx  Bx\ 

dt  — ^ Ft)  ^ unabhängig  sind , somit  durch 

Constante  dargestellt  werden  können,  die  mit  A,  B und  C bezeichnet 
werden  sollen.  Die  Integration  des  System  I".  ergibt  daher  das 
folgende: 


II. 


Sy 

Bl 


dz 


A 

B 


dz  dx 
dt  “ dt 


C 


I ! 

dt  I 

Nun  stellen  aber  bekanntlich  die  Determinanten  j i , etc. 

I 

81  • 2'  i 

die  Projectionen  der  doppelten  Flächengeschwindigkeit  auf  die  Coor- 
dinatenebenen  dar.  Wird  diese  mit  F bezeichnet,  so  wird  dieselbe 
durch  die  Gleichung 


-I- Üü  + C* 

bestimmt.  Da  nun  aber  A , B und  C constante  Grössen  und  von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  für  F. 

Wir  erhalten  daher  für  einen  materiellen  Punkt,  der  sich  unter 
dem  Einflüsse  einer  Centralkraft  frei  im  Raume  bewegen  kann,  foD 
genden  Hauptsatz: 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer 
Centralkraft  frei  im  Raume,  so  ist  dessen  Flächengeschwindigkeit 
eine  Constante. 


Wenn  daher  der  Radius  r in  der  Zeiteinheit  die  Fläche  i . F 
durchläuft,  so  ist  die  von  ihm  während  der  Zeit  dt  durchlaufene 
Fläche  \ . F , dt  und  somit  stellt  F . t den  doppelten  Inhalt  des 
Sectors  dar,  der  von  r in  der  Zeit  t durchlaufen  wird.  Der  Anfang 
der  Zeit  ist  so  gewählt,  dass  mit  t — 0 auch  der  Sector  null  wird. 
Die  Integrationsconstanto,  welche  hier  F . t noch  beigesetzt  werden 
müsste,  ist  daher  als  null  angenommen  worden.  Die  Inhalte  der 
Sectoren  sind  somit  mit  der  Zeit  direct  proportional. 
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Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  von  den  Projectionen  der  Secto- 
ren ; auch  diese  sind  mit  der  Zeit  proportional  und  können  durch  At, 
Bt  und  Ct  dargestellt  werden.  Wenn  nun  die  Gleichungen  des  Sy- 
stems II.  der  Reihe  nach  mit  2,  x uud  y multiplicirt  und  addirt 
werden,  so  erhält  man  die  bedeutungsvolle  Gleichung 

Bx  Cy  -|-  Az  = 0 

Das  ist  nun  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Ursprung 
der  Kraft  gelegt  ist,  uud  in  welcher  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  erfolgt.  Wir  haben  daher  den  ferneren  Satz: 


Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  welcher  unter  dem 
Einflüsse  einer  Centralkraft  steht,  erfolgt  in  einer  Ebene,  welche 
durch  den  Ursprung  der  Kraft  gelegt  ist. 

Da  die  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Coefficienten  A,  B und  C 
von  der  Zeit  t unabhängig  sind,  so  ist  auch  die  Lage  dieser  Ebene 
von  der  Zeit  unabhängig. 


Ist  z.  B.  die  Constante  .4  = 0,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  einer 
Ebene,  welche  durch  die  2-axe  geht ; sind  .4=0  und  Ä = 0,  so 
erfolgt  die  Bewegung  in  der  Ebene  y = 0 und  sind  alle  drei  Con- 
stanten  gleich  null,  so  erfolgt  die  Bewegung  in  einer  Geraden,  da 
ja  in  diesem  Falle  auch  F = 0 ist.  Der  Einfachheit  wegen  wähle 
man  nun  die  Ebene,  in  welcher  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
erfolgt,  als  a-^-ebene  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
uud  gebe  dem  Punkte  w die  Coordinaten  («,  y).  Hier  kann  nun  die 

dx  dy 

doppelte  Flächengescliwindigkeit  durch  y — x dargestellt  werden, 

die  in  Zukunft  mit  A bezeichnet  sein  soll,  wobei  aber  zu  bemerken  ist, 
dass  dieses  neue  A im  allg.  nicht  mit  dem  früher  gebrauchten  A 
identisch  ist.  Es  gilt  daher  die  Gleichung 


1.  y dx  — xdy  = Adi 

Wir  suchen  nun  weiter  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit 
V des  Punktes  m in  seiner  Bahn.  Bekanntlich  sind  die  Ausdrücke 
dx  dy 

die  Componenten  derselben  nach  den  Axeu,  so  dass  v durch 
die  Gleichung 

■'-©■+ (10’ 


bestimmt  wird,  und  unter  v selber  die  positive  Quadratwurzel  aus  der 
rechten  Seite  verstanden  ist.  Wird  nun  diese  Gleichung  nach  t ab- 
geleitet und  durch  2 dividirt,  so  erhält  man 
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1 dv^  dx  c^x  By  B^y 

2 * ¥ ^ Bt'  67^  + är  Bt^ 

\ 

Werden  nun  hier  die  zweiten  Abgeleiteten  aus  System  I.  ersetzt  und 
zugleich  in  Berücksichtigung  gezogen,  dass  aus 

r*  = -j-  iß 

durch  einmalige  Ableitung  nach  t die  Relation 

Br  Bx  By 

''  Bl  ■+■  ^ Bl 
folgt,  so  erhält  man  die  Gleichung 


1 

2 


n Mf'{r) 


Br 

Bt 


Soll  nun  aus  dieser  Gleichung  als  Function  von  r dargestellt 


werden  können,  so  muss  das  unbestimmte  Integral 


dr 


an- 


gebbar  sein.  Wir  nehmen  daher  an,  es  sei  /'(r),  wie  schon  im  An- 
fang gesagt  wurde,  das  vollständige  Differential  einer  Function  /(/*), 
so  dasss  man  setzen  kann 


nr)  = 


Br 


In  diesem  Falle  ist  nun 

2.  y*  = InAff(r)  -f-  ß 

wo  B die  Integrationsconstante  bezeichnet,  und  unter  v die  pos. 
Wurzel  zu  verstehen  ist.  Damit  nun  eine  reelle  Bewegung  des  Punk- 
tes m statt  finde  ist  absolut  notwendig,  dass  der  Ausdruck  unter 
der  Quadratwurzel  positiv  ausfalle,  und  es  sind  daher  nur  solche 
Werte  von  r zulässig,  welche  {2n Mf{r)-\~ B)  pos.  machen.-  Für 
eine  gegebene  Function  f{r)  ist  aber  auch  B so  zu  wählen,  dass 
die  pos.  Beschaffenheit  des  genannten  Ausdruckes  längs  der  Weg- 
curve  erhalten  bleibt.  Ich  suche  ferner  noch  einen  allgemeinen 
Ausdruck  für  dr.  Der  Leitstrahl  r bilde  mit  der  pos.  Richtung  der 
a;*axo  den  Winkel  Dann  ist 

a;=rCOSto;  y — «sinty 

Da  nun  bekanntlich  der  Ausdruck  {ydx—xdy)  den  doppelten  Inhalt 
des  Dreiecks  darstellt,  das  gebildet  wird  von  dem  Wegelement  ds 
und  den  Leitstrahlcn  r und  nach  den  Punkten  y)  und  {x-\-dx.^ 
y-\-dy)  und  dieser  Inhalt  auch  durch  r^dio  dargestellf  werden  kann. 
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wenn  dw  den  Winkel  zwischen  den  Strahlen  r und  rj  bezeichnet,  so 
bat  man  die  Beziehung 


ydx  — xdy  = A dt  dw 

Für  das  Wegelement  ds^  welches  vom  Massenpunkte  m während  der 
Zeit  dt  mit  der  Geschwindigkeit  v durchlaufen  wird,  hat  man  den 
Ausdruck 


Da  nun  aber  auch 
ist,  so  gilt  die  Gleichung 

{v  dt)^ 


ds  «=  vdt 


==  (rfr)*-f-  {rdwy 


Wird  nun  in  dieser  Gleichung  für  der  oben  gefundene  Aus- 
druck substituirt  und  ebenfalls  dw  mittelst  der  Gleichung 


r^dw  = Adt 


ersetzt,  so  erhält  man  für  dr  nach  einigen  Umformungen  den  Wert 
3.  (<Jr)*  = ((2«  Aff  (r)  + /#)  — ^ j rf/* 

WO  unter  dr  die  pos.  Quadratwurzel  aus  der  rechten  Seite  verstanden 
ist.  Dass  die  Annahme  A “ 0 eine  geradlinige  Bewegung  bedingt, 
ist  sofort  klar,  da  in  diesem  Falle  die  Flächengeschwindigkeit  gleich 
null  ist.  Wenn  aber  A = 0 ist,  so  muss  wegen 

Adt  r^dw  auch  dw  «=  0 

sein,  da  ja  nicht  überall  r = 0 sein  kann.  Ist  aber 

dw  — 0 

so  muss  w ==  Constante  sein,  also  die  Bahn  eine  gerade  Linie 
Wenn  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ein  Kreis  sein  soll,  so 
muss  längs  der  ganzen  Wegeurve 

dr  = 0 


also  r <=  Const.  sein.  Damit  dieses  der  Fall  ist,  muss  die  Bedingung 


erfüllt  sein,  das  heisst,  es  muss 

2nMf{r)  + B = 
stattfinden.  Da  nun  aber 
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2“  Mf  (r)  -j~  ^ 


ist,  so  kann  die  Bediugung  für  eine  Kreisbewegung  auch  in  der  Form 


V 


2 


dargestellt  werden;  es  muss  also 

A = rv 

sein.  Diese  Bedingung  ist  nun  aber  sofort  klar,  wenn  man  sich  daran 
erinnert,  dass  A die  Flächengeschwindigkeit  und  v die  Tangential- 
geschwindigkeit des  Punktes  m ist.  ln  diesem  Falle  ist  dann  auch 

rdw  =*  vdt  z=z  — dt 
r 


Aus  der  allgemeinen  Gleichung  3.  ergibt  sich  für  das  Zeitelement 
dt  der  Ausdruck 


3'. 


dt  == 


€lr 


|/(2n 


Mf(x)  + B) 


Für  eine  Kreisbewegung,  bei  welcher  sowol  der  Zähler  als  auch 
der  Nenner  in  diesem  Ausdrucke  verschwindet,  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar.  Ersetzt  man  hier  das  Zeitelement  dt  durch 

diü  , , 

— ; — SO  erhält  man 


4. 


dw  = 


V 


Adr 

{2nMf{r)-]^B)  — ^ 
* r 


eine  Gleichung  die  für  eine  parallellinige  Bewegung  nicht  mehr  an- 
wendbar ist,  da  in  diesem  Falle  sowol  als  auch  A gleich  uull 
st.  Die  Formeln  3)  und  4)  zeigen  nun  deutlich,  dass  für  eine 
reelle  Bewegung  nicht  nur  (2aM/'(r)  + i?)  pos.  sein  muss,  sondern 

auch  2nMf{r)-^B  — Es  muss  daher  beständig  2nMf{r)-\-B 
pos.  und  grösser  als  sein. 

Ich  bin  non  mit  den  allgemeinen  Betrachtungen  beim  Schlüsse 
angelangt  und  gehe  zu  den  speciellen  Fällen  über. 
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I.  Die  greradlinig-e  Bewegrungr  eines  materiellen  Punktes. 

Bedingung:  Ä = 0, 

1)  f*(r  =»  r]  2nMf{r)  = nMr 
K=nMmr\  g nMr 

Bei  dieser  speciellen  Annahme  sind  sowol  die  Kraft  als  auch 
die  Beschleunigung  pos. ; die  Kraft  übt  daher  eine  abstossende  Wirkung 
aus.  Wenn  die  Constante  « noch  durch  ?*,*  ersetzt  wird,  so  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  v den  Ausdruck 

V ==  "]/ M B 

Setzt  man  nun  fest,  dass  in  r = a die  Geschwindigkeit  null  sei, 
so  wird  die  Constante  B durch  die  Gleichung 

0 = 

bestimmt,  woraus  folgt,  dass 

sein  muss.  Es  ist  daher 

V — n , Vitf . yr^  — a* 

und  mau  erkennt,  dass  eine  reelle  Bewegung  nur  für  r ^ a statt 
hat.  Wird  hier 

r = a P 

gesetzt,  wo  g neben  der  endlichen  Strecke  a verschwindend  klein 
sein  soll,  so  kann  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte  annähernd 
durch 

V = Wj  y2«A/  . y g 

dargestellt  werden.  Dieselbe  ist  daher  annähernd  mit  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Wege  proportional,  nur  einer  hat  die  Proportion 

y»  : yj*  = g : p, 

Ist  aber  r sehr  gross,  so  dass  neben  r die  Grösse  a vernachlässigt 
werden  kann,  so  ist  in  tiefster  Näherung 

V — n y M . r 

In  grosser  Ferne  ist  daher  die  Geschwindigkeit  mit  der  Strecke 
r direct  proportionirt  und  wird  auf  die  gleiche  Art  unendlich,  wie 
der  zurückgelegte  Weg. 
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Der  Punkt  P soll  die  Strecke  a nach  aussen  bej?renzen.  Man 
trage  nun  vom  Punkte  F aus  auf  dem  Leitstrahle  die  Strecke  h nach 
aussen  ab  und  untersuche  die  Geschwindigkeit  auf  dem  Wege  h. 
Wenn  nun  die  Wege  a und  h noch  so  beschaffen  sind , dass  der 

Quotient  ^ verschwindend  klein  ist,  so  dass  höhere  Potenzen  der- 
selben vernachlässigt  werden  können,  so  lässt  sich  v annähernd  durch 
die  Gleichung  _ 

V — Hy  . ^ ^ 

darstelleu.  Auf  der  Strecke  U gilt  daher  für  die  Geschwindigkeit 
annähernd  die  Proportion 

Die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die 
durchlaufenen  Wege. 

Das  Zeitelement  welches  der  materielle  Punkt  m braucht, 
um  das  Wegelement  dr  zurückzulegen,  wird  nach  Gleichung  (30  durch 

dr 

dt  = — 

0 

bestimmt,  eine  Relation,  die  für  eine  geradlinige  Bewegung  sofort 
ein  leuchtet.  Setzt  mau  nun  in 


= dr 

für  0 den  oben  gefundenen  Wert  ein,  so  folgt 

dr 
di 


7?j  i/a/  . — a* 

Um  diese  Gleichung  zu  iutegrireu  setze  man 


a 

- = sm  of 
r 


dann  ist 


und  somit 


acosa 

sin*o 


. da 


dt 


da 


«1  y iV/  • sin  a 


= — . tg 


a 


»I  Vm  . tgr, 


daher  ist 


Nun  ist  aber 


t = ?-:^l0gtg?  H-  C 

y Äf  ^ 
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a 

tg  ö = 


sina 


a 


somit 


2 1 -|-  cos  of  y^.« ^2 

Soll  nun  für  r = a auch  t = 0 sein],  so  muss  C = 0 angenom- 
men werden,  und  mau  erhält  schliesslich  für  die  Zeit  den  Wert 


nj  Vil/ 


• log( 


a 


) 


wenn  dieselbe  von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  wo  der  materi- 
elle Punkt  m seine  Bewegung  beginnt.  Um  die  Zeit  in  der  Nähe 
des  Ausgangspunktes  der  Bewegung  zu  beurteilen,  setze  man 

r = a Q 

und  nehme  p sehr  klein  an.  Weil  unter  dieser  Voraussetzung 


r-|- 


a 


1 /2p 

annähernd  durch  1 + y — dargestellt  werden  kann, 


also  log  durch 

einem  solchen  Punkte  annähernd  durch 


VI 


so  lässt  sich  die  Zeit  in 


= - • V— 

Wi  r aM  • 


Yq 


darstellen.  Dieselbe  ist  somit  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  kleinen 
Wegstrecke  p proportional;  hier  gilt  daher  die  Proportion 

<2  . ^ 

Ist  r sehr  gross , so  dass  a neben  r vernachlässigt  werden  kann, 

f*  ___  ^2  27» 

SO  ist  — annähernd  gleich  — und  man  erkennt,  dass  die 

Zeit  unendlich  wird  wie  log  r.  Man  untersuche  ferner  die  Zeit  auf 
der  früher  definirten  Wegstrecke  h und  setze 

r = a p 

WO  der  Quotient  - für  das  Interwall  0 <Cq  <^h  als  verschwindend 


a 


klein  betrachtet  werden  kann,  Weil  in  diesem  Falle 


+v> 


a 


durch  1+/^  also  log  durch 


ersetzt  wer- 
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den  kann,  so  kann  auf  der  angegebenen  Strecke  k die  Zeit  annähernd 
durch 


t «= 


dargestellt  werden.  Dieselbe  ist  daher  mit  der  Quadratwurzel  aus 
dem  durchlaufenen  Wege  proportional. 


2)  /'(r)  ==  — r 

Ä"  -=•  — nMmr'^  g — nMr\  2nMf{r)  *=  — nMr^ 

Da  in  diesem  Falle  der  analytische  Ausdruck  der  Kraft  neg.  ist, 
so  wirkt  dieselbe  anziehend  auf  die  Masse  m ein.  Ersetzt  man  wie 
früher  die  Constante  n durch  und  nimmt  die  Geschwindigkeit  in 
r z=  a wieder  als  null  an,  so  erhält  man  für  v den  Ausdruck 

v = ni  VM  . — 

Diese  Gleichung  offenbart  sofort,  dass  nur  auf  dem  Wege  r <^a 
eine  reelle  Bewegung  stattfindet.  Die  Geschwindigkeit  im  Anfänge 
des  Weges  ist  null  und  der  Massenpunkt  kommt  mit  der  Geschwindig- 
keit n,  VaT  . a im  Ursprünge  der  Kraft  an.  Die  Endgeschwindig- 
keiten verhalten  sich  daher  wie  die  durchlaufenen  Wege.  Ist  ferner 

r 

a sehr  gross  und  r so  beschaffen,  dass  - verschwindend  klein  ist,  so 

kann  die  Geschwindigkeit  v für  solche  Punkte  der  Bahn  durch 

n,  Va/.  a dargestellt  werden,  ist  daher  auf  der  betreffenden  Weg- 
strecke annähernd  constant.  Wenn  daher  der  Massenpunkt  m aus 
dem  Unendlichen,  wo  seine  Geschwindigkeit  als  null  aufgefasst  wird, 
durch  die  oben  definirte  anziehende  Kraft  in  das  endliche  Gebiet 
gelangt,  so  kann  hier  die  Geschwindigkeit  als  constant  aufgefasst 
werden,  welche  auf  dieselbe  Weise  unendlich  wird,  wie  der  durch- 
laufene Weg.  Vom  Punkte  P aus,  welcher  die  Wegstrecke  o nach 
aussen  begrenzt,  werde  nach  innen  die  Strecke  h abgetragen  und  es 
soll  die  Geschwindigkeit  ü auf  diesem  Wegstücke  untersucht  werden. 
iMan  setze  daher 

wo  der  Quotient  ^ für  das  Intervall  0 <C  A verschwindend  klein 
ist.  Setzt  man  dann  noch  rj-j-r  =»  ä,  so  ist  in  tiefster  Näherung 

Va*  — ■=  y2itr 

und  daher 

V ==  nj  y . yi 

irch.  d.  Math.  n.  Thys.  2.  Etihe,  T.  XVI.  24 
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Auf  dem  Wegstücke  h gilt  daher  annähernd  die  Proportion 

Um  einen  allgemein  gültigen  Ausdruck  für  die  Zeit  t zu  er- 
halten, setze  man  wieder 

vdt  = tlr 

und  führe  in  diese  Gleichung  für  v den  oben  gefundenen  Wert  ein, 
dann  hat  man 

dt 

7i|  VÄf  . V (ßf* — 

Um  diese  Gleichung  integriren  zu  können,  setze  man 
r =>  asina,  also  dr  =»  acosada 

Durch  diese  Substitution  geht  nun  der  obige  Ausdruck  in  den  andern 

da 


dt  = 


über,  so  dass 


gesetzt  werden  kann. 


V A/ 


a 


Uj  M 


n 


In  r ==  a ist  a = 2 • Anfangspunkt  der  Zeit  so 


gewählt,  dass  mit 


u =»  0 auch  t = 0 


7t 


ist,  so  muss  die  Constaute  C den  Wert  haben.  Weil  nun 

27tj 

aucli 


a <=  arc  sin  - 
a 


ist,  so  hat  man  schliesslich,  wenn  noch  die  Zeit  pos.  aufgefasst  wird, 
für  t den  Wert 


2n^  VAf\ 


U- 


2 arc  sin 


3 


Die  ganze  Zeit  7’,  welche  der  Massenpunkt  braucht,  um  den  We 
a zurückzulegen,  ist  daher  von  a unabhängig,  also  eine  Constante 


7t 


die  durch  dargestellt  wird.  Somit  erreichen  verschiedei 

Massenpunktc,  die  in  verschiedenen  Entfernungen  zu  gleicher  Zei 
ihre  Bewegungen  nach  dem  Kraftmittelpuukte  beginnen,  in  demselbel 
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Momente  den  Ursprung  der  Kraft.  Ist  a unendlich  gross,  so  ist  für 
alle  endliche  r die  Zeit  t annähernd  gleich  yn  — -—j.  In 

unmittelbarer  Nähe  des  Ausgangspunktes  der  Bewegung,  wo 

r a — Q 

und  Q sehr  klein  ist  und  2 arcsin^  annähernd  durch 

dargestellt  werden  kann,  ist  die  Zeit  t mit  der  Quadratwurzel  aus 
der  Wegstrecke  proportionirt,  das  heisst,  es  ist  in  tiefster  Näherung 

2p 


= ]/^ 
n^']/  M ' f a 


Um  nun  auch  hier  die  Zeit  t auf  der  früher  bezeichneten  Weg- 
strecke h untersuchen  zu  können,  setze  man  wieder 


Wenn  nun  noch 


a = K-\~h]  r 

7*1  + r = h 


gesetzt  und  angenommen  wird,  dass  der  Quotient  ^ im  ganzen  Inter- 
valle 0 verschwindend  klein  sei,  so  gelten  näherungsweise 

die  Gleichung 


sin«  “ 1 “ 72  ’ 


cos 


-Vli 


+ etc. ; 


•2a  = «-2|/j 
und  daher  kann  t auf  der  Strecke  h in  tiefster  Näherung  durch 


2r  , 

etc. 


t 


__i_ ..  l/2r 

V R 


dargestellt  werden.  Weil  in  diesem  Falle  die  Beschleunigung  y an- 
nähernd durch  MR  und  die  Geschwindigkeit  durch  n^'^2RM'^x 
dargestellt  werden  kann,  so  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  für  die 
Zeit  t auch  die  nachfolgenden  Näherungswerte 


n.^MR  ^ 
r = ~t /2. 

2 ’ 


Q c 


Um  die  Arbeit  über  die  geradlinige  Bewegung  nicht  übermässig 
auszudehnen,  behandle  ich  bloss  nocli  den  Fall,  wo  die  gegebenen 
Massen  nach  dem  Newton^schen  Gesetze  anziehend  auf  einander 


24' 
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wirken,  und  setze  /'(r)  Man  könnte  selbstredend  für  t'(r) 

noch  andere  Functionen  von  r wählen  und  namentlich  auch  solche, 
wo  höhere  Potenzen  von  r Vorkommen.  Da  aber  die  Bestimmung 
der  dabei  auftretenden  Integrale  mehr  als  elementare  Hülfsmittel  er- 
fordert, so  sehe  ich  hier  von  diesen  Fällen  ab  und  gehe  über  zur 
Behandlung  von 


3)  /'(r)  = -i. 


n Mm  n M 


2n  Mf{r) 


r 


Wenn  auch  hier  die  im  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  Ge- 
schwindigkeit V auftretende  Constaiite  B so  bestimmt  wird,  dass  im 
Punkte  r=a  die  Bewegung  beginnt,  also  dort  w = 0 annimmt,  so  ist 


und  wir  haben  nur  auf  der  Wegstrecke,  wo  r <1  a ist,  eine  reelle 
Bewegung.  Wenn  der  Massenpunkt  im  Unendlichen  seine  Bewegung 
nach  dem  Kraftmittelpunkt  beginnt,  so  kann  die  Geschwindigkeit  im 


endlichen  Gebiete  annähernd 


durch 


dargestellt  werden. 


wo  r jeweilen  seine  Entfernung  vom  Ursprünge  angibt.  Somit  ist 
bei  dieser  Annahme  der  Kraftwirkung  das  Product  v^r  annähernd 
constant  und  es  gilt  die  Proportion 


t;2 . ^^2  : r 

Untersuchen  wir  auch  hier  die  Geschwindigkeit  v auf  der  Strecke  ä 
und  machen  dabei  die  gleiche  Voraussetzung  wie  früher,  so  ist  an- 
nähernd 


r 72-j-rj 

also 


1 r,  , 11 

n a~  R+h 


\ 1 A-r,  , , 

= — f-  etc. 

r a ic*  ' 


1 h , 
2i 


Somit  kann  v auf  der  Strecke  h in  tiefster  Näherung  durch 


R 


Vv 
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dargestellt  werden.  Dieselbe  ist  somit  mit  der  Quadratwurzel  aus 
der  durchlaufenen  Wegstrecke  proportional.  Wird  diese  Gleichung 
nach  r aufgelöst  und  beachtet,  dass  annähernd  der  absolute  Wert 

Ton  der  Beschleunigung  durch  dargestellt  werden  kann,  so  findet 
man 

Zur  Bestimmung  der  Zeit  dient  in  diesem  Falle  die  Gleichung 
» 

Vr  dr 


dt 


V-2»  M . [/(^ 


Um  dieselbe  integriren  zu  können,  setze  man 


a sm*a 


also 

dann  ist 


di  = 


dr  = 2a  sin  CK  cos  ac?a» 
a 


. 2 sin*«  da 


Weil  ferner 


V'2nJl/ 

2sin*a  = 1 — cos  2a 

ist,  so  erhält  man  für  die  Zeit  t den  allgemeinen  Ausdruck 

aVa 


t 


y*}«  M 


. (a  — isin2a)  + C 


Die  Zeit  t soll  uun  von  dem  Momente  an  gezählt  werden,  wo 
der  Massenpunkt  seine  Bewegung  beginnt,  also  im  Punkte  P.  Für 
denselben  ist  aber 

n 
2 

— aVa  n 


a 


nnd  die  Constante  C muss  somit  den  Wert 


und 


2y27iiii 

isin2a  = j/^. 


= haben.  Ferner  ist 


o = arcsin 

demnach  ist  der  pos.  Wert  von  t gleich  dem  Ausdrucke 
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Die  Zeit,  welche  der  Massenpunkt  m braucht,  um  die  Strecke  a 
zu  durchlaufen,  wird  gefunden,  indem  in  der  obigen  Gleichung  r = 0 
gesetzt  wird.  Wird  dieselbe,  wie  früher,  mit  T bezeichnet,  so  er- 
hält man  dafür  den  Wert 

a y a . n 

T = 7-— ^ 

2V2n  M 


Für  verschiedene  Wegeslängen  a gilt  daher  die  Proportion 


Die  Quadrate  der  Gesamtzeiten  verhalten  sich  daher  wie  die 
Kuben  der  durchlaufenen  Wege.  Ist  a sehr  gross  und  stellt  r eine 
endliche  Zahl  dar,  so  kann  die  Zeit  t in  tiefster  Näherung  durch 

aVa  . n 


dargestellt  werden,  wird  daher  unendlich  von  der  Form 


2V2nAf 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Zeit  auf  der  Strecke  h untersuchen. 


Der  Quotient  ^ sei  längs  des  Intervalls  0 <<  r ä verschwindend 


klein.  Weil  in  diesem  Falle  VW-  d und  a annähernd  durch  I 


dargestellt  werden  können,  so  kann  auf  der  Strecke  h die  Zeit  in 
tiefster  Näherung  durch 

2R 

' j 

dargestellt  werden.  Hier  gilt  daher  die  Proportion  j 

: <1^  ==  r : ii 

das  heisst:  die  Quadrate  der  Zeiten  verhalten  sich  wie  die  durch- 
laufenen Wege.  1 


11.  Die  kreisförmige  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 
Die  Bedingung  für  eine  kreisförmige  Bewegung  ist 


das  heisst,  der  Leitstrahl  r muss  von  der  Zeit  unabhängig  sein.  Da- 
mit nun  aber  längs  des  ganzen  Weges 
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ist,  muss  offenbar 


d r «=  0 

42 

2n  Mf{r)  + ii  — = 0 


sein,  wobei  aber  angenommen  wird,  dass  A von  null  verschieden  sei, 
weil  sonst  keine  reelle  Bewegung  vorhanden  wäre.  Weil  nun  aber 

2n  Mf{r)  + B 

ist,  so  lässt  sich  die  obige  Bedingung  durch  die  andere 

A ^ rv 


wiedergeben,  was  für  eine  Kreisbewegung  sofort  einleuchtet,  da  ja 
A die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  darstellt.  Aus  der  Bedingung 

dr  = 0 


folgt  aus  den  früher  angegebenen  Formeln,  dass  auch 

ds  = rdio  ■=.  vdt 


sein  muss.  Bei  der  Kreisbewegung  ist  daher  einerseits 


und  andererseits 


und  da 


V — 


dr 


. =0 
ct 


ist,  so  muss  auch  überall  = 0,  somit  v = Constante  sein.  Der 

Massenpunkt  durchläuft  daher  unter  dem  EinHusse  einer  Central- 
kraft mit  constanter  Geschwindigkeit  die  Kreisbahn  und  eine  Be- 
schleunigung findet  nur  in  der  Richtung  der  Normalen  statt,  welche 
ihrem  absoluten  Werte  nach  durch 


g = nMf\r) 

dargestellt  werden  kann.  Wir  suchen  nun  zuerst  nach  einem  andern 
Ausdrucke  für  die  Beschleunigung  g.  Die  beiden  Punkte  P und  Fj 
mögen  das  Curvenelemcnt  ds  abgrenzen;  in  beiden  ist  die  Ge- 
schwindigkeit V dieselbe  und  unterscheidet  sich  nur  durch  ihre  Rich- 
tungen. Wird  nun  dieser  Richtungsunterschied  mit  dw  bezeichnet, 
so  ist 

vdw  = gdt 

Nun  ist  aber  bekauntlich  auch 
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somit 


rdw  — ds  ^ V dt 


dw 

07 


Bw 


V,  also  gj- 


V 


Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung 


Bw 

^0T  = ^ 

ein,  so  erhält  man  für  die  Normalbeschleunigung  g schliesslich  den 
Ausdruck 

9^- 

Nun  sollen  bestimmte  Annahmen  über  die  Eraftwirkung  ge> 
macht  werden. 


1)  f (r)  = — r 

K •=»  — nAfmr;  g = — nMr\  2n3//*(r)  «= — nAfr* 

Die  Geschwindigkeit  v wird  mittelst  der  Gleichung 

^ rg 

gefunden,  wo  unter  g der  absolute  Wert  der  Beschleunigung  ver- 
standen ist.  Setzt  man  hier  für  g obigen  Wert  ein,  so  folgt 

V = r . nM.  also  - = "^nM 
1 r 

Für  verschiedene  Massenpunkte  m,  welche  unter  dem  Einflüsse  der- 
selben Masse  M in  verschiedenen  Abständen  r den  Kraftursprung 

V 

umkreisen,  ist  daher  der  Quotient  - eine  Constante ; daher  gilt  hier 

die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  Radien  der  Kreisbahnen. 

Zur  Bestimmung  der  Flächengeschwindigkeit  A wende  man  die 
Formel 

A ■=•  rv 

an  und  setze  für  v den  oben  gefundenen  Wert  ein;  dann  flndet  man 

^ 

A = r^-\/nM\ 

Somit  ist  auch  -r.  für  alle  materiellen  Punkte  der  verschiedenen  Bah- 
neu  eine  Constante  und  cs  gilt  daher  die  Proportion 

A : Ai  = r*  : r,* 
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Die  Flächengeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  Quadrate 
der  Radien. 

Wenn  der  Leitstrahl  r mit  der  pos.  Richtung  der  a;-axe  den 
Winkel  w bildet,  so  ist 

rdw  =»  vdt 

also  

dvD  = nM dt 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  sofort 

\D  ■=»  '}/ nM . t 

wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  wo  der  mate- 
rielle Punkt  7»  die  :r-axe  passirt. 

Die  Radien  der  verschiedenen  Bahnen  durchlaufen  daher  in 
gleichen  Zeiträumen  gleiche  Winkel.  Wenn  die  Umlaufszeit  mit  T 
bezeichnet  wird,  so  findet  man  für  dieselbe  den  Wert 


2n 


Da  dieser  Ausdruck  vom  Radius  der  Bahn  unabhängig  ist,  so  durch- 
laufen die  verschiedenen  Massenpunkte  in  gleichen  Zeiten  ihre  Bah- 
nen. Dass  für  eine  solche  Kraftwirkung  nur  pos.  Werte  von  der  im 
Ansdrucke  für  v auftretenden  Constanten  B in  Betracht  kommen 
können,  ergibt  sich  schon  aus  der  Gleichung 

B — nAf r* 

Ist  einmal  ein  pos.  Wert  von  B gewählt,  so  gibt  die  Gleichung 

nMr^  = ^ — nMr^ 
den  Wert  von  r.  Nach  derselben  ist 

-|/S 

und  es  gilt  daher  die  Proportion 

r*  ; 5 : B^ 

Setzt  man  diesen  Wert  von  r in  den  Ausdruck  B — nAfr*  ein, 
J3 

so  geht  dieser  in  — über,  ist  daher  pos.,  sobald  B pos.  ist,  pie 
Constante  B darf  daher  alle  positiven  Werte  durchlaufen. 
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2)  nr)=~r^ 

3n  ^ 

Ersetzt  man  das  frühere  n durch  , so  hat  man  hier 

K = — Mm  r^\  .7  5 nj*  J/r*;  2n3//(r)  = — Mr^ 

Nach  der  bekannten  Formel 

erhält  man  für  die  Geschwindigkeit  v den  Wert 


also  V =*  n^r  . 


Dividirt  man  daher  v'^  durch  r^,  so  ergibt  sich,  dass  dieser  Quotient 
für  alle  materiellen  Punkte,  welche  in  concentrischen  Bahnen  den 
Kraftursprung  umkreisen,  constant  ist,  dass  somit  für  dieses  Be- 
wegungssystem die  Proportion 

V“  : 

gilt. 

Die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  daher  wie 
die  Kuben  der  Radien. 


Um  einen  Ausdruck  für  die  Flächengeschwindigkeit  A zu  er- 
halten, setze  man  wieder  A = rv  und  führe  für  v den  oben  erhalte- 
nen Wert  ein.  Dann  erhält  mau 


.1- 

5 


Der  Ausdruck  für  A‘^  zeigt  nun  sofort,  dass  der  Quotient 

für  ein  solches  Bewegungssystem  materieller  Punkte  eine  Constante 
ist,  und  dass  daher  die  Proportion 


A^  : 

statttindet. 

Die  Quadrate  der  Flächengeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie 
die  fünften  Potenzen  der  Entfernungen. 


Auch  hier  ist 

V 

die  — - dt 
r 

und  wenn  man  für  ^ den  obigen  Wert  einsetzt,  so  erhält  man  für 

. -nr 

die  Winkelgeschwindigkeit  den  Wert 
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fhn  \ /'* 

5T  “ ■ 


3n  Mr 


Dieselbe  ist  somit  der  Quadratwurzel  aus  der  Entfernung  proportional. 
Für  den  Centriwinkel  w erhält  man  hieraus 


er  = rt, 


1 Mr 


. / 


Derselbe  ist  daher  für  dasselbe  Massenteilchen  der  Zeit  proportional, 
nur  für  verschiedene  Massenpunkte,  deren  Bahnen  concentrische 
Kreise  sind,  gilt  für  gleiche  Zeiten  die  Proportion 


r : r. 


Für  die  Umlaufszeit  T erhält  man  aus  der  Gleichung  für  w den 


Wert 


T=z 


2ti 


»ly  — 


Mr 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  rT^  eine  Constaute  ist  und 
zwar  gleich  Daher  gilt  für  ein  solches  Bewegungssystem 

die  Proportion 


r,  : r 


Bewegen  sich  daher  verschiedene  Massenpunkte  in  concentrischen 
Kreisen  unter  dem  Einflüsse  einer  Centralkraft,  welche  im  direkten, 
quadratischen  Verhältniss  der  Entfernung  wirkt,  so  verhalten  sich  die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten,  wie  umgekehrt  die  Radien  ihrer  Bahnen. 

Weil  hier 

= B — 

ist,  so  können  für  eine  reelle  Bewegung  nur  pos.  Werte  von  B in 
Betracht  kommen.  Weil  ferner 


V* 


SO  erhält  man  zur  Bestimmung  von  r die  Gleichung 


3 r-3  ^ ^ 

- = B-n^^Mr^ 


also 


2B 
sj/ 


/ 
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Zwischen  den  B und  den  zugehörigen  Radien  gilt  daher  die 
Proportion 

= B : B^ 


3)  = 

Man  ersetze  n durch  274^;  dann  gelten  die  Gleichungen 

K — 2»i|.^  Afwi r® ; ^ = — 2»4^Afr®;  2nMf{r)  = — Mr^ 

Die  Tangentialgeschwindigkeit  v wird  durch  die  Gleichung  tj*  = rg 
bestimmt.  Nach  derselben  ist 

V*  = 2nj*  J/r*;  v = 

V 

und  ^ ist  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine  Coustante,  daher 
gilt  die  Proportion 

V : Vj  =»  r*  : 

Die  Tangentialgeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie  die  Quadrate 
der  Radien. 

Ferner  ist  

A = rv  — n^^r^  y2M 

und  somit  ist  auch  die  Flächeugescbwindigkeit  dividirt  durch  den 

Kubus  der  Entfernung  eine  Constante,  die  durch  dargestellt 

werden  kann.  Es  gilt  daher  die  Proportion 

! 

A : ^ 

Die  Flächengeschwindigkeiten  der  Massenpuukte  verhalten  sich 
wie  die  Kuben  der  Entfernungen. 

Um  die  Umlaufszeit  T zu  erhalten,  setze  man  wieder 

dw  V A 
dt  r 

und  führe  hier  für  - oder  ^ den  oben  gefundenen  Wert  ein.  Dann 
erhält  man  als  Ausdruck  für  die  Winkelgeschwindigkeit 

Dieselbe  ist  von  der  Zeit  unabhängig,  also  für  dieselbe  Bahn  con- 
stant,  variirt  aber  von  Massenteilchen  zu  Massenteilchen  und  zwar 
nimmt  dieselbe  nach  aussen  in  Verhältniss  der  Radien  zu. 
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Wird  die  Winkelgeschwindigkeit  mit  a bezeichnet,  so  gilt  daher 
die  Proportion 

« : «1  = r : 

Ferner  ist  hier  der  Centriwinkel  w gleich  dem  Ausdrucke 

u)  = nj*r  y2M  . t 

somit  für  dasselbe  Massenteilchen  mit  der  Zeit  proportional.  Setzt 
man  non  in  diesem  Ausdrucke  für  to  den  Wert  2n,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  von  T die  Gleichung 

2tc 


l/23f 


rj  : r 


und  es  gilt  hier  die  Proportion 

T:  r, 

Die  Umlaufszeiten  der  Massenpunkte  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Radien. 

Da  die  Flächengeschwindigkeit  ^ für  dieselbe  Bahn  eine  Con- 

stante  ist,  so  lässt  sich  die  Umlaufszeit  auch  finden,  indem  man  den 
doppelten  Inhalt  des  Kreises  durch  A dividirt,  also  durch  die  Gleichung 

2r*n 


Setzt  man  hier  für  A den  gefundenen  Wert  ein,  so  erhält  man  für 
T den  obigen  Ausdruck  wieder.  Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
r lautet  hier : 

und  somit  ist 


daher  die  Proportion 


l/— 

V 3n,4. 


: r. 


M 
B:B^ 


Wird  z.  B.  für  B der  Wert  3M  gesetzt,  so  ist  r = und  somit 


K = — 2n|  Mm ; 


A=]-  V-2M-, 


- 2nj  Af,  V 
2n 


n. 


r = 


74 


V2M 


4)  /'W  = wo  ft  eine  ganze  Zahl  sein  soll. 

Wird  in  diesem  allgemeinen  Falle  der  proportionale  Factor  n 
, #*4-1 

durch  ^ ersetzt,  so  findet  man 
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und  daher  ist  die  Geschwindigkeit  o gleich  dem  Ausdrucke 


Somit  ist  der  Quotient  für  alle  materiellen  Punkte,  welche 

unter  der  oben  angegebenen  Kraftwirkuug  stehen,  eine  Constaote, 
uud  daher  gilt  hier  die  Propositiou 


Ist  daher  eine  ungerade  Zahl,  also  /a  eine  gerade,  so 

verhalten  sich  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  wie  die  ganz- 
zahligen Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (#a+1)  eine  gerade  Zahl, 
somit  ft  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten  wie 
die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Zur  Bestimmung  der  Flächengeschwindigkeit  A benutze  man 
wieder  die  Gleichung  A ^ rv  und  setze  für  v den  obigen  Wert  ein. 
Man  erhält  so 


und  daher  ist  auch  — für  das  ganze  Bewegungssystem  eine  Con- 


stante,  so  dass  hier  die  Proportion 


gilt.  Ist  daher  (f*+l)  eine  ungerade  Zahl,  also  f*  eine  gerade,  so 
verhalten  sich  die  Quadrate  der  Flächengeschwindigkeiten  wie  die 
ganzzahligen  Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (|ia  + 1)  eine  gerade 
Zahl,  also  f*  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Flächengeschwindig- 
keiten wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Ferner  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  a gleich  dem  Ausdrucke 


r*  : ü|  * = -f  I ; +1 


A 


A^  : Ai^  ^ 


und  für  dieselbe  gilt  die  Proportion 
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: «I*  = 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  nur  für  den  Fall  ha  =*  1 für  das 
ganze  System  eine  Constante;  im  allgemeinen  verhalten  sich  die 
Quadrate  derselben  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien.  Wird 
die  Gleichung  für  die  Winkelgeschwindigkeit  iutegrirt  und  soll  mit 
t ==»  0 auch  der  Centriwinkel  null  werden,  so  erhält  man 


«n 

2 

w =3  nj 


t 


•und  hieraus  ergibt  sich  als  Wert  für  die  Umlaufszeit  T 


T 


27t 


tt+2 


Wird  nun  auf  beiden  Seiten  mit  r ^ multiplicirt,  so  erkennt 
man,  dass  das  Product  T für  alle  Kreisbahnen  eine  Constante 

ist,  und  dass  daher  die  Proportion 


gilt. 

Ist  (fl— 1)  eine  ungerade  Zahl,  also  (i  eine  gerade,  so  verhalten 
sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  umgekehrt  die  ungerad- 
zahligen Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (fi  — 1)  eine  gerade  Zahl, 
und  daher  p eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Umlaufszeiten  um- 
gekehrt wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 


Zur  Bestimmung  der  Radien  r aus  der  anziehenden  Masse  M 
und  der  Constanten  B dient  die  Gleichung 

^ = 2wilf/(r)  + ^ 

Setzt  man  hier  für  A und  f{r)  die  bekannten  Werte  ein,  so  folgt 


also 


=»  B — ilf  I ^ 


V 


2B 


r = 


+ M 


Auch  hier  darf  die  Constante  B alle  pos.  Werte  durchlaufen  und 
der  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  den  Radien  der  Bahnen  wird 
durch  die  Proportion 

r,«4-l  ; r,  “+^  — B : B^ 

ausgedrückt. 


i 
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5)  /'(r)  = -l 

T 

n Mm  nM  ^ 

K ^ . p =r ^ - ; 2n  Mf{r)  = ~ 2«  MXogr 

Weil  in  diesem  Falle  die  Geschwindigkeit  v durch 

V «=  nM 

dargestellt  werden  kann  und  somit  vom  Radius  der  Bahn  unabhängig 
ist,  so  bewegen  sich  alle  Massenpunkte  mit  derselben  Geschwindig- 
keit in  ihren  Bahnen. 

Die  Flächengeschwindigkeit  ist  hier 

A — nM 

und  mit  dem  Radius  der  Bahn  direct  proportionirt,  also 

A I Al  =»  r : r j 
öir 

Für  die  Winkelgeschwindigkeit  ^—  = « erhalten  wir  den  Wert 

nM 

a = 

r 

Dieselbe  ist  daher  mit  dem  Radius  r umgekehrt  proportionirt,  nimmt 
somit  im  Bewegungssysteme  nach  aussen  im  gleichen  Verhältniss  ab, 
wie  die  Radien  der  Bahnen  zunehmen. 

a : ==  r j : r 

Wird  die  Gleichung  für  die  Winkelgeschwindigkeit  integrirt,  so  folgt 

VnM  . 

to  = • t 

r 

und  somit  ist  hier 


T 

Der  Quotient  — ist  daher  für  dieses  System  eine  Constante  und 
man  bat  die  Proportion 

T : Tj  = r : r j 

Die  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Radien  der  Bahnen. 
Um  aus  B und  der  Masse  den  Radius  zu  finden,  beachte  man,  dass 
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V*  =»  — 2n  Mlog  r-\~  B =-  =»  nM 

* 

ist  Aus  dieser  Gleichuog  folgt  nun,  dass 

B—nM  B 1 
logr  = — 2^“  ="  2nM  “ 2 

also 


0)  />)=»-  -2 


K 


nMm 
“3“  '•> 


= — “,3; 


nM  « , ^ V 2nM 

2nMf\,r)  = 

r 


Bei  dieser  Kraftwirkung,  die  nach  dem  Newton’schen  Gesetze 
erfolgt,  ist 

nM 

= gr  = 

und  man  erkennt  sofort,  dass  hier  das  Product  aus  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  und  dem  Radius  der  Bahn  eine  constante  Grösse 
darstellt  und  gleich  nM  ist  Zwischen  der  Geschwindigkeit  und  dem 
Radius  r existirt  daher  die  Proportion 

ü*  : ~ : r 

Die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Radien  der  Bahnen. 

Die  Flächengeschwindigkeit  A ist  auch  hier  gleich  rv,  also 

A = "^nMr 
A* 

und  somit  ist  der  Quotient  — für  das  ganze  Bewegungssystem  eine 

T 

Constante;  mithin  gilt  die  Proportion 

A^  : r ; 

Die  Quadrate  der  Flächongeschwindigkeiten  verhalten  sich  wie 
die  Entfernungen.  * 

Ferner  ist 

V nM 

dw  =z  - tlt  = — dt 


also 

Arch.  d.  Math.  u.  Phy«  2..  Kaihe,  T.  XYI. 


2^ 


386  JBtghr:  Bewegung  eines  Punktes  unter  einer  Centralkrajt. 


Vn3/ 

=»  jz  , t 

''ir 

und  für  gleiche  ZeitAbschuitte  gilt  die  Proportion 

ro*  : tOj*  *=  ; r* 

Die  Quadrate  der  Centriwiukel  verhalten  sich  umgekehrt  wie 
die  Kuben  der  Entfernungen. 

Die  Umlaufszeit  T wird  durch  die  Gleichung 

^nM 


bestimmt.  Aus  derselben  erkennt  man,  dass  für  alle  Massenpnnkte 

rji2 

des  Systems  der  Quotient  eine  Constante  ist  und  zwar  gleich 


nM' 


Daher  die  Proportion 


T'^ : Tjä 


r® : r. 


Die  Quadrate  der  Uralaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Kuben 
der  Radien. 

Wir  haben  oben  die  Geschwindigkeit  v durch  gr  ausgedrückt. 
Nach  der  bekannten  Formel  ist  aber  auch 


und  man  könnte  meinen,  dass  für  eine  reelle  Bewegung  sowol  pos. 
wie  neg.  Werte  von  B zulässig  wären.  Da  nun  aber 


sein  muss,  so  ist 


2nM  nM 

[-  2?  = 

r r 


r = 


nM 


Da  aber  für  einen  solchen  Wert  von  r bei  positivem  B der  Aus- 

(2nM  \ 

--- — neg.  würde,  was  unzulässig  ist,  so  können  nu** 

neg.  Werte  von  B in  Betracht  kommen,  und  da  das  Product  r . Ä für 
das  ganze  System  eine  Constante  ist,  so  gilt  die  Proportion 


r : — Bl  : B 
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7) 


fir)  ^ 


1 


JC  •=>  — 


iiMm 


nM 


2uMf{r,  ==*  - - 


In  diesem  Falle  ist 


iiM  nM 

— j-,  also  V — 


r 


und  das  Product  vr  daher  eine  Constante,  die  durch  'VnM  dargeatellt 
wird.  Bei  dieser  Art  der  Bewegung  gilt  daher  die  Proportion 


V : = Tf  : r 

Die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Radien. 
Die  Flächengeschwindigkeit  A ist  hier  eine  Constante  und  gleich 

VnM  und  daher  durchlaufen  die  Radien  der  verschiedenen  Bahnen 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume.  Ferner  ist 


dt 


0 


dt 


und  die  Winkelgeschwindigkeiten  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
Quadrate  der  Radien,  das  heisst,  es  gilt  die  Proportion 

Für  die  Centriwinkel  erhalten  wir  durch  Integration  obiger 

Gleichung  den  Ausdruck  

VnAf  , 

Dieselben  sind  somit  der  Zeit  direct  und  dem  Quadrat  der  Radien 
umgekehrt  proportional.  Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  für  w 
den  Wert  so  erhält  man  für  die  Umlaufszeit  T den  Wert 

2r*  TT 

aus  welchem  sich  die  Proportion 


T:  '1\ 


»*1 


2 


ergibt. 

Die  Umlaufszeiten  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien 


8)  f(r)  = - 

Hier  soll  fi  eine  pos.,  ganze  Zahl  sein,  welche  ich  mir  grösser 
als  3 denke,  da  die  P^ällo  ja  = 1,  2,  3 speci^'H  behandelt  worden 
sind.  Man  hat 

25* 
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= - 

nMm  nM 

~ rf*  ' ^ ^ rf*  ' 

Weil  «2  * 

= gr  ist,  SO  folgt 

"y/nM 

^ “ /i-l 

2nMf{r)  == 


2 

ft-l  • 


nM 


ju-l 

Es  ist  daher  das  Product  v ,r  ^ eine  Constante  und  zwar  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  nM.  Für  dieses  Bewegungssystera  gilt  daher 
die  Proportion 

Ist  nun  (ft  — 1)  eine  ungerade  Zahl,  also  ft  eine  gerade,  so  ver- 
halten sich  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  wie  umgekehrt  die 
uugeradzahligen  Potenzen  der  Radien.  Ist  aber  (ft  — 1)  eine  gerade 
Zahl,  somit  ft  eine  ungerade,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten 
umgekehrt  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 

Die  Flächengeschwindigkeit  A ist  hier 


A = 


l/nüf 

ß-z 


und  demnach  ist  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine  Con- 

stante und  gleich  nM.  Wenn  nun  (ft— 3)  eine  ungerade  Zahl  ist,  somit 
fl  eine  gerade,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Flächengeschwindig- 
keiten umgekehrt  wie  die  ungeradzahligen  Potenzen  der  Radien.  Ist 
aber  (ft— 3)  eine  gerade  Zahl,  also  ft  eine  ungerade,  so  verhalten  sich 
die  Flächengeschwindigkeiten  umgekehrt  wie  die  ganzzahligen  Po- 
tenzen der  Radien. 

Ferner  ist 

, V 

dxo  <=  - dt 
r 


und  aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort 


und  daher  ist 


inM 


^ 2n:  . r ^ 

nM 


und  folglich  gilt  die  Proportion 
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Ist  (|^  + 1)  eine  ungerade  Zahl,  also  jn  eine  gerade,  so  verhalten 
sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  die  ungeradzahligen  Po- 
tenzen der  Radien.  Ist  aber  eine  ungerade  Zahl,  so  verhalten 
sich  die  Umlaufszeiten  wie  die  ganzzahligen  Potenzen  der  Radien. 


Um  schliesslich  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  r zu  erhalten, 
setze  mau 


V 


2 


nAI 
^,u— 1 


+ B 


nM 

j./i— 1 


Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nun,  dass 


also 


B . 


l»-3 
(»  — 1 


nM 


r 


B 


ist.  Das  Product  ist  für  das  ganze  Bewegungssystem  eine 

Coustante,  und  man  hat  hier  die  Proportion 


j-.w  1 j ^ =»  : B 


Der  für  r gefundene  Ausdruck  gilt  für  ft  = 1 nicht  mehr.  Für 
(1=2  würde  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ,  da 
aber  pos.  verstanden  wird,  so  sind  in  diesem  Falle  nur  neg.  B 
anwendbar.  Für  ft  = 3 wird  die  rechte  Seite  null,  und  erst  für 
fl  ^ 3 erhält  man  für  r einen  pos.  Ausdruck,  sobald  auch  B pos.  ist. 
Damit  überhaupt  eine  reelle  Bewegung  statt  finde,  muss  bekanntlich 
der  Ausdruck  {2nMf{r)-\-B)  einen  pos.  Wert  haben;  es  sind  daher 
keine  Werte  von  r zulässig,  welche  denselben  neg.  machen  würden. 


Setzen  wir  daher  in 


den  oben  für  er- 


haltenen Wert  ein,  so  geht  derselbe  in  den  andern  5 . B über, 

ft  ~~o 

und  man  erkennt  auch  hieraus,  dass  für  ft  3 nur  pos.  Werte  von 
B zulässig  sind. 


In  den  bekannten  Bewegungsgleichungen  des  allgemeinen  Teiles 
meines  Aufsatzes  spielte  die  Constante  A,  welche  die  doppelte  Flächen- 
geschwindigkeit darstellt,  eine  Hauptrolle.  Ihrer  Natur  nach  ist  die- 
selbe eine  reelle,  pos.  Zahl  und  kann  jeden  beliebigen  Wert  auf  der 
pos.  Hälfte  der  Realitätslinie,  null  nicht  ausgeschlossen,  darstellen. 
Dass  der  Fall  A = 0 längs  des  ganzen  Weges  die  geradlinige  Be- 
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wegung  zur  Falle  hat,  ist  im  ersten  Abschnitte  speciell  gezeigt  wor- 
den. Was  dr  anbetrifft,  so  kann  dieses  Differential  sowol  pos.  wie 
neg.  sein  und  die  Bedingung,  dass  fortwährend  dr  = 0 sein  soll, 
bringt  die  kreisförmige  Bewegung  hervor.  Da  nun  in  den  nachfol- 
genden Untersuchungen  die  Bedingungen,  dass  sowol  A wie  dr  längs 
des  ganzen  Weges  verschwinden  sollen,  fallen  gelassen  werden,  so 
habe  ich  diesen  Fällen  einen  allgemeineren  Charakter  zugeschrieben 
und  sie  unter  dem  Titel  „Allgemeine  Fälle  der  Centralbewegung“ 
zusammengefasst. 


III.  Allgemeine  Fälle  der  Centralbewegung. 

1)  Die  wirkende  Kraft  sei  der  Entfernung  der  Massen 

direct  proportional. 

a)  AT  «=  — nmMr\  f'{r)  — — r]  f{r)  *=  — J • r* 

g = — n Mr 

Setzt  man  abkürzend  jit*  = nM  und  versteht  unter  g.  die  pos, 
Wurzel  aus  nAf,  so  lässt  sich  die  Geschwindigkeit  v des  Massen- 
punktes m in  einem  beliebigen  Punkte  der  Bahn  durch  die  Gleichung 

darstellen,  wo  B die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Damit  nnn 
V für  pos.  Werte  von  r reell  ausfalle,  ist  absolutes  Erforderniss,  dass 
B einen  pos.  Wert  habe.  Ist  dieser  einmal  gewählt,  so  ist  der  Leit* 
strahl  r an  die  Bedingung 

< B 

gebunden,  und  es  muss  somit  (B^fi^r*)  längs  des  ganzen  Weges 
einen  pos.  Wert  haben.  B <=  0 auzunehmen  ist  unstatthaft.  Nach 
der  im  allg.  Teile  meiner  Arbeit  aufgestellteu  Formel  für  den 

dr 

Differentialquotienten  — erhält  man  hier 

dr  1 , 

*7  = - . y — (li*  + Br^  — 
dt  r ' 

und  die  Realität  der  Bewegung  erfordert,  dass  der  Ausdruck  unter 
dem  Wurzelzeichen  längs  des  ganzen  Weges  pos.  bleibt.  Allerdings 
sind  auch  solche  Werte  von  r zulässig,  welche  denselben  zu  null 
machen,  und  in  diesen  Punkten  erreicht  r ein  Maximum  oder  ein 
Minimum.  Im  allgemeinen  aber  muss  r die  Bedingung 
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— Br^  — ^ 0 

erfüllen.  Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 


mit  a*  und  b*  bezeichnet  werden,  so  muss  die  Bedingung 

— r^)(r^ — b^)  ]>►  0 

erfüllt  sein,  d.  h.  es  muss 

b^  ßj2 

statt  findeu.  Die  beiden  Wurzeln  und  b^  müssen  für  eine  reelle 
Bewegung  reell  sein.  Denn  wären  sie  imaginär,  so  müssten  sie 
conjugirt  sein;  dann  aber  wäre  (r*  — (r*  — beständig  pos.  und 

es  Hessen  sich  keine  reellen,  positiven  Werte  von  r finden,  welche 
(a^  — }’^)  (r^ — b^)  pos.  machen  würden.  Die  Realität  der  Bewegung 
erfordert  daher  auch  die  Realität  der  beiden  Wurzeln  und  b^. 
Nun  ist 


>>  2(s.  Für  den  Fall  B^  = 4(i^A^  würden  die  beiden  Wurzeln 

A 


was  aber  eine  reelle  Bewegung  ausschliesst.  Die  Annahme  B = 2fiA 
ist  daher  unstatthaft.  Für  die  beiden  Wurzeln  a*  und  b^  gelten  die 
Gleichungen 


und  da  A und  B pos.  sind,  so  müssen  es  auch  und  sein.  Es 

steht  nun  frei,  a*  ^ h'^  anzunehmen.  Da  nun  alle  zwischen 

und  6*  liegenden  Werte  annehmen  kann,  so  lässt  sich  der  Leitstrahl 
r auf  folgende  Weise  als  Function  der  neuen  Variabein  q>  darstellen: 


muss  B^  sein,  also 


B 


^ yj2.  _ ß 


■=  a*co8^qp-|“^*sin^  (p  = «^(1  — ^•‘'*siu*(p) ; 
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Da  uuu  j-2  bei  beginnt  und  von  hier  au  bis  5*  beständig  ab- 
nimmt, so  beginnt  die  neue  Variable  bei  0 und  wächst  von  hier  an 
bis  2n.  Weil 

a*  — = a*Ä;^sin^(3P ; r*  — =»  a*A;*C0S*  9 

so  ist  auch 

^ 8IÜ9COS9 


dr 

und  man  erkennt,  dass  ^ nur  da  verschwindet,  wo  sin  9 und  cosg? 


7t 


37t 


verschwinden,  also  in  9 0,  ^ "^1  und  in  diesen  Punkten 

erreicht  somit  r seine  grössten  und  kleinsten  Werte  und  zwar  existirt 
sowol  für  9 = 0 als  auch  für  q>  = 7t  ein  Maximum,  während  in 

7C  3^ 

9 = — und  Minimum  vorhanden  sind.  W'ird  nun  im  ferneren 
die  Gleichung 

=1  a*  ( 1 — k^  sin*  9) 
nach  t abgeleitet,  so  findet  man 

09 

r 9 COS  9 . “ä7 


dt 


^nd  die  Vergleichung  mit  dem  oben  gefundenen  Ausdrucke  ergibt 

dtp 

0T“  " ^ 

Die  Ableitung  der  Variabein  9 nach  t ist  eine  Constaote  und 
daher  9 selber  eine  lineare  Function  der  Zeit.  Die  Integration  ergibt 

9 ===  — fAt  V 

ersetzt  man  hier  t durch  — t und  nimmt  die  Integrationsconstante 
gleich  null  an,  so  hat  man 

tp  p,t 

Es  ist  daher  erlaubt,  den  Winkel  9 direct  mit  der  Zeit  pro- 
portional anzuuehmen. 

Wir  denken  uns  ferner  den  Kraftmittelpunkt  als  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  x-axe  durch 
das  Aphelium  der  Bahn  geht;  ist  ferner  w die  wahre  Anomalie  des 
Massenpuuktes  7»  mit  den  Coordinaten  (a;,  y),  so  hat  man 

X = rCOSw;  y = rsinte 

Da  nun  einerseits  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  des 
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Massenpunktes  gleich  A ist,  dieselbe  aber  auch  durch  ?•*  dargestellt 

werden  kann,  so  bat  man  die  Gleichung 

8w  ' A 
dt 

Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Massenpunktes  ist  dem  Quadrate 
des  Radius  umgekehrt  proportional.  Da  nun 


A <=  yk  ah  und  fidt  = dq> 
ist,  so  bat  man  auch 


und  man  darf 

w = arctg  ( - tg  (p  1 und  tg  ^ tg  qp 


annehmen.  Bezeichnet  nun  d einen  proportionalen  Factor,  so  gelten 
daher  folgende  Gleichungen: 

d . sin  w = Ä sin  <p ; d . cos  w ==»  o cos 

Werden  nun  diese  beiden  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so 
findet  man  d = r.  Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ar,  y des 
Massenpunktes  erhält  man  daher  die  Werte 


ic  = r cos  w =>  a cos  cp 
y •=  r sin  to  = b sin  <p 


und  die  Elimination  von  cp  aus  dieser  Gleichung  führt  auf  die  Glei- 
chung der  Wegeurvo  in  rechtwinkligen  Coordinaten  in  der  Form 


sf  . y^ 

a*  "T" 


Die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ist  daher  eine  Ellipse,  in 
deren  Mittelpunkte  die  anziehende  Kraft  liegt.  Der  Winkel  <p  heisst 
die  excentrische  Anomalie  und  da  dieselbe  mit  der  Zeit  proportional 
ist,  so  durchläuft  der  entsprechende  Kreispunkt  seine  Bahn  mit 
constanter  Geschwindigkeit. 


Wenn  die  Umlaufszeit  mit  T bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir 
für  dieselbe  aus  der  Gleichung  cp  = y.t  den  Wert 
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_ 2n 

iT  = — 

Dieselbe  ist  daher  von  den  Halbaxen  der  Ellipse,  also  auch  von  den 
CoDstanten  A und  B unabhängig.  Bewegen  sich  daher  verschiedece 
materielle  Punkte  unter  dem  Einflüsse  derselben  Centralkraft  in 
Ellipsen  um  den  Kraftmittelpunkt,  so  ist  die  Umlaufszeit  für  alle 

27t 

eine  constante  Grösse,  die  durch  dargestellt  werden  kann. 

VnM 

Für  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  A hatten  wir  oben  den 
Ausdruck 

A =*=  (lab 

erhalten.  Da  nun  Ttab  den  Inhalt  J der  Ellipse  darstellt,  so  ist  für 
das  ganze  Bewegungssystera  der  Quotient  -j  eine  constante  Grösse 

u 

und  gleich  " und  cs  besteht  daher  die  Proportion 

A ! A^  • — ^ i J ’Y 

Die  Flächengeschwindigkeiten  der  verschiedenen  materiellen 
Punkte  verhalten  sich  daher  wie  die  Inhalte  der  entsprechenden 
Ellipsen. 

Wenn  der  Inhalt  des  Sectors,  der  vom  radius  vector  in  der  Zeit 
dt  durchlaufen  wird,  mit  dB  bezeichnet  wird,  so  ist 


dB 


also 


2 di  = ^ ab  dt 


.u 


B = ^abi 


Diesen  Ausdruck  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise:  die  Länge 
des  Weges,  welchen  der  entsprechende  Kreispunkt  in  der  Zeit  t 
durchläuft,  kann  durch 

aep  = afii 

ausgedrückt  werden ; somit  ist  der  Inhalt  des  Kreissectors  gleich 

Wird  dieser  Ausdruck  noch  mit-  - multiplicirt,  so  erhält  man 

fl  ab 

den  Inhalt  des  entsprechenden  Ellipseusectors  in  der  Form  X 
Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  wie  folgt: 


dx 

X . 

y 

a cos  (jp  . b sin  q) 

dx 

ät;  • 

öy 

dt 

— f4  a sin  <jp . |i4  ö cos  rp 

— ■ fiob 
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Wird  nun  dieser  Wert  für  A mit  dt  multiplicirt  und  von  0 bis  t 
integrirt,  so  erhält  man  wieder  den  bekannten  Ausdruck  für  den 
doppelten  Inhalt  des  Ellipsensectors.  Für  die  Glesch windigkeit  v 
des  materiellen  Punktes  m in  seiner  Bahn  hatten  wir  den  Ausdruck 


2;*  = — 

erhalten.  Um  dieselbe  als  Function  der  Variabein  <p  darzustcllen, 
ersetze  man  r*  und  B durch  die  bekannten  Ausdrücke  a^(l— I;*sin*<3p) 
und  Dann  ist 

V =>  (la  . V(1  — &*C08* <pj 

Dieser  Ausdruck  kann  direct  aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
(x,  y)  des  Massenpunktes  abgeleitet  werden.  Bekanntlich  ist 


und  da 


so  ist 


dx  , dtp 

^ — — a sinqp  . — /Liasin  qp 


• y 


% 

dt 


dtp 

bcos  tp  . 


fl  b cos  q> 


fi*(a*sin*(p-|-6^COS*  qp)  (l — A;*cos*qp) 


also  wieder  

V = |w.a  . V(1  — /t’*C08*qp 


Die  Beschleunigung  g des  Massenteilchens  ist  im  allgemeinen 
gleich  dem  Quotienten  aus  Kraft  und  Masse  und  in  unserem  Falle 
gleich  — wenn  die  Richtung  mit  in  Berücksichtigung  gezogen 
wird.  Denselben  Wert  von  g erhält  man  aber  auch  mittelst  der 
allgem.  Formel  


Denu  es  ist 


d'^x 


— ,u*  aCOS  qp  = 


X 

r 


d'*y 

ä/2 


— fl^b  sin  qp 


also  wieder 


Zugleich  erkennt  mau  aus  dem  Werte  für  die  2.  Abgeleiteten, 
dass  die  Beschleunigung  nach  dem  Centrum  gerichtet  ist.  Zum 
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Schlüsse  dieses  Abschnittes  will  ich  noch  den  Winkel  a bestimmen, 
den  die  Bewegungsrichtung  mit  der  *-axe  bildet.  Wenn  vx  und  vy 
die  Geschwindigkeiten  nach  den  Axen  sind,  so  hat  mau 


also 


und 


also 


dx 

äT 


Vx  — V cos  CC 


dx 

dt 


cos«  = — = 

V 


sing? 


V(1  — A:^cos*g?) 


h 


V sina 


sina 


^y 

h 

V 


b COS  9 


a .V(l  — Ä:*cos*gp) 


b)  K = nmMr\  f'ir)  r; 

g = n Mr 


Da  die  Kraft  pos.  angenommen  ist,  so  wirkt  sie  abstosscnd  auf 
den  materiellen  Punkt  m ein.  Setzt  man  auch  hier  abkürzend 


nM  ’= 

so  ist  die  Geschwindigkeit  v durch  die  Formel 

dargestellt.  Während  im  vorhergehenden  Abschnitte  der  Constantcn 
B nur  die  pos.  Hälfte  der  Realitätslinie  eingeräumt  werden  könnte, 
so  kann  sich  hier  dieselbe  auf  der  ganzen  Realitätslinie  frei  bewe- 
gen, ohne  einem  Punkte  derselben  ausweichen  zu  müssen.  Ist  ein- 
mal ein  bestimmter  Wert  von  B gewählt,  so  ist  r längs  des  ganzen 
Weges  an  die  Bedingung 

gebunden.  Ich  behandle  zuerst  den  Fall,  wo  ß eine  neg.  Zahl  ist, 
und  ersetze  daher  ß durch  — B\  wo  fortan  B*  pos.  zu  verstehen 
ist.  Lässt  man  in  der  Folge  bei  B'  den  Accent  wieder  fallen,  so  ist 

— B 

und 
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es  sind  nur  solche  Werte  von  r zulässig,  welche  den  Ausdruck 

— ßr^  — A*) 

pos.  oder  null  machen.  Werden  die  Wurzeln  der  Gleichung 


»**  f«* 


mit  und  bezeichnet,  so  hat  man 

" -Ä  ■ (K>  + ¥"-) 


und 


B = 


Man  erkennt  aus  diesen  Formeln,  dass  die  beiden  Wurzeln 
und  6*  reelle  Werte  haben,  und  dass  die  eine  positiv  ist,  während 
die  andere  neg.  sein  muss.  Ist  a*  die  pos.  Wurzel,  so  ist  auch 
a*  ^ mod.  Ersetzt  man  durch  — 5^*,  so  hat  man 


i * = 

und 


B 

2fi^ 


l);  -B  = i)*);  = 


r • V(r»-aS)(r*  + V) 


0r 

dt  r 

Der  Radius  r ist  nur  an  die  Bedingung 

r*  ^ a* 

gebunden,  kann  somit  von  a an  alle  pos.  Werte  durchlaufen.  Setzt 
man  nun 

o24-6* 

r*  = = a2(l +A;2fin*9),  **  = 

so  ist 

r* — a*  «=  = a*A;^C0f  * q> 

und  daher  auch 

dr 

= fi a* Ä;* C oflqp  fin 9 

Wird  non  auch  die  Gleichung  für  r*  nach  t abgeleitet,  so  erhält  man 


Br  dtp 
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und  die  Vergleichung  mit  dem  vorhergehenden  Werte  ergibt 


also 


dtp 

(p  ^ (it 


Die  Variabele  q>  ist  somit  mit  der  Zeit  direct  proportional. 
Wählt  man  nun  wieder  den  Kraftmittelpunkt  als  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  pos.  Richtung  der  jr-axe 
durch  das  Perihel  der  Wegcurven,  also  durch  den  Punkt  r — a geht, 
ist  ferner  w die  Anomalie  des  Massenteilchens  mit  den  Coordinaten 
{x,  y)f  so  hat  man  ' 


und 


X =3  r COS  w; 


y = r sin  «’ 


A 

dt 


Die  Ableitung  von  w nach  t verschwindet  nur  in  r *=  a,  und 
hier  hat  somit  w sein  Maximum  erreicht.  Die  Curve  hat  somit  eine 
Asymptote,  die  durch  den  Ursprung  geht  und  der  Leitstrahl  r fällt 
für  unendlich  entfernte  Punkte  mit  derselben  zusammen.  Ganz  analog 
wie  früher  erhält  man  auch  hier 


also 


somit 


tgw  = -tong  tp 


Für  = 00  ist  auch  r = oo  und  hier  erreicht  to  sein  Maximum- 
Weil  tang9  für  00  = 9»  den  Wert  1 hat,  so  wird  dieses  Maxiraum 
dulrch  die  Gleichung 

b 

tq  w *=  - 
a 

bestimmt,  und  dieser  Ausdruck  ist  somit  die  Gleichung  der  Asymptote. 

Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Massenpunktes  erhält 
man  die  Werte 
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X = r COS  w = a COj  qp 
y ~ rsintr  = ifin<p 

und  die  Elimination  yon  (p  führt  auf  die  Gleichung 


Die  Wegcurve  ist  somit  eine  Hyperbel,  in  deren  Mittelpunkte 
die  wirkende  Kraft  liegt,  und  deren  Halbaxenquadrate  die  Wurzeln 
a*  und  Ä*  sind. 

Die  Geschwindigkeit  v des  materiellen  Punktes  wurde  oben  als 
Function  des  Leitstrahles  r dargestellt.  Hier  soll  dieselbe  noch  als 
Function  von  <p  ausgedrückt  werden.  Ersetzt  man  in  dem  bekannten 
Ausdrucke  für  v*  die  Constante  B durch  — 6*)  und  r*  durch 
(1 -|- A;*  fin*  qp),  so  erhält  man  nach  einigen  Umformungen  für  v 
den  Wert 

V = fia  coj*  qp  — 1) 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  will  ich  noch  mit  einigen  Wor> 
ten  der  beiden  Fälle  erwähnen,  wo  die  Constante  B eine  pos.  Zahl 
oder  gleich  0 ist.  Ist  z.  B.  die  Constante  B gleich  null,  so  fallen 
die  beiden  Wurzeln  a*  nnd  b*  zusammen  und  die  Wegcurve  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  deren  Halbaxenquadrat  durch  die  Gleichung 


bestimmt  wird.  Die  Geschwindigkeit  kann  durch  fir  dargestellt  wer- 
den und  ist  dem  radius  vector  direct  proportional.  Die  Flächen- 
geschwindigkeit ist  gleich  pa*  und  da  A;*  den  Wert  2 hat,  so  ist 

r a . V(1 -|- 2 fin*  qp) 

Ist  die  Constante  B eine  pos.  Zahl,  so  muss  infolge  der  Glei- 
chung 

=*=  — B 

der  absolute  Wert  der  neg.  Wurzel  grösser  sein  als  die  pos. 
Wurzel  a*.  Die  Wegcurve  ist  wieder  eine  Hyperbel  von  der  Form 

y2 


wo  aber  ]>  a^. 
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2)  Die  wirkende  Kraft  sei  dem  Quadrate  der  Entfernung 
der  Massen  umgekehrt  proportional. 

(Gesetz  v.  Newton.) 


a) 


K = — 


nmM 
— i-! 


g 


Wenn  abkürzend  ft  = nikf  gesetzt  wird^  so  lässt  sich  nach  der 
allgemeinen  Formel  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Massen- 
punktes m durch  die  Gleichung 


V* 


2fi 


+ B 


ausdrücken.  Die  Realität  der  Bewegung  erfordert  die  Unterschei- 
dung folgender  drei  Fälle,  wobei  aber  für  B das  Unendliche  aus- 
zuschlicssen  ist 

1)  iJ>0  ' 

2)  .B  =-  0 

3)  5<0 

II 

Ersetzt  man  nun  B durch  — wo  a die  neue  Integrations- 
constante  bezeichnet,  so  ist 


Mit  Ausnahme  von  0 ist  die  ganze  Realitätslinie  für  a zugänglich 
Wir  unterscheiden  daher  folgende  drei  Hauptfälle 

1)  a ^ 0 

2)  o<0 

3)  a = 00 

Zuerst  kommt  nun  der  Fall  zur  Behandlung,  wo  a gleich  einer 
pos.,  endlichen  Zahl  ist 

1) 

Nach  der  Gleichung  für  w*  ist  klar,  dass  v nur  dann  reell  aus- 
fallen  kann,  wenn  beständig  2a  grösser  als  r ist,  wenn  also  längs 
des  Weges  die  Bedingung 

r 2a 

erfüllt  bleibt.  Um  die  Grenzen  von  r noch  näher  bestimmen  zu 
können,  beachte  mau,  dass 
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dr 

ä7 


-r»+2il. 

a 


nur  dann  reell  ausfallen  kann,  wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen einen  pos.  Wert  bat.  Es  sind  somit  nur  solche  Werte  von  r 

(aA*\ 

r*  — 2ar-|- — ) neg-  machen.  Wenn  wir  nun  die 
Wurzeln  der  Gleichung 


r*  — 2 ar  -f-  ^ — = 0 


mit  a und  ß bezeichnen,  so  sind  dieselben  für  eine  reelle  Bewegung 
entschieden  reell  anfzufassen.  Denn  wären  sie  imaginär,  so  müssten 
sie  conjugirt  sein;  dann  aber  wäre  das  Product  (r  — a)(r-  ß)  für 
reelle  r beständig  pos.  und  es  Hessen  sich  somit  keine  reellen  Werte 


von  r finden,  welche 
den  Relationen 


neg.  machen  würden. 


= 2a 


Aus 


erkennt  man  aber  auch,  dass  beide  Wurzeln  « und  ß pos.  sein 
müssen.  Es  steht  nun  frei,  a'^  ß anznnehmen.  Dann  ist 


dr 

dl 


und  r muss  nun  längs  des  ganzen  Weges  die  Bedingung 

|3  < r < a 


erfüllen.  Schon  aus  der  Gleichung 

ci  “I“  ß = 2a 


erkennt  man,  dass  für  a ^ a die  andere  Wurzel  ß <C.  a sein  muss. 
Nur  wenn  a a ist,  muss  auch  <=  a sein.  In  diesem  Falle  wäre 
aber 


dr 

ä7 


1 

r 


a 


(r  — a)2 


für  reelle  r beständig  imaginär,  somit  die  Bewegung  selbst  imaginär. 
Dieser  Fall  ist  daher  auszuschliessen.  Im  allgemeinen  ist 


. - « . (i + i/(i  - ^)) 

. 0 - KFI)) 


Arcli.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  ßeilio,  T.  XVI. 
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und  es  muss  daher  --  cT  1 sein.  Auch  der  Fall  «=•  au  ist  ans- 

aji  ^ 

zuschliessen.  Setzt  man  abkUrzend 


= 1 — 

au 


also 


= a|L4  (1  — P) 

SO  lassen  sich  die  Wurzeln  a und  ß auf  folgende  Weise  darstellen: 

a ==  a(l  *|-^) 
ß=^a(l-k) 

Auch  ist  nach  den  festgesetzten  Bedingungen  k reell  und  pos.  und 
kleiner  als  1.  Der  Leitstrahl  r muss  daher  zwischen  den  Werten 
a(l  — k)  und  a(l  + A;)  liegen;  es  ist  daher  angezeigt 

r = a(l  — k cos  tp) 

zu  setzen.  Ich  will  aber  diese  Substitution  noch  deutlicher  herleiten. 

dr 

Ersetzt  man  in  dem  Ausdrucke  für  ^ die  Constante  A^  durch 
fta(l  — Ä;*),  so  erhält  man 


Br 

Bt 


und  es  muss  daher  \r~~  / ) 

kann  man  nun  — als  Hypotenuse  und  ( - — 1 j als  Kathete  eines 

rechtwinkligen  Dreiecks  auffassen,  die  den  Winkel  q>  einschliessen. 
Dann  ist 

^ — 1 = ^ . cosqp,  also  r = a(l  — Ä;C0Sf>) 

1 /a 

und  y ( “ — 1 ) ist  die  Länge  der  anderen  Kathete,  kann 

die 

daher  durch  — sin  q>  ersetzt  werden.  Daher  ist 

r ^ 


Bl' 


= Vfxa  . 


k sin  g> 


Der  grösste  Wert,  den  r annehmen  kann,  wird  für  y = ;r  in  der 
Form 

rj  = a(l  +/.:)  =--  a 

erhalten,  während  der  kleinste  Wert  durch 
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= a(l  — /:)  ■=  ß 

dargestellt  werden  kann.  Es  ist  daher 


und  somit  ist  die  Constante  a gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
aus  der  grössten  und  kleinsten  Entfernung  des  Massenpunktes  m 
von  der  wirkenden  Kraft  und  ist  als  mittlere  Entfernung  bekannt. 
In  r = a befindet  sich  der  Punkt  m im  Aphelium  und  in  r ^ 
im  Periheliura  seiner  Bahn.  Wir  beabsichtigen  nun,  die  Differen- 

Br 

tialgleichung  für  zu  integriren.  Nun  ist  wol  r eine  bekannte 

Function  von  aber  <p  ist  eine  noch  unbekannte  Function  von  t. 
Man  leite  daher  die  Gleichung 


nach  t ab;  dann  ist 
und  somit  muss 


8m 

sein.  Man  erkennt  aus  dieser  Darstellung  von-g-^  , '^assdicser  Diffe- 
rentialquotient mit  dem  Radius  der  Bahn  umgekehrt  proportional 
ist  und  längs  des  ganzen  Weges  nirgends  verschwinden  kann.  Löst 
man  die  Gleichung  nach  dt  auf,  so  ist 


di 


( l — Ä:  cos  <p)  dtp 


und  die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  die  Zeit  in  Function 
der  Variabele  cp.  Man  erhält 


Aus  der  Gleichung 


..{cp  — ksin  q>) 


r = a{\  — k cos  cp) 


ist  einleuchtend*,  dass  der  materielle  Punkt  m seine  Bahn  einmal 
durchlaufen  hat,  wenn  der  Winkel  9/  von  0 an  den  Wert  er- 
reicht hat.  Wird  daher  die  Umlaufszeit  mit  T bezeichnet,  so  erhält 
man  dafür  aus  der  Darstellung  für  die  Zeit  t im  allgemeinen  durch 
Substitution  von  q>  = 2n  den  Wert 

26* 
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Dieselbe  ist  daher  von  der  Masse  des  materiellen  Punktes  m unab- 
hängig  und  der  Quotient  -g-  für  ein  System  beweglicher  Massen- 

Gf 

punkte , die  sich  unter  dem  Einflüsse  derselben  Kraft  bewegen,  eine 
Constante.  Daher  gilt  hier  die  Proportion 

r*  : Ti*  = a^:  Oi» 

Die  Quadrate  der  Umlaufszoiten  verhalten  sich  wie  die  Kuben  der 
mittleren  Entfernungen. 

Für  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  A hatten  wir  oben 

gefunden  

A = ^a{\  — F“*) 

Wie  nun  der  doppelte  Inhalt  des  Flächenstückes,  welcher  vom  radius 
vector  in  der  kleinen  Zeit  dt  durchlaufen  wird,  mit  dS  bezeichnet, 

so  ist  

tlS  = Vfta  ( 1 — k^)  . dt 

und  daher 

^ = Vfifl  ( 1 — k^)  . t 

Die  Inhalte  der  Sectoren,  welche  vom  radius  vector  durchlaufen 
werden,  sind  somit  mit  der  Zeit  direct  proportional.  Ersetzt  man 
noch  t durch  die  bekannte  Function  9,  so  hat  man  auch 

s = yr  — . (qp  — & sin  qp) 

und  setzt  man  hier  q>  — so  ist 

J z=:  y I — k"^  . 7t 

der  Inhalt  der  von  der  Wegcurve  eingeschlossenen  Fläche. 

Der  Kraftmittelpunkt  werde  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  Richtung  der  *-Axe  durch 
das  Perihel  der  Wegcurve  geht. 

Bezeichnet  die  wahre  Anomalie  und  sind  x und  y die  Coor- 
dinaten  des  Massenpunktes  tto,  so  hat  man 

X — r cos  10  \ y — r sin 

e 

und  es  ist  ganz  allgemein 

dw  A 
Ct 
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Der  Differentialquotieut  der  wahren  Auomalio  nach  der  Zeit  t ist 
mit  dem  Quadrat  des  Radius  umgekehrt  proportional.  Ersetzt  man 
nun  r.und  dt  durch  die  bekannten  Functionen  in  9),  und  setzt  ab- 
kürzend 


so  ist 


also 


dw  — 2 . 


dti 


w = 2 . arct 


und  daher  auch 


1 -f 

I - KS  ^ I 


Bezeichnet  daher  d einen  constanten  Factor,  so  hat  man 

10  f — - — . qp 

. sin  .-  = y l + Ä;  . sin  ^ 

. cos  - ==  V l — Ä:  . cos  2 

werden  nun  diese  Gleichungen  quadrirt,  so  findet  man  den  Wert 
des  proportionalen  Factors  d in  der  Form 


Es  ist  daher 


d*  = 1 — Är  cos  if 


sin^ 

siuj  = Vl  +*  . , - ' 

^ y \ — k cos  qp 


w 


COSit 


10 


to 


cos  “ = V l—k  . , 

^ y 1 — ÄCOS  qp 

Durch  Anwendung  der  Relationen 

sinu)==2sin-  . cos  2 und  cos?t’ •=  cos-^^  — sin*  ^* 
erhält  man  hieraus  für  sinto  und  costo  drei  Werte 

cosw 


sin  w 


sin  qp 


• 1 — ^COSqp’ 


COS  (p  — k 

1 — k cos  qp 


Die  rechtwinkligen  Coordinaten  («,  y)  des  Massenpunktes  m lassen 
sich  daher  auf  folgende  Weise  in  Functionen  von  q>  darstellen:  ' 
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iT  = r COS  10  = ft(c0S  rp  — k) 
y =•  r sin  w ==»  a . Vl  — Ä;*  . sin  qp 


Die  Elimination  der  Yariabeln  q>  ans  diessen  Gleichungen  führt  non 
schliesslich  auf  die  Gleichung  der  Wegeurve  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten.  Man  hat 


Der  materielle  Punkt  bewegt  sich  somit  in  einer  Ellipse,  in  deren 
Brennpunkte  die  anziehende  Kraft  liegt.  Die  Halbaxenquadrate 
werden  durch  a*  und  a*(l  — ausgedrückt  und  die  numerische 
Excentricität  wird  durch  die  Gleichung 


flQ 


bestimmt.  Der  Winkel  q>  bildet  die  excentrische  Anomalie. 

Ich  will  noch  die  Geschwindigkeit  v durch  die  excentrische 
Anomalie  y ausdrücken.  Bekanntlich  ist 


ersetzt  mau  hier  r durch  a(l  — k cos  qp),  so  erhält  man  nach  einigen 
Umformungen 


(x  -f-  a^•)* 


1 


i/;l* 


k cos  qp 
k cos  qp 


Im  Perihel  ist 


und  im  Aphelinm 


und  daher 


t’j  1 — j—  k 


rj  1 — k 


Den  oben  angegebenen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  v in  Func- 
tion von  qp  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise: 
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so  ist 


dx  Bx  dtp  By  By  Bg) 

Bt  Bq>  ' Bt  ' Bt  B(p  ‘ Bt 

®)'+(l)' =[(!)■+ (DT  (D‘ 


Aus  den  Werten  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  (x,  y)  ergibt 
sich  aber 


somit 


Bx  . B?/  / 

— a . sin  ^ = a y 1 — k^  , cos  (p 


Bx  . /By  „ 

Öfp)  ~ ( i ~ COS*9  ) 


(!)■+  ( 


/Bcp\^ 

ersetzt  man  noch  ( ) durch 

wieder 


(- 

W ‘ 


(1  — A:COS  (p)® 


> 


SO  erhält  man 


I /jw.  1 g> 

r a ' 1 — k COS  <p 


Für  die  Flächengeschwindigkeit  A hatten  wir  den  Wert  Vfia.(l — k^) 
erhalten.  Nun  ist  aber  auch 


By  Bx 

.1  =•  X g-  - y 


Bt 


X . y 

By  By 
Bt  ' ct 


somit 


COS  (p  — . sin  go 


sm  (p  . COS  (p 


a‘  • Vl  - • W 


B(p 


ji  =r  -y/j  — ^2  ^ ^ ßQg  gjj  ^ ^ -y/ j — ^.2 


und  der  bekannte  Ausdruck  für  die  Flächengeschwindigkeit  kehrt 
wieder. 

Wir  haben  uns  im  Vorhergehenden  die  Aufgabe  gestellt,  die 
Bahn  eines  Massenpunktes  aufzufinden,  der  sich  unter  dem  Einflüsse 
einer  Kraft  frei  bewegen  kann,  welche  im  directen  Verhältniss  der 
Massen  und  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Entfernung  auf  ihn 
einwirkt,  und  haben  als  speciellen  Fall  eine  Ellipse  gefunden,  mit 
der  anziehenden  Kraft  im  Mittelpunkte.  Ich  will  nun  die  Aufgabe 
umkehren  und  sagen:  Die  Bahn  eines  Massenpunktes,  welcher  sich 
unter  dem  Einflüsse  einer  centralen  Kraft  frei  bewegen  kann,  ist 
eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a und  b]  die  Bewegung  flndet  ferner 
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in  der  Weise  statt,  dass  der  radius  vector  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Flächenräume  durchläuft.  Die  Lage  des  Kraftmittelpunktes  und  die 
Art  und  Weise  ihrer  Einwirkung  auf  den  materiellen  Punkt  soll 
gesucht  werden.  Der  Vollständigkeit  wegen  will  ich  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  hier  folgen  lassen. 

Der  Brennpunkt  F der  Ellipse  mit  den  Halbaxen  ^ und  b werden 
als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen 
Axen  mit  denen  der  Ellipse  zusammenfallen  sollen.  Bezeichnet  nun 
wie  früher  w die  wahre  und  q>  die  excentrische  Anomalie  des  be- 
weglichen Massenpunktes  (ar,  y\  so  ist 


die  numerische  Excentricität,  und  man  hat 

X = a(cos  cp  — Ä;) ; y b sin  (p 

Ebenso  kann  der  Inhalt  eines  Sectors,  der  vom  radius  vector  in  der 

Zeit  t durchlaufen  wird,  durch  — k sin  q>)  dargestellt  werden. 

Nach  Voraussetzung  ist  derselbe  nun  mit  der  Zeit  proportional. 
Bezeichnet  daher  n einen  proportionalen  Factor,  so  hat  man 

(y  — k sin  (p) 


Für  q>=  27t  hat  der  Massenpunkt  7»  die  Ellipse  einmal  durchlau- 
fen. Wird  die  ümlaufszeit  mit  T bezeichnet,  so  hat  man 


also 


. 2tc 


Setzt  man  nun  abkürzend 
so  ist 


27t 

~T 


(I  = 


27t 

Y 


fit  = ((p  - h sin  (p) 


und  die  Ableitung  (dieser  Gleichung  nach  g>)  von  / nach  9 ergibt 

^ ^ P 

dt  1 — k cos  g> 

Da  nun 

7*  ~ y -\~  y'‘‘‘  ==  a(l  — k COS  7>) 

ist,  so  hat  man  auch 
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dg)  fia 

dt  r 


Die  Winkelgeschwindigkeit  des  entsprechenden  Kreispunktes  ist  so- 
mit mit  dem  radius  vector  umgekehrt  proportional. 


Bezeichnet  auch  wieder  A die  doppelte  Flächengeschwindigkeit,  so 
kann  dieselbe  aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten  nach  der  Formel 


dg  dx 
dt  - 3'  ai- 


berechnet  werden.  Da  dasselbe  in  der  vorher  gehenden  Aufgabe  ge- 
schehen ist,  so  will  ich  hier  einen  andern  Weg  einschlagen  und 
setze 


A 


dw 


wo  nun 


dw 

dT 


zu  berechnen  ist. 


Ans 


X = r cos  w — fl(cos  g>  — k) 

folgt  einerseits 

dx  dr  . dw  a(cos  qp — k)  dr  . dw 

si  = er 7 §i  “ * ’’  ar 

und  andererseits  ist  auch 


Ersetzt  man  nun  hier 
so  erhält  man 


dx  , dg> 

dl  — - » sm  9>  . 


nd 


d(p  , , o®  l*>k  sin  <p 

g“  resp.  durch  


dt  r»  • 


Wird  nun  diese  Gleichung  mit  r*  multiplicirt,  so  folgt 

A = . y (1  — A;*) 

Die  Geschwindigkeit  wird  nach  der  Formel 


berechnet.  Nun  ist 
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und  daher 


dx 

ei 


dtp 

l/COSq)  . ^ 


ah  jLtCOS  (p 
r 


1c  COS  (p 

V — fia  y I ^ i:  giQ  fp 


Bezeichnet  wieder  g die  Beschleunigung,  und  sind  gx  und  gy  deren 
Componenten,  so  hat  man 


e^x 

X 

9x  = 

ew  ^ 

,.2  • 

r 

. COSMJ 

y 

p^ 

üu~ 

r 

= —T~ 

. sintü 

weil  nun  

ö = ^/gx^  + 

so  erhält  man  für  die  Beschleunigung  den  Wert 


Aus  den  für  gx,  und  g,j  erhaltenen  Ausdrücken  erkennt  man,  dass 
die  Beschleunigung  des  Massenpunktes  m längs  des  ganzen  Weges 
nach  dem  Brennpunkte  gerichtet  ist.  Da  nun  aber  die  Beschleuni- 
gung auch  die  Richtung  der  Kraft  angibt,  so  ist  klar,  dass  der 
Brennpunkt  f auch  als  Sitz  der  Kraft  betrachtet  werden  muss.  Der 
absolute  Wert  derselben  ist  daher 


K = 2 ~ 

Bezeichnet  ferner  M die  Masse  des  anziehenden  Körpers  und  ist  d 
ein  proportionaler  Factor,  so  hat  man  auch 

d . M = = (27t)^  . ^ 

und  man  erkennt,  dass  der  Quotient  ^ für  ein  System  beweglicher 

Massenpuukte  eine  constante  Grösse  ist.  Daher  gilt  hier  die  Pro- 
portion 

7«  : ==  a^: 


2}  fl<0. 

Da  hier  die  willkürliche  Constante  a einen  neg.  Wert  hat  , so 
ersetze  man  a durch  (— a'),  wo  a'  pos.  aufzufassen  ist.  Lässt  man 
bei  a*  den  Accent  wieder  fallen,  so  ist 
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und 


1 = !. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

aA^ 


r*  2ar  — 


0 


seien  wie  früher  mit  a und  ß bezeichnet  Für  dieselben  ergeben 
sich  die  Werte 


^ = -a.([/l+g+l) 


Beide  Wurzeln  sind  reell;  « ist  pos.  und  ß neg.  und  zugleich  ist 
mod.  ß a.  Dasselbe  zeigen  auch  die  Relationen 

a + /^  = — 2a;  ct  . ß — 

r* 

Man  ersetze  nun  die  neg.  Wurzel  ß durch  (—/?'))  zugleich  sei 

p = 1 + — 

‘ (la 

Lässt  mau  bei  ß'  den  Accent  wieder  weg,  so  hat  man 

a — a[k  — 1 ) ; /3  *=»  a (A* -f- 1) 
aA^ 

T' 

A^  ful  . {k^ 1 ) 


aß 


ß — a = 2a 


Ferner  is( 


dr 

dt 


;•  + (5) 


und  daher  muss  beständig  »♦  > a sein.  Um  auch  hier  zu  einer  passen- 
den Substitution  für  die  Variable  r zu  gelangen,  ersetze  man  im 
dr 

Ausdrucke  für  die  Constante  A^  durch  /iAa(Ä:*  — 1).  Weil  dann 


dr 

di 


a^k^ 
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SO  ist  es  aogezeigt, 
und 


(l+“)  durch 

r a{k  COf  9 — 1) 

dr  / — q) 

dt  ~ 


zu  ersetzen. 


Dann  ist 


Da  der  tiefste  Wert  von  r gleich  «,  oder  gleich  a(^~  1)  ist,  so  be- 
ginnt die  neue  Variable  tp  bei  null  und  durchläuft  von  hier  an  alle 
pos.  Werte.  Aus  der  Gleichung 


folgt  aber  auch,  dass 
ist  und  daher 


r ■=>  a(A;C0f  (jp  — 1) 


dr 

dt 


= ak  ftn  gp 


1 

r 


da> 

Die  Winkelgeschwindigkeit  tt;  ist  daher  mit  dem  Leitstrahl  umge- 

ot 

kehrt  proportional.  Für  das  Differential  der  Zeit  erhält  man  nun 
den  Wert 


dl  = 


(/j  cos  ff  — 1)  dtp 


und  die  Integration  ergibt  sofort 


{k  sin  gp  — gp) 


Der  Mittelpunkt  der  Kraft  werde  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensysteins  gewählt,  dessen  positive  Richtung  der  a:-Axe 
durch  den  Punkt 

(gp  = 0,  ?•  = (fc — l)a 


geht.  Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  (a;,  y)  des  Masseupunktes 
hat  man  wieder 

X = r COS  ir ; y r sin  ic 


Aus  dem  bekannten  Ausdrucke  für  die  doppelte  Flächengeschwin- 
• digkeit 


erhält  man 


^ _ Vpa(k^—  1) 
dt 
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Ersetzt  man  hier  dt  und  r®  resp.  durch 
a^(k  cof  q)  — 1)^  so  erhält  man 


(Ajcofg)-'  l)d(p 


und 


dto  z=  Vl  — Jc^ 


dq> 

k cof  (p  — 1 


und  die  Integration  dieser  Gleichung  führt  auf 


also 


) 


. tang  ^ 


Bezeichnet  auch  hier  d einen  constanten  Factor,  so  gelten  die  Glei- 
chungen 


Erhebt  man  beide 
daher  ist 


^ 10  , ® 

d . Sin  2 = y 1 +A:  . ftn  2 

xo  / . . <P 

d . co8*j  z=yk  — 1 , |co)  ~ 

Gleichungen  in's  Quadrat  und  addirt,  so  folgt 
d = cof  (p  — 1 


. xo  , 

sm^  — 
w 

cos  2 — 


- 9 

1in2 


V(Ä;  cof  q>  — 1) 
"Vik  cof  <p  — 1) 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  nun  mit  Hülfe  der  bekannten 
Kelationen 


1 — cos2<?  . l4-cos?<; 

.J— = sin*2’  —2 


C0s2 


xc 


COfy  — 1 _ r-  2^ 

2 2 ’ ' 2 ' 


cop| 


für  sin  24)  und  cosip  schliesslich  die  Werte 
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Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lassen  sich  nun  die  Coordinaten  des 
Massenpuuktes  auf  folgende  Weise  darstellen: 

a;  = r COS  w ^ a (coj  qp  — k) 
y = r sin  w <=•  a — 1 . fiu  qp 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  Gleichungen  die  Variable  qp,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  der  Wegcurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
in  der  Form 

(x  + ak)^  y* ^ ^ 

a»  — 1)2 


Wenn  daher  die  ursprüngliche  Constante  a einen  endlichen,  nega- 
tiven Wert  hat,  so  ist  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  eine  Hy- 
perbel, in  deren  pos.  Brennpunkte  der  Mittelpunkt  der  anziehenden 
Kraft  liegt.  Die  Hauptaxe  derselben  ist  gleich  dem  absoluten  Werte 

von  a,  während  die  Nebenaxe  b durch  aVk^  — 1 bestimmt  wird. 
Die  numerische  Excentricität  ist  gleich  der  positiven  Quadratwurzel 


aus 


und  ist  beständig  grösser  als 


1. 


Für  1 < A;*  < 2 ist 


auch  i a ; ist  aber  k^  = 2,  so  ist  & = a und  die  Hyperbel  geht 
in  eine  gleichseitige  über.  Ist  endlich  k^  ^ 2,  so  ist  auch  b'P'  a. 


3)  a = 00. 


Weil  in  diesem  Falle  als  verschwindend  klein  betrachtet 

2a 

werden  kann,  so  nimmt  der  Ausdruck  für  y*  die  Form 


r 


an.  Die  Geschwindigkeit  ist  daher  mit  der  Quadratwurzel  aus  der 
Entfernung  r umgekehrt  proportional.  Ebenso  erhält  man  für 
Br 

^ , wenn  dort  a =oo  gesetzt  wird,  den  Wert 


und  es  muss  daher  beständig  ^ ^ angenommen  werden , wenn 
eine  reelle  Bewegung  entstehen  soll.  Der  tiefste  Wert,  den  r an- 
nehmen  kann,  ist  Man  setze  nun 

’ 2fi 
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r 


1' 

2^t 


Die  neue  Variable  (p  wächst  nun  von  0 bis  zum  pos.  Unendlichen, 
Die  Substitution  ergibt 

dr  fin  q> 

äl  ^ * "T" 


Die  Ableitung  von  r nach  t ergibt  aber  auch 


ör  . ..  Stp 

gt  = --  . coi » . fin  9. . 


und  diese  beiden  Ausdrücke  für  führen  auf  den  Wert  von 
Man  erhält 


??  2/^*  - = l/  ^ 

dt  r 2r* 


Die  Ableitung  von  q>  nach  t ist  somit  mit  der  Quadratwurzel  aus 
der  dritten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional.  Für  <U 
erhält  man  aus  obiger  Gleichung  den  Wert 


Nun  ist  bekanntlich 
also  ist  auch 


dt  = 2^  . coi  tp^dtp] 
cof(p  = •Kc’’+ 


und  somit 


C0(3(p 


= ^2»  + 3 (e»  + e-v) 

= |s  (cofS?)  + 3 co(  <f),  I 


) 


dt 


A3 

* 


(Co(3t^  + 3cof  <p)dq) 


Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  nun  auf  den  Wert  von  t in 
der  Form 


t 


a • (ifinV  + Stin?) 


Der  Kraftmittelpunkt  werde  nun  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Cüordinatensystems  gewählt,  dessen  a;-Axe  durch  das  Perihel  der 
Wegcurve,  also  durch  den  Punkt 
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geht.  Wenn  der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  r mit  der  pos.  «-Axe 
bildet,  mit  w bezeichnet  wird,  so  hat  man 


und 


X — rCOStf';  y «»=  rSinto 

dw 

Vt 


A 9 1 

.4  = r*  2,7  also  dv3  =z  —^dt 


Ersetzt  man  wieder  dt  und  r*  durch  die  oben  dargestelUen  Functionen 
in  9,  so  folgt 

2</9 

dw  = — f — 

cof  9 

oder 


dw  =»  4 . 


d . lang  ~ 


1 + tan  0*1 


also 


w = 4 arctg  ^tong^^ 

Ist  d wieder  ein  proportionaler  Factor,  so  gelten  die  Gleichungen 


...  ..  w . q> 

d . sm  ^ — pH  2 *,  rf  . cos  j « cof  ^ 


und  die  Elimination  von  w aus  diesen  Gleichungen  führt  auf  den 
Wert  von  d in  der  Form 


Daher  ist 


d = Vcof 


sin 


w 


^«2 


w 


cof: 


<P 


^ Vcof  9 ’ 4 ycof  9 

Aus  diesen  Werten  findet  man  ferner 


sing 


w 2)iH9 
cc 

filt  <p 


w 1 

cof  (p  ’ 2 cof  <p 


sinu>  -=»  ; cos  to 

cof^9  ^ 


1 — fin^g> 

cofV 


und  daher  ist  auch 


yl* 


X — r cos  ~ 2^  • (^  — 
g = r Sill  w « — jm  9 
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Die  Elimination  von  q>  aus  diesen  2 Gleichungen  führt  nun  auf  die 
Gleichung  der  Wegcurve  in  der  Form 


Die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ist  somit  eine  Parabel,  in  deren 
Brennpunkte  die  anziehende  Kraft  liegt.  Der  Parameter  ist  gleich 
24* 

, also  mit  dem  Quadrate  der  doppelten  Flächengeschwindigkeit 


proportional  und  der  Brennpunkt  wird  durch 


TT-  bestimmt. 
2/1 


"Wir  sind  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  angelangt,  und  es 
bleibt  jetzt  noch  der  Fall  zu  behandeln  übrig,  wo  die  wirkende 
Kraft  nach  dem  Newton’scheu  Gesetze  abstossend  auf  den  beweg- 
lichen Massenpunkt  einwirkt. 


h) 


r(o  = ^2  i /(»•)  = - 


hM 


Setzt  man  auch  hier  abkürzend 

fl  — nM 


SO  erhält  man  nach  der  allgemeinen  Formel  für  die  Geschwindigkeit 
V den  Ausdruck 


V 


1 


r 


und  man  erkennt,  dass  nur  pos.  Werte  von  B in  Betracht  kommen 
können.  Wenn 


B = 


a 


gesetzt  wird,  und  für  die  Coustante  a das  pos.  Unendliche  ausge- 
schlossen wird,  so  hat  man 


und 


Sind  nun  a und  ß die  Wurzeln  der  Gleichung 


so  hat  man 


2ar 


aA^ 


Arch.  d.  Math.  o.  Phya.  2.  T.  XVI. 


0 


27 
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und 


« = a.(l  + 

^““•0  “ 


a . |3  ■=•  — - 


aA^ 


u -|“  ß ==  2ö 


Beide  Wurzeln  sind  reell;  ct  ist  pos.  und  ß ist  neg.  und  mod.^<[a. 
Ersetzt  man  auch  ß durch  (—ß')t  wo  ß*  pos.  zu  verstehen  ist  und 
lässt  bei  jS'  den  Accent  wieder  fallen,  so  erhält  man,  wenn  noch 
abkürzend 

= 1 + — 

' afi 

gesetzt  wird 

/Y  = a(l  + Ä:);  ß -=  a{k  - 1) 


aß 


aA^ 


a 


ß = 2a 


Für  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit A erhält  man  hier  den  Wert 

A^  = fia(k^—  1) 


Weil  jetzt 


dr 

Fi 


ist,  so  muss  r längs  des  ganzen  Weges  die  Bedingung 

r ^ a 

erfüllen.  Ersetzt  man  A*  durch  1),  so  hat  man  auch 


dr 

Fi 


(a\  ak  . 

1 — - ) durch  —CO]  (p  zu  er- 
setzen, also 

r = a(l  -f-  ^icof(p) 

anzunehmen.  Der  tiefste  Wert  von  r liegt  bei 

a = a,(fc  -f-  1) 

Die  neue  Variable  gr  beginnt  daher  bei  null  und  durchläuft  von  hier 
an  die  ganze  pos.  Hälfte  der  Realitätslinie.  Mittelst  dieser  Sub- 

Sr 

stitution  geht  nun  ^ in 
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er 

a7 


/ — k fin  (p 

==  y . 

r 


Über.  Wird  ferner  die  Gleichung 

(r  = rt  (1  Cü  j fp) 

nach  t abgeleitet,  so  erhält  man  auch 


r> 

er 


1 

g-  - ak  fin  <p  . 57 


Ot 


r\ 

er 


und  die  Elimination  von  ^ aus  diesen  beiden  Gleichungen  fuhrt  auf 


1 

r 


Die  Ableitung  von  tp  nach  der  Zeit  t ist  somit  mit  dem  Radius  um- 
gekehrt proportional.  Weil  nun  auch 


(1  -j-  Ä;C0j  cp)  (lq> 


SO  führt  die  Integration  dieser  Gleichung  auf  die  Zeit  t in  Function 
der  Variabein  9.  Man  hat 


t = 

Der  Mittelpunkt  der  wirkenden  Kraft  werde  wieder  als  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  Rich- 
tung der  «-Axe  durch  das  Perihel  der  Wegeurve  geht,  wo  also 

r = a(l  -f-  Ä:)  ist. 

Sind  (x,  y)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Masseupunktes 
m und  ist  w der  Winkel,  den  der  Leitstrahl  mit  der  ac-Axe  bildet,  so 
hat  mau 

X = rCOS  w;  y — r sin  ir;  aw  r=i  ^ dt 


n- 


{cp  + Je  fin  9) 


Setzt  man  auch  hier  wieder  für  r und  dt  die  oben  gefundenen  Werte 
in  q>  ein,  so  folgt 


Weil 


dep 

1 cof  9 


cof(p  -=  coj2|  + fin‘^  I 


27* 
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ist,  und  1 durch  cof*^  ersetzt  werden  kann,  so  hat  man 

auch,  wenn  abkürzend 


gesetzt  wird, 
also 

und  somit  ist 


qp 

• taug ,, 


du 


2 . 

1 


dw  = 

?<>  = 2 . arctg  u 


tg 


cp 

taug  2 


Bezeichnet  <l  einen  proportionalen  Factor,  so  gelten  die  Gleichungen 


, w , qp  w , — — . cp 

d . sin  - = yÄ:  - 1 . )Ul  - ; d . COS-  = V k I . CD)  ^ 

und  die  Elimination  von  «•  ans  diesen  Gleichungen  führt  auf  den 
Wert  von  d in  der  Form 


Daher  hat  man 


d — V(^'  Cüf  9>-{-  1) 


<P 


w 


Sin  2 


Vic  — 1 


l/(A:CDiqp  + i‘) 


GOS^^  = • 


'2 


>/(A  CD)  qp  + I) 


folglich  auch 


sin  w 


V^—i 


[^9 

Ä;C0)  9 + 1 ’ 


cosw  = 


h -|—  CD),'  Cp 
A;CD(  9 + 1 


Die  rechtwinkligen  Coordiuaten  des  Massenpunktes  lassen  sich  daher 
auf  folgende  Weise  als  Functionen  von  9 darstellen: 

X ~ a(coj  9 + ^’) ; g = CI  V F“  — i . fiu  cp 

die  Gleichung  derWegeurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher 

(x  — aky  _ ^ ^ 

— 1)2  ” 
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Die  Bahn  des  materiellen  Punktes  ist  also  eine  (Ellipse)  Hyperbel 

mit  den  Halbaxen  a nnd  a — 1,  in  deren  neg.  Brennpunkte  die 
wirkende  Kraft  liegt.  Die  numerische  Exccntricität  k ist  gleich  der 

pos.  Quadratwurzel  aus  (^1  r den  Wert  V/‘2,  wenn 

A y (xa  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  Bahn  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel mit  den  Halbaxen  a. 


3)  Die  Kraft  ist  dem  Kubus  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional. 


11  mM  ^ 

a)  K = > f (0 


—,.2;  /■(>•) 


i-:* 


g ^ — 


nM 


Wenn  auch  hier  abkürzend 

hM 

gesetzt  wird,  so  lässt  sich  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  durch 
die  Formel  ausdrücken 


Die  Constaute  B darf  mit  Ausschluss  des  Unendlichen  die  ganze 
Realitätslinie  durchlaufen.  Es  sind  demnach  folgende  drei  Haupt- 
fälle zu  unterscheiden: 

1) 

2)  B 

3)  /^  < 0 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  wo  B einen  pos.  Wert  hat. 


1)  i?>0 

Ist  B eine  pos.  Zahl,  so  oxistirt  v für  alle  reellen  Werte  von 
r,  r = U und  r cc  nicht  ausgeschlossen.  Ist  r = co , so  darf  man 
in  tiefster  Näherung  = B setzen  und  die  Constaute  B stellt  so- 
mit das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  unendlicher  Ferne  dar. 
Für  die  Ableitung  von  r nach  / erhält  man  den  Ausdruck 

?r  1 _ - - — 

dt  ^ ~ 
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Da  nun  B pos.  ist,  so  hängt  die  Realität  von  vendemWerte 

von  — ab.  Es  ist  daher  angezeigt,  hier  drei  Unterabtei- 
lungen zu  unterscheiden,  je  nachdem  der  Ausdruck  (p.*— A*)  positiv, 
negativ  oder  null  ist. 


a)  — A*  ^ 0;  A fl 


Da  in  diesem  Falle  auch  für  alle  pos.  Werte  von  r reell 

ausfällt,  so  muss  die  Wegcurve  in’s  Unendliche  reichen  und  weil 
für  ein  pos.  dt  auch  dr  pos.  ausfällt,  so  nimmt  mit  wachsender  Zeit 
auch  die  Entfernung  vom  Kraftmittelpunkte  zu.  Im  Unendlichen 
dr 

bekommt  ^annähernd  den  Wert  stimmt  also  hier  mit  der 


Geschwindigkeit  v überein.  Man  führe  nun  folgende  Abkürzungen 


ein : 


dann  ist 


B = 


A = he\  fi*  — 


Da  im  allgemeinen 


durch  ^2  yiMf (r)  + ^ j ausgedrückt 


wird,  so  steht  es  frei,  g-  durch  die  negative  Quadratwurzel  aus 
diesem  Ausdrucke  darzustellen  und  also 


0r 

dt 


+ B 


anzunehraen.  Ersetzt  man  nun  hier  (fi^  — A*)  und  B durch  die  oben 
angegebenen  Ausdrücke,  so  hat  man 


dr 


ct 


ä h 


,.2 


Wenn  dt  einen  pos.  Wert  hat,  so  ergibt  diese  Formel  für  dr 
einen  neg.  Wert;  daher  ist  mit  zunehmender  Zeit  der  Leitstrahl  im 
Abnehmen  begriffen.  Man  führe  nun  mittelst  der  Gleichung 


a b 

die  neue  Variable  q>  in  die  Rechnung  ein. 
in  cofep  übergeht,  so  folgt 


Weil  dann 


+ 1 
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also 


ör 


c C0f<p 


dr 

C C0(  (p 


Aus  dem  Ausdrucke  für  r folgt  aber  auch 


dr  — 


ab 


coj  (p  . dtp 


Setzt  DiaQ  DUQ  diesen  Wert  für  dr  io  die  Gleichung  für  di  ein,  so 
folgt 

ab  dtp 
c ' \h\*i(p 


und  man  erkennt  aus  dieser  Gleichung , dass  mit  wachsender  Zeit 
auch  die  Variabele  tp  im  Zuuehmen  begriffen  ist.  Wenn  q)  von  0 
an  bis  zum  pos.  Unendlichen  ansteigt,  sinkt  die  Variabele  r vom 
pos.  Unendlichen  fortwährend  bis  auf  null  herab.  Nun  ist  aber 


und  somit 
folglich 


d-  cotang  (p 


dtp 

fin  '^tp 


ab  ^ , 

dt  = — — d . cotang 

c 


t = — — . cotang  tp  -\-C 
c 


wo  C die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Nimmt  man  nun  an, 
dass  mitjqp  = oo  die  Zeit  t gleich  null  sein  soll,  so  muss  die  Con- 

stante  C den  Wert  — haben;  in  diesem  Falle  ist  dann 


ab 

cotang  qp) 

Nun  ist  aber 

ftn  qp  ==  - cos  (p  = y 1-r  ,.2  » 

also  cotang  qp  = ^ 

somit  hat  man  auch 

Für  r = 0 ist  auch  t = Ü und  der  Zeitanfang  liegt  somit  im  Ur- 
Sprunge.  Für  r uV  ist  annähernd  auch  / = — y,  wird  somit  auf 
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dieselbe  Art  unendlich  wie  der  Leitstrahl  r.  Da  der  obige  Ausdruck 
für  t für  r ]>  0 beständig  neg.  ausfällt,  so  gibt  diese  Gleichung 
den  neg.  Wert  der  Zeit  an,  welche  der  Körper  m braucht,  um  vom 
Punkte  r seiner  Bahn  nach  dem  Kraftmittelpunkte  als  dem  Ende 
der  Wegeurve  zu  gelangen.  Nehmen  wir  diese  Zeit  pos.  an,  so  ist 


Ferner  ist 
also 


ab 


• - 0 


- — = A ==  hc 
dt 


dt 

dw  = bc  . 


Ersetzt  man  wieder 
<Pf  so  folgt 

also 


dt  und  durch  die  bekannteu  Functionen  in 

adle  *=  d(p 
(p  aw 


Die  Variable  ist  somit  mit  dem  Winkel  w direct  proportional. 
Um  die  Wegeurve  in  unendlicher  B’erne  beurteilen  zu  können, 
beachte  man,  dass 


ist.  Setzt  man  nun  diesen  Wert  von  dt  in  die  Gl.  für  dw  ein,  so 
folgt 

dw  =■  — b , 


und  diese  Gleichung  geht  für  r *=  oo  in  die  andere 


über,  aus  welcher 


dto 


— b 


dr 


w 


b 


r 


folgt.  Die  bei  dieser  Integration  auftretende  Constante  muss  den 
Wert  null  haben,  weil  für  r —cc  der  Winkel  w?  annähernd  gleich  null 
sein  muss.  Für  ein  sehr  grosses  r ist  es  daher  erlaubt,  w durch 
siiiiü  zu  ersetzen  und  da  bekanntlich  rsin^r  den  Abstand  des  Massen- 
punktes von  der  ar-Axe  angibt,  so  hat  man  für  die  Wegeurve  in  un- 
endlicher Ferne  die  Gleichung 
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r sin  w ^ b 

Dieselbe  läuft  daher j in  der  Entfernung)  h mit  der  a*-Axe  parallel 
und  y =>  b ist  die  Gleichung  der  Asymptote.  In  unmittelbarer  Nähe 
von  ?•  = 0 sind  sowol  cp  wie  w unendlich  gross;  weil  dann  fiuqp 
annähernd  durch  dargestellt  werden  kann,  so  nimmt  hier  die 
Gleichung  der  Wegeurve  die  Form 


an,  hat  daher  Aehnlichkeit  mit  eiucr  log.  Spirale.  Im  allgemeinen 
aber  hat  die  Gleichung  der  Wegeurve  die  Form 


r == 


Sin 

ab 


Setzt  mau  hier  der  Reihe  nach  lo  = tt,  2n:,  Stc,  4n:,  so  crhäl  c man 
die  Durchschuittspunkto  der  Curve]  mit  der  x-Axe  in  der  Form 

:z  'in 


ab 


ab 


ab 


ab 

- etc.;  setzt  man  aber  w 


sin  alt  siu!2a;r’  sin  SaTc’sin  4an? 

* • 

ab  ab  a,b 

‘i  a 7t 


etc.,  so  geben  die  Werte  von 


. U7t 

Sin  sui  — 


. :^a.7t  t.-ri 

Sin  „ Sin  - - 
2 J 


etc 


die  Durchschnittspunkte  auf  der  y-Axe  au.  Ersetzt  man  ferner  in 
der  Gleichung  für  die  Grössen  und  B resp.  durch  b^c^(l-j-a^) 

aH'^ 

. o"'  und  c*,  so  erhält  man  aueh 
sin^g) 


V — - T/(i  -|-  rt“*)  cos  a'^io  — 1 


Für  einen  sehr  kleinen  Wert  von  w,  also  in  sehr  grosser  Ferne, 
kann  daher  die  Geschwindigkeit  durch  c dargestellt  werden.  Ist 
dagegen  w pos.  sehr  gross,  und  der  Massenpunkt  in  der  Nähe  des 
Kraftmittelpunktes,  so  ist  annähernd 

V — — — =—  . e"**’ 

2a 

wird  somit  unendlich  von  der  Form  Die  Zeit,  welche  der  Körper 
m braucht,  um  vom  Punkte  (r,  w)  seiner  Balm  nach  dem  Ursprünge 
zu  gelangen,  kann  nach  Früherem  durch 

ab 

t z= . (cotaill’^  rjr  -■  j) 

c 


dargestellt  werden.  Wenn  man  hi  r i:  ter  einem  Umlaufe  die  Zeit 
versteht,  welche  der  Körper  m brr  cht,  um  von  einem  Durch- 
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gangspankte  durch  die  x-Axe  bis  zum  entsprecbendon  nacbfolgonden 
zu  gelangen  und  die  Umlaufszeit  mit  T bezeichnet,  so  erhält  man 
dafür  den  Ausdruck 


T 


ah 

c 


(cotang  n an  — cotang  (n  + 1)  ay) 


Wenn  eis  ein  Element  der  Wegcurve  bezeichnet,  so  hat  man 

(rf.v)2 

nun  ist 


r 

r dw  = - dw 
a 

und  somit 


dr 


— ah 


CO)  <pdq> 
)in*(p 


{ds)^ 


(g8-f 

fin*<p 


1 

(a*+|l)  CofV 


2 


Setzt  mau  nun  abkürzend 


und  führt  mittelst  der  Substitution 


-S'(u)  = 


COSjqp 


die  neue  Variable  in  die  Rechnung  ein,  so  ist 

l)cofV  “ ~ S{u) 


und  daher 


Ferner  ist 


und  daher 


i__L  1 
tof  1 — 1 = 


{o*+l)i2  . COijV  _ JJ^2  _ 


fin^9> 


CD  du  . 

)lU(prf<p  = = dtp  = - 

b /)*(^^) 

ds  =»  — 7 . , — r du 

k C*  {w) 


CKn) 

D du 


Wenn  tp  den  Wert  0 hat,  so  ist  u ^ K und  für  g)  = oo  ist  « = 0. 
Wenn  daher  die  Variable  tp  die  Werte  von  0 bis  zum  pos.  Unend- 
lichen durchläuft,  sinkt  u fortwährend  von  K auf  null  herab.  Zu 
<Pi  gehöre  u^\  dann  lässt  sich  die  Länge  des  Bogens  vom  Ursprünge 
bis  zum  Punkte  durch  das  Integral 


Bigler'.  Bewegung  eines  Punktes  unter  einer  Centialkrafl. 


427 


w. 


__  b f DH 
~ ic'j  c\ 


DHu) 

u) 


du 


darstellen,  Bekanntlich  ist  nun  aber 

\ 

1 £* 

a«  V c j c’^  ^ 


folglich  auch 


n. 


i f {Lif  )-■>■+ 


also 


b /S{uy)  D(u^) 


-u 


E am  M,  -j-  wj  ^ 


Der  Inhalt  der  infinitesimalen  Fläche,  welche  der  radius  vector 
in  der  Zeit  dt  durchläuft,  kann  durch 


r*  dw 


dargestellt  werden.  Ersetzt  man  hier  r*  und  dw  durch  die  bekannte 
Functionen  in  <p,  so  erhält  man 


dS 


ab^  dtp 


iftltV 


Wird  nun 


dq> 


durch  — d . cotang  cp  ersetzt,  so  folgt 


flS  ==  — 


ab^ 


^ . cotang  cp 


und  daher  ist 


X 

P 

S = / d . cotang  cp 

•ft 

ab\  , 

•=  (cotang  (Pi  = l) 


Wird  aber  von  <pi  bis  tp^  integrirt,  wo  <p,,  > g>i  ist,  so  hat  man 


ab^  ^ 

^ —(cotang - cotang  y„) 
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ß)  A^~ 

lu  diesem  Falle  ist 

* “ ,.r  + 


■=  a 

i 


und 


dr 

dt 


VB 


Fassen  wir  hier  dt  pos.  auf,  so  muss  dr  neg.  sein,  und  man  erkennt 
sc.  on  hieraus,  dass  sich  der  materielle  Punkt  m mit  wachsender 
Zeit  dem  Kraftmittelpunkte  nähert.  Die  Integration  obiger  Diffe- 
rentia  gleichung  ergibt 

r = — Vb  . t + Const. 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  setze  man  fest,  dass  mit  r =--•  0 auch 
i ==  0 sein  soll;  da  unter  dieser  Annahme  die  Constante  den  Wert 
null  haben  muss,  so  ist 

r = — y B . i 

Die  Z(it,  welche  somit  der  materielle  Punkt  m braucht,  um  vom 
Punkte  (r,  w)  seiner  Bahn  nach  dem  Kraftmittelpuukte  zu  gelangen, 
ist  dem  radius  vector  direct  proportional  und  lässt  sich  durch 
r 

-r-  (larstellon.  Für  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Bahn  wird 

in 

dali;  r die  Zeit  auf  gleiche  Weise  unendlich  wie  der  Leitstrahl. 


Die  doppelte  Flächongeschwindigkeit  A ist  auch  hier 
aber  A = ft  ist,  so  hat  man 

dvy  fl 

dt 

dr 

und  weil  dt  = - — ist,  so  ist  auch 


dw  = 


fl  dr 


Wenn  dr  pos.  ist,  so  muss  die  neg.  sein.  Mit  abnehmendem  r ist 
daher  der  Winkel  w im  Wachsen  begriffen.  Aus  obiger  Gleichung 
folgt,  dass  allgemein 


w = 


^ . 
\fB 


ist.  Wenn  aber  für  r = oo  der  Winkel  w verschwinden  soll,  so 
muss  die  Constante  6 als  null  angenommen  werden,  und  es  ist  daher 


I 

I 
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w 


u 


1 


r 


Der  Winkel  w ist  daher  mit  dem  reciproken  Werte  des  Radius 
direct  proportional.  Weil  auch 


’ yß  ■ IV 

ist,  so  erkennt  mau,  dass  die  Wegcurvc  vom  Unendlichen  herkom- 
mend spiralförmig  den  Kraftmittelpunkt  umgibt  und  sich  demselben 
in  immer  enger  werdenden  Windungen  stetig  nähert.  Ersetzt  man 
in  dem  Ausdrucke  für  die  Zeit  den  Radius  durch  die  gefundene 
Function  in  w,  so  hat  man  auch 

__A  1 

^ ~ ß'  to 


Wenn  r sehr  gross  gewählt  wird,  so  muss  tv  sehr  klein  sein  und 
kann  daher  annähernd  durch  siiur  dargestellt  werden.  Da  nun  aber 
rsin  ?(’  den  Abstand  des  materiellen  Punktes  von  der  rr-Axe  darstellt, 
welche  mit  y bezeichnet  werden  soll,  so  lässt  sich  die  Wegeurve  in 
unendlicher  Ferne  durch  die  Gleichung 

A 


darstellen.  Dieselbe  läuft  daher  im  Unendlichen  in  der  Entfernung 


-T=  mit  der  a-Axe  parallel.  Wenn  nun  der  materielle  Punkt  vom 

Vb 

Unendlichen  herkommend  sich  spiralförmig  dem  Mittelpunkte  nähert, 
so  findet  der  erste  Durchgang  durch  die  x-Axe  für  w = tc  statt,  und 
hier  ist 

A 1 


und 


71 


7t 


Um  den  neg.  Durchgangspunkt  durch  die  x-Achse  zu  erhalten, 
hat  man  in  der  allgemeinen  Formel  lo  durch  zu  ersetzen.  Für 
diesen  Punkt  hat  man 

A 1 


r 


n — 


n . 7t 
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_ A 1 
B * nn 

und  ^us  diesen  Werten  folgt,  dass 


r«+i  = 


n 


I « • r« 

n 


ist.  Wenn  ferner 


n-|-l 


* Ul 


Dn  = r«  -f-  Tn  1-1  und  Tn  = Ut  — tn\2 
bezeichnen,  so  hat  man 

d 2t»— |-  1 


Du  — 


und 


folglich  auch 


'In 


w(nH-l) 

A ^ 

2nVB‘  wOi+1) 


n . — w(2n  + 3) 

~ (w-f-2)(2n+l)  * 


n 


Das  Wegelement  tls  wird  bekanntlich  durch  die  Gleichung 

fh  — dr^ -\- [r dto)^ 

bestimmt  Ersetzt  man  hier  dr  und  r durch  die  bekannten  Func- 
tionen in  M),  so  erhält  man 


ds 


A / r ■„  dxO 

= . yi-fto*  . ~ 


Vb 


und  wenn  ferner  w = fin  tp  gesetzt  wird,  so  ist 


. cotangV:  <1<P  + :A-  (l+ 


und  daher 


ds  = :^d  . (<p  - cotong  (p) 


Die  Länge  der  Wegcurve  vom  Punkte  (pj  bis  zum  Punkte  lässt 
sich  daher  durch  die  Formel 

’ “ ^ + ~ wtoiig ».„)•) 
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aosdrücken.  Führt  man  hier  die  ursprüngliche  Variable  w wieder 
in  die  Rechnung  ein,  indem  man  q>  durch  log(Vl ““4 


cotang  q>  durch 


Vi+ 


w* 


w 


ersetzt,  so  hat  man 


ji 


■ (log 


Vl  -f-io,*  + iCi 


»f n ^ V'l  V 1 + 1^' 


Wi 


Der  Inhalt  des  kleinen  Scctors,  welcher  vom  radius  vector  in  der 
Zeit  dt  durchlaufen  wird,  ist  bekanntlich  Wird  nun  hier  dw 

u dr 

darcb  - . -i,  so  erhält  man  dafür  den  Ausdrack 


V b • -•*’ 


j f 

2rB'J 


r 

dr 


2^B 


. r 


Die  Inhalte  der  Sectoren  sind  somit  mit  dem  Leitstrahl  direct  pro- 
portional. Ersetzt  man  r durch  ^ B so  hat  man  auch 

S — ( — -*  - 

* ~ 2 21i'  W 


Wenn  nun  hier  w zuerst  durch  n . 2n  und  dann  durch  (n  + 1)  . 27t 
ersetzt  wird,  so  hat  man 


— o r>  * 


2Z?  71  . 2n 


und 


— 

5n+l  o />  * 


2B'  (ti-J-1)  . 27T 


und  daher  gilt  hier  die  Relation 


71 


7l-f-l 


. Sn 


Bezeichnet  man  ferner  die  Differenz  {Sn  — Ä»+i)  mit  Jn<,  so  folgt 


•At  — A n ' 


4n  B 7i(n-|-l) 
und  wir  erhalten  zwischen  Jn  und  »/«4-1  die  Beziehung 


n 


‘^»+1  — „_|_2  • 
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y)  f**  — <0,  .4  > ftT’ 

Weil 

f)r  1 / - - - - _ - — 

8«=;- 


so  hängt  die  reelle  oder  imaginäre  Beschaffenheit  der  Bewegung  von 
dem  pos.  Werte  von  — ab,. und  es  ist  einleuchtend,  dass  die 


Realität  der  Bewegung 

,2> 

B 

- verlangt 

die  Abkürzungen 

fz«. 

b'^i  Ji  ^ < 

li  — 

ein,  so  folgt,  da 

A'i  - 

->**  = 

= 

= t 

ist,  dass 

8r 

0 ] 

dt 


ist.  Der  tiefste  Wert,  den  r anuehmcn  kann,  ist  ab^  und  weil  hier 
Bt 

verschwindet,  so  zeigt  derselbe  die  Minimumseigenschaft  an.  Von 

diesem  Minimum  au  darf  nun  r fortwährend  wachsen  bis  zum  pos. 

07* 

Unendlichen,  wo  g-  den  Wert  c erreicht  hat.  Wenn  dt  pos.  auf- 
gefasst wird,  so  muss  auch  dr  pos.  sein  und  man  erkennt,  dass  mit 
wachsender  Zeit  auch  r im  Wachsen  begriffen  ist  Im  Unendlichen 

ab 

ist  r mit  der  Zeit  direct  proportional.  Da  der  Quotient  — längs 

des  ganzen  Weges  beständig  kleiner  als  l sein  muss,  so  erscheint 
es  augezeigt,  denselben  durch  cosqp  zu  ersetzen,  also 

ab 

r = • — - 

cos  9? 

anzunehmen.  Da  r von  aZ»  an  alle  pos.  Werte  bis  zum  pos.  Unend- 

liehen  durchlaufen  kann,  so  wächst  die  neue  Variable  y von  — „ 

£ 

fortwährend  bis  ^ ; i»  (p  = 0 ist  für  r ein  Minimum  vorhanden. 
Diese  Substitution  ergibt  nun 

r\ 

rr 

dl  = " 

Weil  nun  auch 


Digltized  by  Google 


Bigler:  Bewegung  eines  Punktes  unter  einer  Centralkraft.  433 


ist,  SO  folgt 


und  weil 


dr 


aisin  (f  dtp 


dcp 

cos^tp 


dtp 


cos'-*  qp 


d . cp 


ist,  so  bat  mau  schliesslich 

ab 

dt  = — d . tg  <p 
0 

und  daher  ist  allgemein 


t 


ab 

c 


tgqp  + Coiist. 


Setzt  man  nun  fest,  dass  mit  9 = 0 auch  i =»  0 sein  soll,  der  An- 
fangspunkt der  Zeit  also  in  r = ab  liege,  so  muss  die  lutegrations- 
constante  gleich  0 sein  und  mau  hat 

ab 

t = — .ig  cp 

Diese  Formel  drückt  somit  die  Zeit  aus,  welche  der  Massenpunkt  m 
braucht,  um  vom  Punkte  (r,  9)  der  Bahn  nach  dem  Punkte  {r=ab^ 
qp  = 0)  zu  gelangen.  Da  nun 

~ ab'  ~ 

ist,  so  bat  man  auch 

t = - . l/(r*  — a^b^) 
c 


für  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Bahn  wird  daher  die  Zeit  auf 
dieselbe  Weise  unendlich  wie  r.  Nun  soll  auch  hier  eine  Relation 
zwischen  9 und  w aufgestellt  werden.  Bekanntlich  ist 


und  weil 


so  hat  man 


-7  cos®  OP 
ab 


dl 


— cos> 
ac  ^ 


Avcli.  d.  Math.  n.  Phj-3.  2.  Reihe,  T.  XVI. 
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und  es  ist  daher  erlaubt 


adto 


aio  - 


d(p 

<P 


anzunehmen.  Setzt  man  diesen  Wert  von  in  die  Gl.  für  r uod  t 
ein,  so  hat  man 

ab  ab 

r = , / = — . tg  ö w 

cos  awr  c ® 

it  n 

Da  nun  ep  alle  Werte  von  — ^ ^ durchlaufen  kann,  so  durch- 


7C 


71 


läuft  der  Winkel  ic  von  — ;r  an  alle  reellen  Werte  bis  somit 

bildet  der  Leitstrahl  r,  welcher  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Bahn  mit  dem  Ursprünge  verbindet,  mit  der  pos.  Richtung  der  x-Axe 


7t 


den  Winkel  «t'-  Ila  nun 
2a 


— _ 1 _ 

A*  A^ 


ist,  und  A'^  p,  angenommen  wurde,  so  ist  beständig  a kleiner  als  1 

. . TT  7t  '*2 

und  somit  ist  — grosser  als 


Ist  z.  B.  a = also  1 — Tv  = h 


somit  = A , yS,  so  ist 
A“ 

ab 


tü 

COS  2 


ab  w 

t .tg 


und  der  radius  vector,  welcher  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Bahn  mit  dem  Ursprünge  verbindet,  bildet  mit  der  x-Axe  den  Winkel 
TT.  Die  Curvc  läuft  somit  ini  Unendlichen  mit  der  x-Axe  parallel. 
Ersetzt  man  oben  in  dem  Ausdrucke  für  « den  Winkel  w durch 

(tt  — of),  wo  a sehr  klein  ist,  so  lässt  sich  cos  durch  ^sino 

ersetzen,  und  daher  ist  für  solche  Curvenpunkte 

2ab 


sina 


und  weil  7-siu  a den  Abstand  von  der  x-Axe  angibt,  so  läuft  die  Weg- 
curve  im  Unendlichen  in  der  Entfernung  2ab  mit  der  x-Axe  parallel. 
Für  den  P'all  a = ^ will  ich  noch  die  Gleichung  der  W^egeurve  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  darstelleu.  Bekanntlich  ist 


X 


r cos  w 


ab 


cos  IC 


u 


, 1 


y 


r sin  tc 


ab  . 


sm  to 


cos 


U' 


COS; 
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und  es  handelt  sich  darum,  aus  diesen  2 Gleichungen,  den  Winkel  w 
zu  eliminiren.  Zu  diesem  Zwecke  ersetze  man  sinzr  durch 


2 sin 


w 


cos  ^ und  cos  w durch 


— 2 sin^ 


und  findet  so 


sin 


w 

2 


y 

iab 


quadrirt  man  beide  Gleichungen  und  addirt  sie,  so  erhält  mau  nach 
einigen  Umformungen  die  Gleichung 

{x^ -\-y^){4ka^h^  — y^)  = 

Um  die  Wegcurve  zu  rectificiren,  setze  man  wieder 

ds^  = dr*-|-  (rd«?)* 

ab  aZ>sinqp  dq) 

und  ersetze  r,  dr  und  dw  rcsp.  durch » ^ — dcp  und  — . 

’ ^ cos  q>  cos^go  a 

um  die  Länge  des  Curvenelementes  durch  die  Variable  y auszu- 
drücken. Nach  einigen  Reductiouen  findet  mau 


Wenn  nun 


da  = h . Vl  —(1  — 


dtp 

COS 


sincp  =»  S(u) 

gesetzt,  SO  durchäuft  die  neue  Variable  u die  Werte  von  0 bis  K 

TC 

während  <p  von  0 bis  auf  ansteigt:  Da  der  Punkt  u = K für  die 
Integration  unzugänglich  ist,  so  setze  man 


C\u) 


du 


und  dieses  Integral  ist  nach  Seite  426 

s ^ b . 


(S{u)  . D{u)  „ , \ 

(~C(^) + 


Der  Inhalt  des  Flächenelementes,  welches  vom  radius  vector  dt 
durchlaufen  wird,  ist  bekanntlich  gleich  und  da 


A =» 


dw 

w 


r^dw 


ist,  SO  lässt  sich  der  Inhalt  auch  durch  — wiedergeben.  Ersetzt 


28* 
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man  hier  r*  und  dw  durch  die  bekannten  Functionen  in  <p,  so  hat 
inan  für  den  Inhalt  des  FHicheuelementes  dS  den  Ausdruck 


nb'^  dcp  n 

(JS  — - . - = — d .{(;  cp 

2 COS^g)  2 ^ ^ 


somit  ist 


S 


<p 

r ah^ 

. / dtg<p  = Y*  • tgqo 


ah^ 

-y  • tg  aw 


Ersetzt  mau  hier  abigaw  durch  c/,  so  hat  man  auch 

5_‘f  ■ 

Dieses  letzte  Resultat  hätte  man  auch  sofort  aus  dem  Ausdrucke 
A dt 


2 


erhalten,  wenu  mau  hier  A durch  bc  ersetzt  und  von  < = 0 an 


integrirt  hätte.  Ist  z.  B a — so  ist  der  Inhalt  desjenigen  Flächen- 
Stückes,  welches  östlich  der  g^Axe  liegt,  gleich 


a 


2)  B = 0. 

Die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  lässt  sich  hier  durch 


V = 


r 


darstellen.  Dieselbe  ist  daher  mit  dem  Radius  umgekehrt  propor- 
tional und  nimmt  im  Unendlichen  den  Wert  null  an.  Weil  ferner 


0r 

8/. 


1 


r 


ist,  SO  scheint  es  augezeigt,  hier  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden, 
wo  (ft“  — A*)  entweder  grösser  oder  gleich  null  ist 


80  ist 


a)  ]>•  0 ; ft  ^ A 

Setzt  mau  abkürzeud 

ft^  - A*  = 


a* 


dl 


a 


also  dt  . rdr 

1/  o.’  a 


dt 


Ist  dt  pos,,  so  muss  auch  dr  pos.  sein  und  mit  wachsender  Zeit 
ist  somit  auch  der  Radius  im  Wachsen  begriffen.  Die  Ableitung  vou 
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r nach  der  Zeit  versehwiudct  uur  für  r ==  oc  und  hier  hat  somit  r 
sein  Maximum  erreicht.  Da  der  Mittelpunkt  für  die  Bewegung  zu- 
gänglich ist,  so  verlege  man  auch  den  Anfangspunkt  der  Zeit  dort- 
hin und  setze 


Die  Zeit,  welche  der  materielle  Punkt  m braucht , um  vom  Punkto 
(r,  IC)  der  Bahn  nach  dem  Kraftmittelpunkte  zu  gelangen,  ist  somit 
dem  Quadrat  des  Radius  direct  proportional.  Ferner  ist 

A A dr 

tlw  dt  ■=  - . — 

a r 

und  man  erkennt,  dass  mit  wachsendem  r auch  w im  Wachsen  be- 
griffen ist.  Die  Integration  obiger  Diifereutialgeichung  ergibt  nun 

aw  = logt*  -j-  Const. 

Bezeichnet  mau  hier  die  willkürliche  Constante  mit  (— log;;),  so 
erhält  man 

als  Gleichung  der  Wegeurve:  Die  Bahn  ist  somit  eine  log.  Spirale. 
Irgend  eine  durch  den  Krafturspning  gezogene  Gerade  schneide  die 
Windungen  der  Spirale  in  den  Punkten  , an+i,  On\^2  etc.  etc., 
deren  Radien  mit  ?•„,  r„|  i,  etc.  bezeichnet  werden  sollen.  Der 

Gegenpunkt  von  sei  mit  Ui,  bezeichnet  und  der  zugehörige  Radius 
mit  r„.  Wird  der  zu  r„  gehörige  Winkel  mit  (tt  . 2a:  -{-  «)  bezeich- 
net, so  entsprechen  den  Radien  r„|i,  rn|2,  etc.  und  r«,  Di-1-2, 

etc.  Die  Winkel  ((n-j- 1)  . 2a -|-«),  ((w-|-2)  . etc., 

((27t-j-l)7r-j-a),  ((2?t  + 3)7r  + a),  etc. 

Nun  ist 

a(?j  . 2a-}-a) 

Tn  ==  p . e 
Vn  I 1 ==  p . e 

fl((n-|-2)  . 2a-fa) 

r/14-2  = p . e 


und  aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  sofort  die  Relationen 

a . 2ti 

c . r,j 

und 

r»  . r«f2  = 

Es  zeigt  sich  somit,  dass  das  Verhältniss  zweier  Radien  r»  und 
rn  fi  von  n und  « unabhängig  ist  und  durch  eine  Constante  darge- 
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stellt  werden  kann.  Daraus  folgt  aber  auch,  dass  r„4-i  mitüere 
Proportionale  zwischen  r„  und  r„+2  ist.  Bezeichnet  man  ferner  die 
Differenz  der  beiden  Radien  r„  und  mit  i»  und  nennt  bn  die 
Breite  des  Spiralengauges,  so  hat  mau  anch 


bn 


rn^l  — Ta 


n(w+Jrr+«)  . a . 2t  * . 
!5  . (e  -1) 


in+l  “ r«+2 — r„4-i  ==  p 


a((n+l)  . 27t-[“tt)  , a ,2% 

ß m 


*0+2 

folglich  ist 
und 


^m-I-3  — »*m+2 


*H+1 


b 


n • 


a((n-|-2)  . 2rr~|~®f) 

p . e 


a . 2n 
e • bn 


b„jf.2  = *M  + 1* 


^ a . 27t) 
. (e 


I 


Das  Verhältniss  zweier  Breiten  bn  und  ^»,i+i  ist  von  n und  « unab- 
hängig und  ist  mittlere,  geometrische  Proportionale  zwischen 
b„  und  Ä,i+2.  Die  Summe  der  beiden  Radien  r„  und  r„  werden  mit 
(ln  bezeichnet.  Dann  ist 


dn 


a(n  . 2n-\-  a) 

= p . e 


a + e 


dn+1  =rM+i+r„+i 


P 


a(n  . l-j-27r-j-tt) 


(1+* 


71 


und  man  hat  anch  hier 


und 


a . 27t 

dn+l  *=  « • tln 

dn  *=  <^/»»+2  = <^^«+1* 


Es  sei  ferner  Tn  die  Zeit,  welche  der  Massenpunkt  m braucht, 
um  vom  Punkte  der  Bahn  nach  dem  Punkte  vn  zu  gelangen; 
dann  hat  man 


T 
J n 

und 


^n+l 


(»n  + l*  — »•„*)  = j 


VI 

2a  • 


2a(n . 27i-\-a)  2a.27r 
e {c  — 1) 


^M+l  — ^»+2  ln 


folglich  ist  auch 


1 

2a 


2a((n-[-l)  . 2?r+cf) 

ß 


2a  . 2t) 

. («  -1) 
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uod  daher 


1 — ^ 

Tu . r„+2 


• T„ 


Der  Quotient  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Verlaufszeiten  T 
ist  daher  für  die  ganze  Spirale  constant  und  'Tn^\  ist  auch  hier 
mittlere  Proportion  zwischen  Tu  und  l'n\2. 

Der  Inhalt  der  Fläche  ä,  welche  vom  radius  vector  in  der  Zeit 
t durchlaufen  wird,  ist  hier 

.S  = . 7-2 

4a 

wo  also  mit  ?•  ==  0 auch  = 0 angenommen  ist.  Wenn  nun  der 
Inhalt  der  Fläche,  welche  vom  Leitstrahl  r in  der  Zeit  Tu  durch- 
laufen wird,  mit  Sn  bezeichnet  wird,  so  tindet  mau,  dass 


und 


»VJ-f-l  * 


Su  . »Su.j-2  — ^M  + l' 


ist.  Ersetzt  man  in  dem  bekannten  Ausdrucke  für  das  Curvenclement 

^ . A dr  , , 

dw  durch  - . so  erhält  man 
a r ’ 


und  somit  ist 


Va^  4- 

ils  — . tir 

a 

_ y«* +A^ 

a 


Bezeichnet  man  mit  (In  die  Länge  des  Weges  vom  Punkte  »ufi 
bis  zum  Punkte  r„,  so  hat  mau  zur  Bestimmung  derselben  die  Glei- 
chung 

a{u  . a . '2  71 


Uu  1 Sfl  

ebenso  findet  man 

Un-\  l — «m|2— «n  ' 


a 


J)C 


. (c 


-1) 


l/a^-j— a(((w-j— 1)  ® • 2^ 


a* 


pe 


. (e 


-1) 


und  daher  gelten  auch  hier  die  Relationen 

, . a . 27t 

c « + l =“  e • Cu 

♦ Cu\2  ^ 
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ß)  jii*  — ^1^  — 0,  fi  ^ A 

Da  bei  dieser  Wahl  der  willkürlichen  Elemente  der  Differential- 
Bv 

quotient  ^ längs  des  ganzen  Weges  verschwindet,  und  daher  r 

eine  ton  der  Zeit  unabhängige  Constante  bezeichnet,  so  ist  die  Bahn 
ein  Kreis.  Die  nähere  Betrachtung  dieser  Bewegung  findet  sich  im 
ersten  Teile  meiner  Arbeit. 


3)  BCO 

Weil  hier  B eine  negative,  reelle  Zahl  darstellt,  so  ersetze  man 
B durch  — wo  dann  B^  pos.  aufzufassen  ist.  Lässt  man  in  der 
Folge  den  Accent  wieder  fallen,  so  hat  man 


Sobald  nun  B einen  von  Ü verschiedenen  pos.  Wert  hat,  so  können 
nach  diesem  Ansdrucke  für  die  Geschwindigkeit  keine  unendlich 
grossen  Werte  von  r in  Betracht  kommen,  und  die  Wegeurve  kann 
n diesem  Falle  das  Unendliche  nicht  erreichen.  Da  im  allgemeinen 
Bt 

^ durch  eine  Quadratwurzel  ausgedrückt  wird,  so  ist  es  erlaubt,  die- 
selbe hier  neg.  aufzufassen  und 

zu  setzen.  Die  Realität  der  Bewegung  erfordert  nun,  dass  (/a*— A*) 
einen  pos.  Wert  habe.  Setzt  man  wieder  abkürzend 


so  folgt 


ti^-A^  ^ B 
Ai  - " ’ ^2 


^ 


Br 

Bt  ^ 


— c . 


) 


es  ist  daher  absolut  notwendig,  dass  ^ längs  des  ganzen  Weges 

grösser  als  i sei,  und  diese  Bedingung  wird  nur  dann  erfüllt,  wenn 
r kleiner  als  ab  ist.  Der  grösste  Wert,  den  r annebmen  kann,  ist 

I /«2 ^8 

1/  — ß~~  diesen  Wert  die  Geschwindigkeit  durch 

dargestellt  werden  kann,  so  ist  durch  die  aufgestellte  Bedingung  für 
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r aueh  die  Realität  von  v gesichert.  Es  ist  daher  angezcigt, 
a b 

“ durch  cof(p  zu  ersetzen  und 

a h 

r ^ j — 

tO)  gp 


anzunehmen.  Zu  r = ab  gehört  (jp  =*  ü und  zu  r «=  0 gehört  gp  = oo. 
Die  neue  Variable  gp  läuft  daher  von  0 bis  oo.  Mittelst  dieser  Sub- 
stitution lässt  sich  nun  die  Ableitung  von  r nach  der  Zeit  durch 

Br 


darstellen  und  verschwindet  nur  iu  tp  =*0,  wo  also  für  r ein  Minimum 
vorhanden  ist.  Im  übrigen  behält  csingp  längs  des  ganzen  Weges 
für  pos.  Werte  von  gp  seinen  pos.  Wert  bei,  und  daher  ist  bei  wach- 
sender Zeit  der  radius,  vector  im  Abnehmen  begriffen. 

Daher  ist  es  angezeigt,  den  Anfang  der  Zeit  in  den  Punkt  r = ab 
zu  verlegen.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung 


dt  = 


c fin  gp 


efr  durch 


ab  fin  gp 


, SO  folgt 


dep  a h 
cof  ^ gp  c 


d taug  cp 


Wird  nun  diese  Differentialgleichung  von  gp  « 0 an  integrirt,  so  er- 


hält man 


ah 

c 


taug  gp 


als  Ausdruck  für  die  Zeit,  welche  der  Massenpunkt  m nötig  hat, 
um  vom  Punkte  (r,  gp)  der  Bahn  nach  dem  Punkte  (r  = gp  = 0) 

{i  1) 

zu  gelangen.  Ferner  ist  — die  Zeit,  welche  der  Körper  m braucht, 

C 


um  vom  Punkte  r — ab  an  den  ganzen  spiralfärmigen  Weg  bis  zum 
Kraftraittel punkte  zu  durchlaufen.  Wir  suchen  auch  hier  eine  Re- 
lation zwischen  der  Variabein  gp  und  dem  Winkel  w aufzustellen. 
Bekanntlich  ist  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit 


und  weil  bc  ist,  so  hat  man 
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die  = bc  . 


Wenn  hier  tU  pos.  aufgefasst  wird,  so  muss  auch  die  pos.  sein,  und 
mit  wachsender  Zeit  ist  daher  auch  w im  Wachsen  begriffen.  Er- 
setzt man  dt  und  r*  durch  die  Functionen  in  <p,  so  folgt 


also 


fl  die  — tlg) 
aic  = q) 


wenn  mit  <p  = 0 auch  = 0 sein  soll.  Die  Bahn  des  materiellen 
Punktes  wird  daher  durch  die  Gleichung 


ab 

r = — ? 

COjtnc 

bestimmt,  wo  w der  Winkel  ist,  den  der  Leitstrahl  mit  der  x-Axe 
bildet.  Dieselbe  ist  daher  eine  Spirale,  welche  im  Punkte  ab  der 
x-Axo  beginnt  und  den  Krafimittelpunkt  in  immer  enger  werdenden 
pos.  Windungen  umgibt,  um  in  demselben  selbst  zu  endigen.  Wenn 
w pos.  sehr  gross  ist,  so  darf  man  co)«jf  durch  ersetzen  und 
in  unmittelbarer  Nähe  des  Ursprunges  lässt  sich  daher  die  Spirale 
durch 

r = 2ab 


darstellen.  Dieselbe  hat  hier  Aehnlichkeit  mit  einer  log.  Spirale. 
Da  in  unserer  Rechnung  auch  negative  Werte  von  m?  zulässig  sind, 
so  kann  der  Weg  auch  durch  eine  Spirale  dargestellt  werden,  welche 
vom  Punkte,  ab  an  den  Kraftmittelpunkt  in  neg.  Windungen  um- 
gibt. Das  Wegelement  wird  durch  die  Gleichung 

= dr^  -j-  {t'dic)* 

bestimmt.  Führt  mau  hier  an  Stelle  von  r und  w die  Variable  q> 
ein,  so  erhält  mau  nach  einigen  Reductiouen  die  Gleichung 


Setzt  man  nun  abkUrzend 


1 -f-fl* 

und  führt  mittelst  der  Substitution 

c 1 C{u) 

die  Variable  u in  die  Rechnung  ein,  so  hat  man,  weil 
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ist, 


l+-^CO|'> 


a* 


<P 


s^(u)  *’ 


ct(p  = — 


D(u) 

S)u) 


du 


(th  „ ^ 
ds  = --  . D^{u)  du 


3 st  9=0,  SO  muss  7t  ==  K sein,  und  ist  (jp  = a,  so  ist  u = fi.  Wenn 
daher  die  Variable  <p  von  0 bis  zum  pos.  Unendlichen  stetig  wächst, 
so  sinkt  ti  fortwährend  von  dem  pos.  Werte  K auf  0 herab.  Um  daher 
die  Länge  dos  Weges  vom  Punkte  (r  = 0,  «p  = x)  bis  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  (r,  (p)  der  Bahn  zu  erhalten,  integrire  man  obige 
Gleichung  von  m = 0 an  bis  zu  einem  beliebigen  Werte  von  u. 
]Man  erhält  so 

u 

ab  ah 

s t=  — . j D^w)du  ==»  . 2:^  am  u 

0 

Um  die  Länge  des  ganzen  Weges  zu  erhalten,  ersetze  man  die 
obere  Grenze  des  Integrals  durch  K und  findet 


ab 

s = . £ 


als  Gesamtlänge  der  Spirale. 


Adt 


Ersetzt  man  io  dem  bekannten  Ausdrucke  für  das  Fläch eu- 

a h dtp  , 

element  die  Constante  A durch  hc  und  dt  durch  — . —r  ö“  , so  hat 

c cü|  *■  (p 

man 

ab^  . 

dS  = d tang  (p 


als  Inhalt  des  Sectors,  welcher  vom  Radius  in  der  kleinen  Zeit  dt 
durchlaufen  wird.  Integrirt  man  diese  Gleichung  von  qp  = 0 an  bis 
in  einem  beliebigen  Werte  von  so  folgt 


S = 


ab^ 


taiigT? 


Der  Inhalt  der  Fläche , welche  vom  Leitstrahle  auf  seinem  ganzen 


Wege  durchlaufen  wird,  kann  daher  durch 


ab^ 

2 


ausgedrückt  werden. 


b) 


nmM 

f.3  » 


f'(r)  = 


7lÄf 

73- 


Die  Kraft  ist  hier  pos.  angenommen,  und  daher  wirkt  sie  ab- 
fltossend  'auf  den  Massenpunkt  m eiu.  Die  Wegcurve  wird  somit 
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dem  Kraftmittelpuukte  die  convexe  Seite  zukehreu.  Setzt  man  auch 
hier  wieder  abkürzeiid  ==>  uM^  so  ist 


+ iy 

I 

und  cs  ist  daher  absolut  notwendig,  dass  B eine  von  null  verschie- 
dene pos.  Zahl  sei.  Daun  ist  aber  t an  die  Bedingung  ?■  — 

B 

gebunden.  Das  pos.  Unendliche  ist  daher  für  r zugänglich.  Ferner 
hat  man 

■ t:  - 


Setzt  man  auch  hier  abkürzeud 


a 


2. 


also 

so  hat  man 


— = B ^ 


^l55-j-|U.2  = «2^,2 ^2.  ^2  _ ^2^2 

Cr  l/l 

H F('--  ri) 


Wenn  daher  dt  pos.  aufgefasst  wird,  so  muss  auch  dr  pos.  sein,  und 
mit  wachsender  Zeit  ist  daher  auch  r im  Wachsen  begriffen.  Ferner 

muss  r beständig  grösser  als  ab  sein,  damit  --  kleiner  als  l aus- 

r 

falle.  Es  ist  daher  angezeigt,  - - durch  cosq>  zu  ersetzen,  also 

ah 


r — 


cos  (p 


anzunehmen.  Da  für  r auch  neg.  Werte  zulässig  sind,  so  ist  im 
allgemeinen  die  Variable  q>  an  keine  Beschränkung  gebunden.  Im 
folgenden  habe  ich  aber  diejenige  Wegeurve  im  Auge,  welche  inner- 
halb (p  = — — und  (p  •=  — liegt.  Mittelst  dieser  Substitution  er- 


hält man 


Weil  aber  auch 


ist,  so  hat  man  auch 


folglich  ist  allgemein 


dr 

dt 


= c sin  <(' 


dr 


dl 


a h fin  (p 

cos^9> 


ah 


d q> 


~ . d tg  q> 
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alf 


t = . tg  qj  CüiISt. 


Soll  nun  aber  der  Anfang  der  Zeit  im  Punkte  (r  = «Ä,  = 0)  der 

Bahn  liegen,'  so  muss  die  Constante  gleich  null  sein,  und  in  diesem 
Falle  darf  man 

ab 


setzen.  Weil  ferner 


. tgcp 


, (It  dt  1 

flfo  =.  A “L  «=  -7—  dop 
r‘  aoe 


ist,  SO  hat  man  auch 
somit 


adw  — d(p 
aw  = q) 

Die  Gleichung  der  Wegcurve  ist  daher 


ab  ab 



COSmt*  c ® 


Die  beiden  Asymptoten,  die  zugleich  durch  den  Ursprung  gehen. 


bilden  einen  Winkel  von  — , der  von  der  a:-Axe  halbirt  wird.  Ferner 
ist 

und  somit 

a^b  1 //  a'^  - l „ \ 

ds  — • r ( F .> — . COt^bw  ) . dw 

Da  nun  hier  a beständig  grösser  als  1 ist,  so  setze  man  abkürzend 

a^— 1 


= 


a* 


und  führe  mittelst  der  Substitution 

cosa?o  = S{n) 

die  neue  Variable  u in  die  Rechnung  ein.  Weil  dann 


ist,  so  hat  man 


also 


dw  = — - Diu)  du 
a 


7 1 

ds  = — ab  . -7^, — : dtt 


^{u) 
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Nun  ist  aber 


somit 


ah 


K 

*DHu) 


rDHu 


du 


u 


Zu\S  ) ^ S*(«) 

S*(o)  ' W ^ s ^ 

Wird  nun  dieser  Wert  für  in  den  obigen  Integralausdruck 

O ((W) 

substituirt,  so  erhält  man  schliesslich 


ah 


l\K  — v)  — (E  — Eam  n)  -\ 


als  Ausdruck  für  die  Länge  der  Wegcurve  vom  Punkte  (r  = a, 
u =>  K)  bis  zum  Punkte  (r,  «),  wo  « durch  die  Gleichung 

cos  atr  •=*  S(u) 

bestimmt  wird. 


I 
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XIX. 

Miscellen. 


1. 


Ueber  die  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  einer  bestimmten 

Grenze. 

Nach  unserer  desfölligeii  Notiz  in  diesem  Archiv  ist  die  Anzahl 
der  Primzahlen  innerhalb  einer  Grenze  z*  “=  (4n)^  annähernd  gleich 
2 ac*  + 10a; -f- 6 (i'J  = 0,  1,  2,  . . . ).  Ist  nun  die  Grenze  G nicht 
gleich  einer  Quadratzahl  (4n)^,  so  kann  man  für  x in  die  Formel 

2a;*  + 10a;-j-6  den  Betrag  eiuführen.  Dann  erhält  man 

für  eine  beliebige  Grenze  G annähernd  die  Anzahl  der  Primzahlen. 


Beispiel : 


1000 

16 


G 1000 

62,5  = 7,9 


2 . (6,9)*  + 10 . 6,9  + 6 =»  170,22 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  1000  ist  168,  also  annähernd  170. 

G.  Speckmann. 


2. 

Ueber  Prinizableumengen. 

Zur  Ergänzung  unserer  Notiz  „lieber  Primzahlen“  möchten  wir 
noch  mitteileu,  dass  mau  für  eine  beliebige  Grenze  G annähernd 
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Id  isr  eilen. 


dio  Grenze  der  Primzahlen  dadurch  bestimmen  kann,  dass  man  in 

die  Formel  2a;*)-l-na;  + 6 für  x den  Betrag  ^ einführt.  Es 

ist  also  für  jede  beliebige  Grenze  G die  Anzahl  der  Primzahlen  <[  G 


annähernd  gleich 


G.  Speckraann. 


I 


3. 

Formeln  für  Primzahlen. 


Jede  Primzahl  ^ 3 bat  die  Form  6nipi,  und  alle  Primzahlen 
^ 3 kommen  deshalb  in  der  Zahlenreihe  l vor.  Die  teilbaren 
Zahlen  der  Reihe  6?i  + l sind  in  den  Reihen 


1)  p^-{-Gnp 

•J ) 7)^  2p  -j-  6 np  ) 

3)  p^-\-^np 

4)  p^  -\~^p-\-^np  j 


{p  = Primzahl  von  der  Form  Gn  - 1) 
und 

{p  = Primzahl  von  der  Form  6n+l) 


vorhanden.  Demnach  müssen  dio  nach  Streichung  der  teilbaren 
Zahlen  von  der  Form  1 übrig  bleibenden  Primzahlen  durch  die 
Formeln 


5)  p^-\-<onp  — 2 \ 

G)  7)^-{-2p“l~G5p-j-2) 


Primzahl  von  der  Form  6w— l) 
und 


7) 

8) 


75*  -j-  4/)  -j-  G «2?  -j-  2 ) 


(/>  ==  Primzahl  von  der  Form  Gn-|-1) 


dargestellt  werden  können.  Die  Primzahlen,  welche  aus  den  Formeln 
5)  und  7)  hervorgehen,  haben  nebenbei  auch  die  Form  6n  — 1,  und 
die  Primzahlen,  welche  aus  den  Formeln  G)  und  8)  hervorgehen,  die 
Form  Gu-f-l-  G.  Speck  mann- 
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LXI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

History  of  modern  mathematics.  By  David  Eugene  Smith, 
Professor  of  mathematics  in  Michigau-Stato  Normal  School.  Re- 
printed  from  ,JIigher  mathematics‘‘.  Published  by  John  Willy 
and  sons,  New-York.  Chapman  and  Hall,  Limited,  London  1896. 
70  S. 

Das  Werk  ist  eine  zeitgemässe  und  verdienstliche  Unternehmung, 
wie  sie  wol  in  gleichem  Sinne  bisher  noch  nicht  in  Angriff  genommen 
worden  ist.  Es  ist  charakteristisch  für  unser  Zeitalter,  dass  die 
Richtungen  der  mathematischen  Forschung  sich  immer  schneller  ver- 
vielfältigt haben,  indem  Zweige  dcr-Doctrin  immer  neue  Fragen  und 
Probleme  hervorriefen.  Hiernach  erscheint  nun  eine  übersichtliche 
Zusammenstellung  der  gegenwärtigen  Forschungsrichtuugen  als  ein 
immer  wachsendes  Bedürfniss.  Mit  gutem  Grunde  beschränkt  sich 
die  vorliegende  Bearbeitung  auf  das  Notwendige  und  beobachtet  die 
grösst  mögliche  Kürze.  Nur  die  Ketten  der  Untersuchungen,  welche 
gemeinsames  Ziel  anstreben,  sind  es,  was  aus  der  Litteratur  zuge- 
zogen wird.  Von  jeder  solchen  Untersuchungsfolgc  wird  der  Ur- 
sprung nach  Autor  und  Jahrzahl  angegeben,  auf  dessen  Schrift  in  Fuss- 
noten  verwiesen,  ferner  die  Abzweiguugspunkte,  in  denen  verschiedene 
Autoren  eine  Untersuchung  von  eigentümlicher  Seite  angegriffen 
haben,  bemerkt,  auch  der  Standpunkt  der  noch  ungelösten  Frage  aus 
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Licht  gestellt.  Dagegen  werden  alle  Beiträge,  welche  die  Frage  un- 
verändert bestehen  lassen , übergangen  und  über  die  Motive  der 
Untersuchungen  keine  Kritik  geübt,  mithin  kein  Unterschied  ge- 
macht, ob  eine  solche  durch  ein  vorhandenes  Problem  gefordert  wird 
oder  nicht,  sondern  allein  als  massgebend  betrachtet,  dass  Viele  der 
eröifneteu  Bahn  gefolgt  sind.  18  Zweige  der  Doctrin  sind  getrennt 
behandelt.  Mechanik  sowie  alle  weitern  Anwendungen  der  Mathe- 
matik sind  ausgeschlossen.  H. 


Index  operum  Leonard!  Euleri.  Confectus  a Joanne  6. 
Hagen  s.  j.  Directore  speculae  astronomicae  Collegii  Georgiopolitaui 
Washington  D.  C.  Berlin  1896.  Felix  L.  Dames.  80  S. 

Es  werden  796  Schriften  von  Euler,  grösstenteils  in  lateinischer 
Sprache,  auch  mauche  in  französischer  aufgefUbrt,  und  zwar  28 
Bücher.  Die  Gegenstände  der  Abhandlungen  sind:  Zerlegung  der 
Zahlen  in  Summen,  Teilbarkeit  der  Zahlen,  diophantische  Analysis, 
imaginäre  Grössen,  Keiheu,  besondere  Keiheu,  Brüche,  algebraische 
Gleichungen,  elemetare  Geometrie  , analytische  Geometrie,  Differen- 
tialgeometrie, Differentialrechnung,  Integralrechnung , bestimmte  Inte- 
grale, Differentialgleichungen,  Variationsrechnung,  Priucipieu  der 
Mechanik,  Probleme  der  Mechanik,  Hydromechanik  und  Aeromecha- 
nik,  Maschinen  und  Reibung,  Elasticität,  Schall  und  Musik',  Licht 
und  Wärme,  optische  Instrumente,  Magnetismus,  sphärische  Astronomie, 
Sonne  und  Mond,  Planeten  und  Kometen,  Wahrscheinlichkeit,  Philo- 
sophisches. H. 


Beiträge  zur  Geschichte  der  Trigonometrie.  VonA.  von  Brau- 
müh 1.  Mit  1 Tafel  Nr.  1.  Halle  1897.  Wilhelm  Engelmaun  in 
Leipzig.  4^*.  30  S. 

Die  vorliegende  Schrift,  welche  auf  selbständiger  Forschung  be- 
ruht und  manche  Unrichtigkeiten  enthüllt,  behandelt  nach  einander 
die  Trigonometrie  der  Griechen,  der  Inder,  der  Araber  und  schliesst 
mit  Johannes  Müller  Kegiomontanus.  Lange  Zeit  bestand  die  Doctrin 
aus  wenigen  Methoden,  Sätzen  und  Formeln,  welche  zur  Lösung 
astronomischer  Aufgaben  in  Anwendung  waren,  eine  Anwendung  die 
auf  Projection  beruht,  von  den  Griechen  erfunden  ist,  von  denen  sie 
die  Babylonier  gelernt  haben.  Regiomantanus  war  in  Europa  der 
erste,  welcher  die  Trigonometrie  zuerst  zu  einer  Wissenschaft  ge- 
staltet hat.  Erst  viel  später  entdeckte  man,  dass  schon  200  Jahr 
früher  ein  Perser  das  vollständige  System  der  Lehren  aufgestellt 
hat.  H. 
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Nassir  Eddin  Tusi  und  Regiomontan.  Von  A.  v.  Braumühl. 
Mit  2 Tafeln  Nr.  II.  und  III.  Halle  1897.  Wilh.  Engelmann,  Leip- 
zig. 4«.  37  S. 

Nassir  Eddin  Tusi  ist  der  obengenannte  Perser,  welcher  im  13. 
Jahrhundert  die  vollständige  Trigonometrie,  ebene  und  sphärische, 
lehrte.  Sein  Buch,  besprochen  von  Suter  in  Bibliotheca  Mathematica 
1873  p.  1 — 8,  ist,  wie  die  erstere  Schrift  von  Braumühl  sagt,  den 
Arabern  nicht  bekannt  gewesen  und  wird  nun  mit  den  Lehren  der 
Araber  im  einzelnen  in  Vergleich  gestellt.  Das  Lehrsystem  lässt 
sich  daraus  nicht  entnehmen;  nach  allem  daraus  Angeführten  ist  es 
kein  so  einfach  gestaltetes  wie  das  heutige.  Im  zweiten  Teile  der 
Schrift  wird  die  Lehre  des  Regiomontan  damit  verglichen.  H. 


F.  E.  Neumann.  Von  A.  Wangerin.  Sonderabdruck  aus 
dem  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  IV, 
1894—5.  Berlin,  Georg  Reimer.  15  S. 

Franz  Ernst  Neumann,  geboren  den  11.  September  1798  in 
Joachimsthal,  besuchte  von  seinem  9ten  Jahre  an  das  WerdeFsche 
Gymnasium  in  Berlin,  studirte  von  1817  an  Theologie  in  Berlin  und 
Jena,  wandte  sich  1819  in  Berlin  den  Naturwissenschaften  zu,  ins- 
besondere der  Mineralogie,  trieb  aber  dabei  privatim  Mathematik, 
hielt  1823  eine  Reihe  von  Vorlesungen  über  seine  neue  Methode  der 
Krystallprojection  vor  einem  ausgewählten  Kreise  von  Zuhörern, 
promovirte  1826,  habilitirte  sich  an  der  Universität  Königsberg,  ward 
1828  ausserordentlicher,  1829  ordentlicher  Professor  daselbst  und 
starb  am  23.  Mai  1893.  Seine  ausgedehnte  und  erfolgreiche  Wirk- 
samkeit ist  bekannt.  Seine  wissenschaftliche  Productivität  ist  nur 
zu  verhältnissmässig  geringem  Teil  durch  eigene  Publicatioh  zur  Ver- 
breitung gelangt,  im  übrigen  teilte  er  seine  Entdeckungen  bloss  seinen 
Zuhörern  mit.  Gegenwärtig  ist  es  indes  von  Seiten  dieser  im  Werke, 
seine  Vorlesungen  herauszugeben,  und  sind  bis  1895  bereits  7 Be- 
arbeitungen erschienen ; beteiligt  sind  die  Herren  C.  Pape,  Von 
der  Mühll,  E.  Dorn,  G.  E.  Meyer  und  A.  Wangerin. 

H. 


Die  Arithmetik  des  Elia  Misrachi.  Ein  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik.  Von  Gustav  Wert  heim,  Professor  an 
der  Realschule  der  israelitischen  Gemeinde  zu  Frankfurt  a.  M.  Zweite, 
verbesserte  Auflage.  Braunschweig  1896.  Vieweg  und  Sohn.  68  S. 

!♦ 
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Elia  Misrachi  war  von  1495  bis  1526  Oberrabiner  in  Constanti- 
nopel,  in  der  ersten  Zeit  der  Türkenherrschaft,  wo  die  Sultane  die 
aus  Spanien  vertriebenen  Juden  mit  grosser  Begünstigung  aufnahmen 
und  ihnen  hohe  Aemter  verliehen,  und  die  Juden  Plandwerke,  Künste 
und  Wissenschaften  trieben,  ein  Eifer  freilich,  der  nicht  lange  gedauert 
hat.  Das  in  Rede  stehende  Buch  ist  eines  seiner  in  hebräischer 
Sprache  verfassten  und  unter  hebräischen  Titeln  aufgeführten  Werke. 
Es  werden  einige  Quellen,  arabische  und  griechische,  genannt,  aus 
denen  seine  Lehre  geschöpft  ist.  Vor  allem  ist  zu  erwähnen,  dass 
er  mit  indischen  Zitfern  schreibt  und  rechnet,  die  Null  anwendet, 
nebenbei  manchmal  hebräische  Buchstaben  statt  der  9 Ziffern  schreibt, 
nebenbei  auch  ausser  der  sonst  zugrunde  gelegten  Decimalteilung 
die  Sexagesimalteilung  zur  Approximation  benutzt.  Dagegen  fehlt 
ihm  ganz  der  Begriff  der  negativen  Zahl  •,  er  muss  daher  immer  Fälle 
unterscheiden.  Bei  der  Addition  und  Multiplication  werden  auch 
die  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen  in  Betracht  gezogen 
und  summii  t.  Bei  der  Potenzrcchnung  handelt  es  sich  besonders  um 
die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Kubikwurzel;  das  Verfahren  ist 
dem  heutigen  wesentlich  gleich;  zur  Approximation  wird  der  Radi- 
cand  mit  lu^»*  multiplicirt.  Auf  die  hiermit  abschliessende  Lehre 
von  der  discreten  Zahl  folgt  nun  in  der  Bedeutung  als  Rechnung 
mit  stetigen  Grössen  die  rechnende  Geometrie  und  Astronomie  , das 
ist  dann  nur  die  Rechnung  mit  benannten  Zahlen.  H. 


Un  nouveau  texte  des  traites  d’arpentage  et  de  geom^trie 
d’ Epaphroditu s et  de  Vitruvius  Rufus  publie  d’apr^s  le 
ms.  latin  13084  de  la  bibliotheque  royale  de  Munich  par  M.  Victor 
Mortet.  Avec  une  iutroduction  de  M.  Paul  Tanncry.  Tire  des 
notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  bibliotheque  nationale  et 
autres  biblioth^ques.  Tome  XXXV.  2®  partie.  Paris  1896.  C. 
Klincksieck.  4^  44  S. 

Die  Einleitung  von  Tannery  gibt  Auskunft  über  die  Quellen, 
nämlich  lückenhaften  Manuscripte  aus  dem  Mittelalter,  aus  denen 
Cantor  und  Curtze  den  Text  der  2 genannten  Abhandlungen  über 
Feldmessung  und  Geometrie  zusammengestellt  haben.  Diesen  Quellen 
fügt  nun  Mortet  ein  neues,  in  der  Münchener  Bibliothek  gefun- 
denes Manuscript  hinzu  und  gibt  hier  auf  1 8 Seiten  den  lateinischen 
Text.  Die  eine  Abhandlung  enthält  die  Berechnung  der  Flächen- 
inhalte der  einfachsten  ebenen  Figuren,  die  andre  die  der  Säulen. 

II. 


Hermann  Grassmann’s  gesammelte  mathematische  und  phy- 
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sikaliscbe  Werke.  Auf  Veranlassung  der  mathematisch- physikalische A 
Klasse  der  Kd.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und 
unter  Mitwirkung  der  Herren  Jakob  Lüroth,  Eduard  Study, 
Justus  Grassmann  der  Jüngere,  Georg  Scheffers  herausge- 
gebeu  von  Friedrich  Engel. 

Ersten  Bandes  erster  Theil:  Die  Ausdehnungslehre  von  1844 
und  die  geometrische  Analyse.  Unter  Mitwirkung  von  Eduard 
Study.  Mit  einem  Bilde  Grassmann’s  in  Holzschnitt  und  35  Figuren 
im  Text.  Leipzig  1894.  B.  G Tcubnor. 

I.  Band.  IT.  Theil:  Die  Ausdehnungslehre  von  1862.  Leipzig 
1896.  B.  G.  Teubner. 

Die  letztere  Ausdehnungslehre  unterscheidet  sich  von  der  er- 
steren  dadurch,  dass  Grassmau n von  vorn  herein  darauf  verzichtet, 
sein  System  unabhängig  von  der  Analysis  zu  entwickeln.  Engel  be- 
zeichnet dies  als  einen  wesentlichen  Fortschritt:  erstere  stehe  auf 
keiner  ganz  sichern  Grundlage;  die  Grundbegritfe,  von  denen  Grass- 
mann ausgehe,  seien  so  allgemein  und  so  inhaltslos,  dass  sie  zum 
Aufbau  eines  wirklichen  Systems  nicht  genügen,  und  Grassmann 
müsse  daher,  um  zu  einem  solchen  Systeme  zu  gelangen,  später  stilL 
schweigend  in  seine  Grundbegritfe  viel  mehr  hiueinlegen,  als  die  von 
ihm  aufgestellteu  Erklärungen  besagen. 

Nun  hat  aber  Grassmauu  bei  erstem  Auftreten  auf  jene  Allge- 
meinheit den  grössten  Wert  gelegt  und  es  als  seinen  unterscheiden- 
den didaktischen  Grundgedauken  ausgesprochen:  wenn  irgend  ein 
Punkt  in  der  mathematisclicü  Doctriii  schwer  zu  verstehen  sei , so 
sei  nur  der  Ausganespunkt  der  Doctrin  nicht  allgemein  genug.  Hat 
dann  Grassmann  in  der  neuen  Bearbeitung  diesen  Grundgedanken 
fallen  lassen,  und  Engel  denselben  verworfen,  d.  h.  nicht  als  un- 
wesentlich beseitigt,  sondern  es  wirklich  einen  Fortschritt  genannt, 
dass  er  aufgegeben  sei,  so  kann  man  doch  gewiss  nicht  umhin  zu 
fragen:  Was  ist  daun  die  unterscheidende  Basis  von  Grassmanns 
Lehre? 

Darüber  sagt  Engel  absolut  nichts.  Alles,  was  er  sagt,  ruft 
dieselbe  Frage  hervor.  Ein  Fortschritt  setzt  doch  ein  Ziel  oder 
wenigstens  eine  Richtung  voraus.  Die  Behauptung,  dass  die  neue 
Lehre  einwandfrei  sei,  ist  gerade  hier  besonders  zweideutig,  denn 
gegen  Inhaltsloses  kann  man  nicht  streiten.  In  der  neuen  Bearbei 
tung  hat  der  Herausgeber  viele  Unrichtigkeiten  gefunden  und  in 
gegenwärtiger  Ausgabe  berichtigt.  Er  erklärt  die  Irrtüraer  für  un- 
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wentlicb.  Auch  hier  muss  man  fragen:  Was  ist  dann  des  Wesent- 
liche von  der  Lehre?  Er  bemerkt,  dass  die  Ausdehuungslebre  selbst 
in  der  verbesserten  Gestalt  noch  bei  Wenigen  Anerkennung  gefunden 
habe,  und  sorgt  zwar  für  Verbreitung  und  Zugänglichkeit  des  Buches, 
aber  mit  keinem  Worte  dafür',  ihre  Stellung  und  Leistung  in  der 
Wissenschaft  zu  documentiren,  trotz  der  50 Jährigen  Erfahrung,  dass 
ihr  Vorhandensein  allein  nicht  dazu  geführt  hat 

Der  2.  Teil  hat  die  Abschnitte : die  wichtigsten  Verknüpfungen 
extensiver  Grössen;  Functionslehre;  Grassmann's  Untersuchungen 
über  das  Pfaff’sche  Problem.  Der  erste  enthält  die  5 Capitel:'  Ad- 
dition, Subtraction,  Vervielfachung  und  Teilung  extensiver  Grössen; 
die  Productbildung  im  allgemeinen;  combiuatorisches  Product;  in- 
neres Product;  Anwendungen  auf  die  Geometrie  — der  zweite  die 
4 Capitel:  Functionen  im  allgemeinen;  Diiferentialrechnung;  unend- 
liche Reihen;  Integralrechnung.  H. 


Methode  und  Principien. 

Kritik  der  Formel  der  Newton’schen  Gravitations- Theorie.  Von 
A.  Sinram.  Hamburg  1896.  Lucas  Gräfe  u.  Sillem.  44  S. 

Die  Schrift  ist  ein  neuer  Versuch  die  bestehende  Himmelsmechanik 
zu  stürzen.  Dies  wird  hier  auf  rhetorischem  Wege  in  Angriff  ge- 
nommen, anders  lässt  sich  das  Verfahren  wol  kaum  bezeichnen:  es 
ist  fern  von  aller  wissenschaftlichen  Logik;  so  viel  Schlüsse  Vorkom- 
men, sind  die  Argumente  so  voreilig  und  unzureichend  als  möglich. 

Hoppe. 


Demonstration  de  l’axiome  XL  d’EucIide.  Par  Michel  Fro- 
lov,  Membre  de  la  Sociöte  Mathörnatiques  de  France.  Dcuiieme 
edition.  Genöve  1896.  W.  Kundig  et  tils.  22  S. 

Der  Fehler  des  Beweises  ist  kein  verborgener.  Der  Verfasser 
ist  durch  seine  Figur,  nämlich  die  zu  Theorem  C,  getäuscht ; welche 
nur  unter  Voraussetzung  der  zu  beweisenden  Thesis  die  der  Be- 
hauptung entsprechende  Lage  der  gezeichneten  Lote  darbietet.  Da 
dieses  Theorem  im  Grunde  mit  den  Parallelensatze  identisch  ist,  so 
konnte  man  gewiss  sein,  den  Fehlschluss  darin  zu  finden. 

Hoppe. 
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Der  Festpunkt  des  Denkens.  Von  H.  Gimler.  Lissa  i.  P. 
1896.  Friedrich  Ebbecke.  22  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  46  Urteilen  über  Lebewesen , Tätigkeit, 
Gleichgewicht,  Ganzes  und  Teile,  Verständigung,  Ausdehnung  und 
Zusammenziehung,  Druck,  Intensität,  Verhältnisse  , Wahrheiten,  einzeln 
nebst  sogenanntem  Beweis  und  Bestätigung,  zumteil  selbstverständ- 
lich, zumteil  unklar,  und  schliesst  mit  dem  Satze:  Die  Anordnung 
der  Lebewesen  bildet  den  Festpunkt  des  Denkens. 

Hoppe. 


Ein  Deutsches  Testament.  Die  Natur  als  Organismus.  Von 
Hugo  Astl-Leou  hard.  Wien  1897.  Selbstverlag.  262  S. 

Der  erste  Titel  soll  dem  Gesamtwerk  gelten,  der  zweite  dem 
jetzt  erschienenen  1.  Teile,  dem  noch  2 andere  folgen  sollen.  Der 
1.  Teil  bestellt  wieder  aus  3 „Büchern“  mit  den  üeberschriften:  Das 
antike  und  moderne  Wissen  und  die  Erkenntnisssätze  der  Wirklich- 
keit; die  Materie  und  ihre  Reiche,  ihre  Entwickelung  als  Spannung 
und  Entladung;  der  Mensch  und  sein  Geistesleben.  Es  wird  viel 
Gelehrsamkeit  .vorgetragen,  doch  eine  fortschreitende  Entwickelung 
lässt  sich  darin  nicht  entdecken.  Die  Lösung  der  philosophischen 
Fragen,  von  der  der  Verfasser  sagt,  dass  sie  sich  ihm  ohne  Zwang 
und  ohne  Speculation  ergab,  denkt  er  sich  sehr  leicht:  er  stellt  eine 
Formel  auf,  damit  ist's  getan;  ob  sie  klar  ist,  kümmert  ihn  nicht; 
jedenfalls  kann  mau  damit  nichts  anfangeu.  Hoppe. 


Das  Beharrungsgesetz.  Von  Paul  Johannessou.  Berlin 
1896-  R.  Gaertner  (Hermann  Heyfelder).  4®.  26  S.  Wissenschaft- 
liche Beilage  zum  Jahresbericht  des  Sophien-Realgymnasiums  in 
Berlin.  Ostern  1896. 

Die  5 Teile  der  Schrift  sind:  Die  Form,  der  Inhalt  des  Be- 
harrungsgesetzes. Die  Irrtumquelle  desselben.  Welchen  Wert  hatte 
es?  Seine  Wahrheit  in  neuer  Form  Gleich  im  Anfang  ist  es  höchst 
brav  gesprochen,  wo  der  Verfasser  sagt;  Es  ist  erklärlich,  wenn 
Newton  als  Schöpfer  der  Himmelsmechanik,  im  Ausdruck  fehlend, 
der  Beharrung  eine  Kraft,  ein  Vermögen  unterlegt;  ab3r  darüber 
muss  man  sich  wundern , dass  noch  heutzutage  viele  Schulbücher 
denselben  Irrtum  lehren.  Charakteristisch  für  den  Gedankengang  in 
vorliegender  Schrift  ist  es  nun , dass  sie  ihren  Gegenstand  nicht 
direct  nach  eigenem  Urteil  anfasst,  sondern  Begriff  und  Theorie  als 
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heutzutage  gelteude  den  Ansichten  von  Schriftstellern  cntuinimt, 
genannt  sind:  Lodge,  C.  Nrumann,  Mach,  L.  Weber,  Streiutz  ~ 
und  über  diese  Kritik  übt.  Dadurch  wird  die  an  sich  eiufache 
Untersuchung  sehr  in  die  Länge  gezogen,  fremde  und  trennbare 
Fragen  mit  eingemischt  und  immer  grössere  Verwickelungen  ge- 
schaffen. Doch  hat  dieser  Weg  wenigstens  die  gute  Folge  gehabt, 
dass  der  Verfasser  dadurch  zu  gesteigerter  Gründlichkeit  genötigt 
ward , demgemäss  auch  richtiger  urteilte , als  es  gewöhnlich 
geschieht,  und  im  Verlaufe  immer  verständlicher  sprach  Es  handelt 
sich  hier  namentlich  um|  die  Natur  menschlicher  Erkenntniss  und 
um  die  Relativität  der  Raumbestimmung  und  Bewegung.  In  Betreff 
der  Erkenntniss  ist,  wenn  auch  nur  zumteil  ausgesprochen,  dem  Ver- 
fasser doch  gewiss  nicht  fremd,  dass  sie  in  der  Unterwerfung  der 
Tatsachen  unter  die  Herrschaft  des  Geistes  besteht,  und  ihre  Mittel, 
nämlich  Begriffe,  Vorstellungsweisen  und  Theorien,  nach  freier  Wahl 
vom  Menschen  erzeugt  werden.  Dagegen  zeigt  sich  der  Verfasser 
zu  wenig  orientirt,  indem  er  ohne  weiteres  diese  Freiheit  für  gleich- 
bedeutend mit  Willkür  hält.  Nur  die  überflüssige  Stoffanhäufung 
macht  es  erklärlich,  dass  er  hier  über  dem  Mittel  den  Zweck  ver- 
gisst und  es  nicht  beachtet,  dass  uns  die  Freiheit  dazu  dient  und 
dienen  soll,  den  grösst  möglichen  Gewinn  an  Erkenntniss  zu  ziehen. 
Dies  zeigt  sich  in  Betreff  der  Relativität  der  Bewegung  und  macht 
hier  die  vorher  gründliche  Logik  wieder  zunichte.  Allo  räumlichen 
Bestimmungen,  sowol  von  Orten  als  von  Bewegungen  , sind  anfäng- 
lich relativ.  Sie  zu  absoluten  zu  machen,  ist  notwendige  Bedingung 
der  Erkenntniss,  namentlich  der  Dynamik.  Es  hätte  sehr  zur  Klar- 
stellung gedient,  wenn  der  Verfasser  diesen  Umstand  in  voller  All- 
gemeinheit ausgesprochen  hätte.  Im  Einzelnen  findet  er  freilich  An- 
lass auf  ihn  einzugehen;  schon  Newton  erkannte  das  empirische 
Kriterium  der  Drehbewegung;  der  Verfasser  aber  hält  dasselbe  für 
illusorisch,  weil  wir  kein  Kriterium  der  geradlinigen  Bewegung  be- 
sitzen, und  ist  sehr  schnell  mit  der  Behauptung  fertig,  dass  alle 
räumliche  Bestimmung  auf  Vereinbarung  beruhe,  ohne  sich  nach  den 
notwendigen  Forderungen  der  einzelnen  Theorien  umzusehen.  Zieht 
man  diese  allseitig  in  Betracht;  so  bleibt  der  freien  Vereinbarung 
nur  wenig  (z.  B.  Längen-  und  Zeiteinheit,  erster  Erdmeridian  ctc.) 
übrig.  Dass  jedenfalls  die  Drehbewegung  (fühlbar  für  den  Menschen 
und  unentbehrlich  für  die  Dynamik,  namentlich  für  die  Theorie  der 
Centralbewegung)  nicht  zu  den  der  Vereinbarung  unterliegenden  Be- 
stimmungen gehört,  sondern  nur  ihre  Epoche,  d.  i.  die  momentane 
Stellung,  ist  offenbar.  Der  Verfasser  leugnet  es,  w'ol  nur  aus  einem 
gewissen  horror  exceptiouis.  Andrerseits  ist  auch  die  Vereinbarung 
nicht  immer  ausreichend,  das  Relative  absolut  zu  fixiren.  Von  den 
3 Raumanordnungen,  der  skopoccntrischeu,  geocentrischeu,  helioccu- 
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trischen  kann  keine  die  andern  ersetzen,  somit  vermag  es  auch  keine 
Vereinbarung;  überall  sind  es  scientive  Gesichtspunkte,  welche  die 
Wahl  der  Axeukreuzo  bestimmen.  Der  Verfasser  führt  3 voraus- 
zusetzende Begriffe  auf,  welche  erst  durch  Vereinbarung  zu  bestimmen 
seien,  bevor  mau  ein  Beharrungsgesetz  lehren  könne : die  geradlinige, 
die  gleichmässigo  Bewegung  und  die  Masse.  Dies  ist  insofern  un- 
richtig, als  diese  Begriffe  bis  auf  die  Masseinheitcn,  die  hier  gleich- 
gültig sind,  als  Grundlagen  von  Theorien  nicht  abgeändert  werden 
können,  ohne  wenigstens  deren  Einfachheit  preiszugeben.  Hierbei  zu 
verweilen  haben  wir  keinen  Grund,  es  ist  alles  nur  ein  Abschweif, 
auf  den  der  Verfasser  durch  sein  historisches  Verfahren  gelenkt 
worden  ist.  SeiuCtanfängliche,  oben  erwähnte,  Aeusserung  Hess  er- 
warten, dass  er  nicht  daran  denken  würde,  dem  sogenannten  Be- 
harrungsgesetz einen  positiven  Inhalt  zuzuschreiben.  Die  Schrift 
schlicsst  mit  der  Frage,  ob  der  Unterricht  in  der  Mechanik  von 
ihren  Ergebnissen  berührt  werde.  Eine  definitive  Formulirung  des 
Beharrungsgesetzes  gemäss  diesen  Ergebnissen  wird  nicht  aufgestellt, 
es  können  wol  nur  die  3 genannten  Bedingungen  mit  den  Ergeb- 
nissen gemeint  sein;  was  aber  dann  in  der  Ueberschrift  die  ,,neuc 
Form“  des  Satzes  bedeuten  soll,  ist  schwer  zu  erraten.  Dies  gibt 
uns  Anlass  auf  den  Anfang  der  Schrift  zurückzugehen  und  von  dem 
zu  sprechen,  was  sie  im  weiteren  zu  sagen  versäumt  Es  wird  gerügt, 
dass  viele  Lehrer  und  Schriftsteller  eine  Kraft  aller  Körper,  in  ihrer 
Bewegung  zu  beharren,  statuiren,  d.  h.  offenbar:  einen  Grund  dafür 
bedürfen,  dass  etwas  sich  nicht  ohne  Grund  ändert.  So  angesehen 
erscheint  allerdings  das  Beharrungsgesetz  als  eine  ganz  überflüssige 
Lehre.  Indessen,  um  es  so  anzusehen,  muss  doch  ein  Wissen  vor- 
ausgehen, das  dem  Unkundigen  fremd  sein  wird,  das  also  die  Schnle 
zu  verleihen  verpflichtet  ist:  der  Schüler  muss  erst  lernen  die  Be- 
wegung als  jenes  Etwas  aufzufassen,  welches  dem  Körper  in  jedem 
Augenblicke  bestimmend  zukommt  und  sich  nicht  ohne  Grund  ändern 
kann.  Der  zu  lernende  Grundsatz  der  Dynamik  lautet:  Momentaner 
Ort  und  momentane  Bewegung  bestimmen  den  momentanen  Zustand 
jedes  Punktes  eines  Körpers.  Ein  Lehrer,  der  ihn  zu  umgehen  sucht, 
umgeht  damit  das  Verständniss  der  Dynamik.  W'er  ihn  kennt,  dem 
ist  der  sogen.  Beharrungssatz  selbstverständlich  und  überflüssig. 
Ihn  Anfängern  deutlich  zu  machen  , bedarf  es  keiner  höheru  Doctrin, 
sondern  nur  eine' Auswahl  nahe  liegender  Beispiele  In  vorliegender 
Schrift  steht  er  nicht,  und  das  eben  ist  der  fehlende  Punkt  in  der 
ganzen  Behandlung  des  Gegenstandes.  Hoppe. 


Allgemeine  Untersuchungen  über  das  Newton’sche  Princip  der 
Fernwirkungeu  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  elektrischen  Wir- 
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kungen.  Von  Dr.  C.  Neu  mann,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  zu  Leipzig.  Geheimer  Hofrath,  Ordentliches  Mitglied  der 
Kgl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  Auswärtiges  Mit- 
glied der  Kgl.  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  Correspon- 
direndes  Mitglied  der  Kgl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
des  Institute  Lombarde  und  Akademie  zu  Bologna.  Leipzig  1896. 
B.  G.  Teubner.  292  S. 

Es  möge  genügen  den  Inhalt  der  9 Capitel  anzugeben.  Einlei- 
tende Untersuchungen.  Aus  der  Vorstellung  des  elektrischen  Gleich- 
gewichts entspringende  Schlussfolgerungen.  Nähere  Bestimmung  des 
Exponentialgesetzes.  Ueber  die  Entwickelung  des  Exponentialge 
setzes  nach  Kugelfunctionen.  Anwendung  des  eingliedrigen  Exponeo- 
tialgesetzes  auf  die  Theorie  der  Gravitation  und  auf  die  Theorie 
der  Elektrostatik.  Allgemeine  Untersuchungen  über  die  mehrglie- 
drigen Exponentialgesetze.  Ueber  das  Green’sche  Gesetz.  Ueber 
das  Hamilton’sche  Princip  und  das  effectivo  Potential.  Ueber  die 
Integration  der  Differentialgleichung:  J\\>  unter  Anwendnng 

der  Methode  des  arithmetischen  Mittels.  H. 


Naturphilosophie  als  exacte  Wissenschaft.  Mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  mathematischen  Physik.  Von  C.  Schmitz- 
Dumont.  Mit  vier  Figureutafelu.  Leipzig  1895.  Duncker  u. 
Humblot.  494  S. 

I 

An  der  Schrift  ist  anzuerkennen,  dass  sie  an  keiner  Autorität 
haftet,  um  von  ihr  Recht  und  Ansehen  zu  borgen,  sondern  an  den 
Ansichten  der  Gelehrten  wie  an  den  invteerirten  der  Menge  unpar- 
teiisch die  Schwächen  enthüllt.  Dies  verbunden  mit  einer  geschick- 
ten, und  nicht  sophistischen,  sondern  auf  Klarheit  gerichteten  Hand- 
habung der  Sprache  vermag  im  Anfang  die  besten  Hoffnungen  auf 
befriedigende  Lösung  ihrer  Aufgabe  zu  erwecken.  Eigentümlich  an 
ihr  ist,  dass  alle  Auseinandersetzungen  auf  Antithesen  gebaut  werden; 
eine  Antithese  ist  dem  Verfasser  notwendig  für  jedes  Urteil,  uud 
wenn  er  eine  solche  aufgegriffen  hat,  mag  sie  auch  bloss  auf  ober- 
flächlichem Eindruck  seiner  Lecture  beruhen,  so  erscheint  sie  ihm 
als  hinreichende  Rechtfertigung  seiner  Behauptungen  statt  aller  Be- 
gründung. Der  erste  Fall  dieser  Art  bezieht  sich  auf  die  historische 
Philosophie  der  Neuzeit  und  ist  bestimmend  für  die  Richtung  der 
vorliegenden  Arbeit.  Der  Verfasser  nennt  die  speculative  Philoso- 
phie und  den  Materialismus  die  Pole  der  Philosophie,  gleichsam 
ihren  Geist  und  Leib.  Alle  aufgetreteneu  Fehler,  Mängel,  Verirrungen 
und  alles  Mislingcn  sei  nur  Folge  ihrer  Einseitigkeit;  die  Natur- 


DIgitized  by  Google 


LitUrariachf.r  Bericht  LXl. 


11 


Philosophie,  wio  er  das  Wort  verstehe,  müsse  beide  als  einander 
notwendige  Gegensätze  in  sich  vereinigen.  Diese  Vereinigung  ist’s, 
was  er  sich  zur  Aufgabe  macht.  Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  bc> 
titelt;  Topik  der  Begriffe.  Philosophie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften. Physikalische  Erklärung  durch  Hypothesen.  Logischer 
Aufbau  der  Physik.  Die  Aussenwelt  Die  Innenwelt  Körper  und 
Geist.  Die  Reihenfolge  der  Themata  ist  für  die  Beurteilung  bedeu- 
tungslos. Was  zunächst  den  obigen  zu  vereinigenden  Gegensatz  von 
speculativer  Philosophie  und  Materialismus  betrifft,  so  ist  zweierlei 
an  der  Aufstellung  zu  vermissen.  Erstens  werden  beide  jedes  als 
Ganzes  betrachtet,  ohne  doch  das  Speciffsche  zu  nennen,  was  sie 
zum  Ganzen  macht.  Die  Geschichte  bietet  zwei  Reihen  verschieden- 
artiger Erscheinungen  dar,  zwischen  denen  man  mancherlei  Gegen- 
sätze finden  kann.  Unter  diesen  hat  der  Verfasser  nicht  gerade  das 
Beste,  sondern  vorzus:sw'eise  Ausartungen  gewählt,  um  es  anzufUhren. 
Da  er  beide  Arten  acceptirt  und  aufrecht  halten  will,  so  lag  es  ihm 
als  Philosophen  doch  gewiss  ob,  über  die  zwei  entgegengesetzten 
Grundgedanken  jener  Erscheinungen,  welche  er  im  Sinne  hat,  keinen 
Zweifel  bestehen  zu  lassen.  Zweitens  ist  auch  nichts  darüber  ge- 
sagt, in  welchem  Sinne  der  Verfasser  beide  Arten  von  Philosophie 
zu  vereinigen  denkt  Das'factiscbe  Zuwerkegehen  lässt  nur  eine  Halb- 
heit nach  beiden  Seiten  hin  erkennen.  Von  den  schlimmsten  Vor- 
urteilen der  speculativen  Philosopie,  die  längst  durch  die  Geschichte 
gerichtet  sind,  bat  er  sich  noch  nicht  frei  gemacht.  Er  hängt  noch 
immer  an  der  Meinung  fest,  dieselbe  sei  berufen  und  notwendig 
dazu  der  materiellen  Forschung  voranzuleuchten  und  sie  vor  Ver- 
irrungen zu  bewahren  und  verfolgt  noch  immer  die  Chimäre  des  ab- 
soluten Wissens,  sieht  demgemäss  die  Hypothese  für  einen  Notbehelf 
an.  Auf  diesem  Standpunkte  bleibt  natürlich  die  Bedeutung  inductiver 
Forschung  unverstanden,  und'  so  erscheint  ein  grosser  Teil  des 
Buches,  nämlich  die  3 Abschnitte  über  Mathematik  und  Physik,  als 
Gedanken  eines  Laien  beim  Lesen  gelehrter  Schriften.  Sehen  wir 
aber  von  den  Urteilen  über  die  auf  festen  Principien  ruhenden 
Wissenschaften  ab,  so  bieten  die  übrigen  4 Abschnitte  Vieles  von 
hinreichendem  Werte  dar  um  Interesse  zu  erwecken.  Die  psychische 
Genesis  wird  ein  wenig  gründlicher  beobachtet,  als  es  gewöhnlich  ge- 
schieht; der  restirende  Mangel  in  dieser  Hinsicht  mag  vielleicht  zum 
weitern  Fortschritt  die  Anregung  geben.  So  ist  z.  ß.  die  Willens- 
freiheit, welche  heutzutage  Viele  trotz  dem  Bewusstsein  aus  Vorur- 
teilen leugnen,  anerkannt  und  als  Beweis  die  Fähigkeit  der  Negation 
in  Idee  und  Handlung  (in  der  Tat  das  deutlichste  Indicium)  aufstellt. 
Dagegen  beschränkt  sich  die  psychische  Beobachtung  des  Verfassers 
stets  dahin,  dass  er  in  einem  Dualismus  Halt  macht,  der  sich  bei 
mehr  Gründlichkeit  bald  lösen  würde.  Die  Aussenwelt  erscheint  ihm 
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noch  als  ursprünglich  gegeben  im  Gegensatz  zum  Ich.  Das  Ich  hält 
er  nur  für  möglich  im  Gegensatz  zur  andern  Person  u.  «.  w.  alles 
wahrscheinlich  nur,  weil  für  seine  Logik  die  Antithese  unentbehrlich 
ist,  und  er  deren  Verlust  schon  im  voraus  fürchtet. 

Hoppe, 


Logische  Uebungen.  Von  Karl  Strecker,  Doctor  der  Philo- 
sophie. 1.  Heft.  Der  Anfang  der  Geometrie  als  logisches  üebungs- 
material,  zugleich  als  Hilfsmittel  für  den  mathematischen  Unterricht. 
Essen  1896.  G.  D.  Baedeker.  61  S. 

Es  wird  erst  die  einfachste  Form  der  Schlüsse  erklärt,  dann 
eine  Reihe  elementarer  Lehrsätze  und  Aufgaben  über  Winkel  und 
Dreiecke  ausgeführt,  deren  Beweise  die  leichtesten  Anwendungen  des 
gezeigten  Schlussverfahrens  darstellen.  H. 


V. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

The  Works  of  Archimeds.  Edited  in  modern  notation  with  in- 
troductory  chapters  by  T.  L.  Ileath,  Sc.  D.  some  time  Fellow  of 
Trinity  College,  Cambridge.  Cambridge  1897.  üniversity  press. 
London.  C.  J.  Clay.  Leipzig,  F.  A.  Brockbaus.  180  -j-  325  S. 

Dies  Buch  cntlnllt  einleitend  in  vielseitigst  umfassender  kriti- 
scher Behandlung  über  Archimedes,  sein  Leben,  seine  Geistesrichtung 
und  seine  Werke,  alles,  was  sich  aus  vorhandenen  Daten  ermitteln 
lässt,  dann  die  englische  Uebcrsetzung  seiner  erhaltenen  Schriften. 
In  gleicher  Weise  hat  der  Verfasser  die  Werke  von  Apollonius  be- 
handelt und  bereits  herausgegebeu.  Dem  Urteil  von  Chasles  folgend 
findet  er  in  beiden  den  in  der  Neuzeit  bedeutungsvollen,  hier  schon 
im  Altertum  hervortretenden  Gegensatz,  dass  Apollonius  seine  For- 
schung auf  die  Geometrie  der  Form  und  Lage,  Archimedes  auf  die 
Gcometrio  des  Masses  richtet.  Die  Einleitung  gibt  zuerst  Notizen 
aus  dem  Leben  — geboren  287  gestorben  213  v.  Chr.  in  Syrakus, 
Sohn  des  Astronomen  Pheidias.  Eine  beträchtliche  Zeit  verlebte 
er  in  Alexandria.  Ausser  Geometrie  und  Arithmetik  trieb  Archi- 
medes auch  Mechanik,  aber  nicht  sowol  in  wissenschaftlichem  Streben, 
sondern  zu  vorliegenden  technischen  Zwecken.  — Ferner  berichtet 
die  Einleitung  über  Manuscripte,  Hauptausgaben,  verlorene  Werke 
u.  a.  ferner  über  die  Beziehungen  des  Archimedes  zu  seinen  Vor- 
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gängern.  Dann  wird  das  Wesen  seiner  Arithmetik  dargelegt,  dann 
die  Probleme  besprochen,  welche  Apollonias  und  Archimedes  mit 
vfvastg  bezeichnen.  Pas  Folgende  betrifft  die  kubischen  Gleichun- 
gen, Anticipationen  der  Integralrechnung  und  die  Terminologie.  — 
Die  übersetzten  Werke  des  Archimedes  sind  folgende:  lieber  Kugel 
und  Cylinder,  2 Bücher.  Ueber  Konoide  und  Sphäroide.  üeber 
Spiralen,  üeber  das  Gleichgewicht  von  Ebenen,  2 Bücher.  Der  Sand- 
rechner, Quadratur  der  Parabel,  üeber  schwimmende  Körper,  2 
Bücher,  Buch  der  Lemmata.  Das  Rinderproblem.  Jedes  dieser  13 
Bücher  besteht  aus  einer  Anzahl  Sätze  und  Aufgaben.  H. 


Der  Mathematiker  Jakob  Steiner  von  ützensdorf.  Ein 
Lebensbild  und  zugleich  eine  Würdigung  seiner  Leistungen.  Von 
Dr.  phil.  J.  H.  Graf,  ordentl.  Professor  der  Mathematik  au  der 
Hochschule  in  Bern.  Mit  dem  Portrait  und  dem  Facsimile  eines 
Briefes  Steiners.  Bern  1897.  K.  J.  Wyss.  54  S. 

Jakob  Steiner,  jüngster  Sohn  des  Landwirts  und  Viehzüchters 
Niklaus  Steiner  und  Anna  Barbara  geh.  Weber  in  ützensdorf 

(im  Tale  der  Emme,  Kanton  Bern)  ist  geboren  am  1^^.  März 

1796,  gestorben  1863.  Er  verliess  1814  trotz  des  heftigen 
Widerstandes  seiner  Eltern  aus  Lernbegierde  seine  Heimat  und 
gieng  nach  der  Anstalt  Pcstalozzi’s  in  Yverdon,  der  ihn  auf- 

nahm, und  wo  er  1}  Jahr  als  Schüler,  dann  noch  einige  Zeit  als 
Lehrer  gewesen  ist.  Von  1818  an  setzte  er  seine  Studien  in  Heidel- 
berg fort,  wo  er  bei  Prof.  Schweins  höhere  Analysis  hörte,  sich  aber 
später  mit  demselben  überwarf  und  dessen  Methode  verspottete.  Von 
1821  bis  1822  war  er  Lehrer  am  Werderschen  Gymnasium  in  Berlin, 
gab  jedoch  die  Stelle  wegen  des  ihm  verhassten,  von  seinem 
Director  eingeführteu  Lehrbuchs  auf.  Als  Privatlehrer  in  Berlin 

gewann  er  dann  hohe  Anerkennung  beim  Prinzen  August,  Wilhelm 
von  Humboldt  und  den  hervorragendsteu  Familien , deren  Söhne  er 
unterrichtete,  1834  ward  er  zum  ausserordentlichen  Professor  au 
der  üniversität  und  zum  Mitglied  der  Akademie  ernannt.  Aus  dieser 
Zeit  stammt  der  grösste  und  wichtigste  Teil  seiner  litterarischen  Pro- 
ductivität.  Hervorzuheben  ist  sein  ümgang  mit  Jacobi,  mit  dem  er  in 
gegenseitig  beeinflussender  Beziehung  stand.  Sein  späteres  Leben  ver- 
brachte er  zum  grossen  Teil  in  der  Schweiz,  wo  er  mit  Schläfli  dauernd 
wissenschaftlich  verkehrte,  aber  schliesslich  sich  doch  definitiv  von 
ihm  trennte.  Die  vorliegende  Lebensbeschreibung  ist  voll  von  cha- 
rakteristischen Zügen.  An  allen  erkennt  mau  eine  ganz  eigentüm- 
liche Geistesrichtung.  Er  betrachtet  seine  Sätze  nicht  als  errungen, 
nicht  als  hergeleitet  nach  alten  oder  neueren  Methoden,  sondern  als 
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solbstverstäudlicb  sich  darbietend  vermöge  einer  alles  umfassenden 
und  beherrschenden  Raumanschauung.  Deren  immer  weiteres  Vor- 
und  Eindringen  macht  den  ganzen  Fortschritt  seiner  Erkenutuiss 
aus.  So  hat  er  nicht  anfangs,  sondern  erst  später  die  räumlichen 
Gestalten  in  sein  Gebiet  gezogen.  Es  werden  jedoch  auch  Fälle  er- 
wähnt, wo  Steiner  nach  vergeblichem  Suchen  die  Hülfe  anerkennen 
musste,  die  ihm  ,in  analytischer  Deduction  dargeboten  ward,  was  ihn 
solange  ganz  entmutigte,  bis  es  ihm  gelang,  wenigstens  nachträglich 
seine  Anschauung  dahin  zu  ergänzen,  dass  sie  das  Vermisste  ent- 
hielt. H. 


Geschichte  der  darstellenden  und  projectiven  Geometrie  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  ihrer  Begründung  in  Frankreich  und 
Deutschland  und  ihrer  wissenschaftlichen  Pflege  in  Oesterreich.  Vom 
Professor  Ferdinand  Jos.  Ohenrauch.  Brünn  1897.  Carl 
Winiker.  442  S. 

Berücksichtigt  ist  bereits  die  Geschichte  der  darstellenden  und 
projectiven  Geometrie  in  dir.  Wiener’s  Lehrbuch  der  darstellenden 
Geometrie  1884,  wenn  auch  nur  in  gedrängter  Kürze,  ferner  den 
Werken  von  Wilhelm  Fiedler,  H.  Mannheim  und  A.  G.  V.  Peschka. 
Es  ist  unstreifig  ein  höchst  verdienstliches  Werk,  welches  hier  die 
Geschichte  der  beiden  nahe  verwandten  Zweige  der  Geometrie  für 
sich  in  voller  Ausführlichkeit  und  nach  allen  Gesichtspunkten  giebt. 
Das  Buch  besteht  aus  2 Teilen.  Der  erste  handelt  ausschliesslich 
vom  Lohen  und  Wirken  Monge’s.  Alle  Angaben  über  Anbahnung 
der  darstellenden  Geometrie  von  den  ältesten  Zeiten  an  werden  nur 
im  Laufe  der  p]in\eitung  gemacht.  Gaspard  Monge,  geboren  am 
10.  Mai  1746  im  burguudischeu  Städtchen  Beaume  im  Departement 
Cote  d’or,  erfand  die  descriptive  Geometrie,  durfte  aber,  weil  das 
Geuiecorps  sie  als  Staatsgeheimniss  betrachtete,  30  Jahre  lang 
nichts  darüber  veröffentlichen.  Erst  1794  ward  nach  Errichtung 
der  ficole  normale  ihm  gestattet  darüber  öffentliche  Vorträge  zu 
halten.  — Es  folgt  dann  die  Gründung  der  ficole  polytechnique,  der 
weitere  Ausbau  der  darstellenden  Geometrie,  in  der  neuern  Geome- 
rie , Monge’s  Infinitesimalgeoraetrie  und  sein  späteres  Leben.  — Der 
2.  Teil  geht  sehr.weit  auf  die  Vorgeschichte  der  projectiven  Geome 
trie  ein.  Dann  folgt  die  neue  Geometrie  in  den  Werken  von  Car- 
not, Brianchon,  Poncelet,  Gergonne,  Möbius,  Plücker,  Steiner,  von 
Staudt,  Hesse,  Kummer,  Schröter,  Reye,  Sturm,  Wiener,  Chasles^ 
Brasseur,  de  la  Gournerie,  Mannheim,  Cayley,  Cremona,  Veronese, 
Segre  und  Zeuthen.  H.  4 
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Methode  und  Principien. 

Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Versuch  einer  Kritik.  Von 
Dr.  Ludwig  Goldschmidt,  mathematischem  Revisor  der  Lebeus- 
versicherungsbank  für  Deutschland  in  Gotha.  Hamburg  und  Leipzig 
1897.  Leopold  Voss.  ^79  S. 

Der  Titel  des  Buchs  lässt  erwarten,  dass  es  sich  zur  ersten 
und  Hauptaufgabe  machen  würde,  die  unter  der  Praxis  und  vieltei- 
ligen Anwendung  aufgciiommeuen,  dunkel  gebliebenen  Elemente  der 
Theorie  einmal  sorgfältig  auf  feste  Begriffe  zu  reduciren.  Das  ge- 
genteilige Streben  findet  mau  hier  durchweg  betätigt.  Mit  wol  hun- 
dertmal so  vielen  Worten,  als  hingereicht  hätten,  die  Sache  klar  zu 
stellen,  beständig  abscliweifend  und  ohne  sichtliche  Beziehung  zum 
Gegenstände,  wird  auf  deh  Eindruck  hingearbeitet,  dass  es  sich  um 
eine  schwierige,  streitige,  der  Logik  fremde  Sache  handele.  Alle 
exacte  Aussage  wird  mit  Fleiss  gemieden , alles , wonach  man  des 
Verständnisses  wegen  fragen  muss,  verschwiegen.  Das  Inhaltsver- 
zeichniss  lautet:  Einleitung.  Die  mathematische  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Die  gleich  wahrscheinlichen  Fälle.  Das  Gesetz  der 
grossen  Zahlen;  die  logische  Theorie  und  dieses  Gesetz.  Die  Bayes- 
sche  Regel.  Der  Bernoulli’sclie  Satz  und  diese  Regel.  Schlussbe- 
trachtungen. Im  Vorwort  nennt  der  Verfasser  einige  Autoren  in 
Beziehung  zur  Wahrscheinlichkeitstheorie:  Kant,  Kries  Lotze,  v. 
Kries,  und  erklärt  sich  tür  oder  wider  deren  Ansichten,  ohne  von 
letzeren  ein  Wort  zu  sagen,  ebenso  gibt  er  an,  dass  Jakob  Beruoulli  das 
Gesetz  der  grossen  Zahlen  bewiesen  habe;  aber  in  dem  63  Seiten 
langen  Artikel  sucht  mau  vergeblich  nach  einer  Aufstellung  dieses 
Gesetzes;  ob  irgendwo  ein  vermeintlicher  Beweis  steht,  entdeckt 
vielleicht  noch  jemand.  Die  ganze  Abfassung  charakterisirt  sich 
durch  eine  heutzutage  ungewöhnliche  Ueberschätzung  der  formalen 
Logik.  Zwar  erkennt  der  Verfasser  au,  dass  sie  unzureichend  sei; 
doch  meint  er  nur  das  Reich  der  Gefühle  mit  dem,  was  sie  nicht 
beherrsche.  Es  ist  aber  überhaupt  die  neue  Wissenschaft  und  For- 
schung, in  der  sie  bereits  bedeutungslos  geworden  ist.  In  so  fern 
ist  es  wol  begreiflich,  dass  die  Versation  im  engen  Gebiete  formaler 
Logik  gegen  sachliche  Erfordernisse  blind  macht,  dass  also,  was 
oben  als  Tendenz  ausgelegt  ward,  sich  vielleicht  durch  zu  grosse 
Bevorzugung  formaler  Logik  erklären  mag. 

Hoppe. 

Der  verjüngte  Magister  Matheseos.  Ein  Beitrag  zur  Sphärik 
und  absoluten  Geometrie.  Von  Lr.  K.  Trauh,  Prof.  a.  D.  Lahr 
189G.  Moritz  Schauenburg.  12  S. 
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Per  Verfasser  findet,  dass  der  pytliagoräische  Lehrsatz  in  einigen 
Formen  ausgesprochen  sich  gleichlautend  auf  sphärische  und  absolute 
Geometrie  übertragen  lässt,  und  hofft  durch  gegenwärtige  Mitteilung 
Mauchen  für  das  Studium  der  absoluten  Geometrie  zu  gewinnen. 

II. 


Hermann  von  Holmholtz’s  Untersuchungen  über  die  Grund- 
lagen der  Mathematik  und  Mechanik.  VonDr.  Leo  Koenigsber- 
ger,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Heidelberg. 
Mit  einem  Bildniss  Hermann  von  Helmholtz’s.  Leipzig  1896.  B.  G. 
Teubner.  58  S. 

Die  in  vorliegender  Rede  enthaltenen  Untersuchungen  gelten 
nicht  allein  den  bewährten  und  daher,  woran  niemand  zweifelt,  ewig 
dauernden  Grundlagen  jener  Wissenschaften,  sondern  zu  noch  grosse- 
rem Teile  den  problematischen  Grundlagen  einiger  Zweige  derselben, 
von  deren  definitiver  Feststellung  wir  gegenwärtig  noch  weit  ent- 
fernt sind.  In  Betreff  der  erstem  ist  zu  betonen,  dass  das  gesamte 
Zuwerkegehen  vollkommene  Freiheit  bekundet  von  den  Kant’schen 
Vorurteilen  des  absoluten  Apriori,  des  Transscendentalen  und  der 
Metaphysik.  Die  gänzliche  Lossagung  würde  noch  entschiedener  au 
den  Tag  treten,  wenn  Helmholtz  nicht,  statt  einer  nutzlosen  Be- 
kämpfung, es  klugerweise  stets  vorgezogeu  hätte,  in  respectvoller 
Ferne  an  solchen  Lehren  vorüberziigehen.  Wäre  die  Herrschaft  und 
Präoccupation  Kaut’scher  Irrlehren  nicht  selbst  jetzt  noch  so  gross 
und  verbreitet,  so  würde  man  die  Forschungswege  von  Helmholtz 
nicht  sow'ol  für  originell,  sondern  vielmehr  für  natürlich  halten  und 
nicht  auf  Priorität  Gewicht  legen  wollen  in  Ideen,  mit  denen  .mau 
längst  vertraut  war,  wenn  man  sie  auch  nicht  mit  gleichem  Erfolge 
verkündigt  hatte.  Dies  liat  erweiternde  Anwendung  auf  ein  Urteil 
von  Koenigsberger.  Ihm  zufolge  untersuchte  Helmholtz  nicht  mathe- 
matische Probleme  um  ihrer  selbst  willen  mit  Anwendung  auf  die 
Naturwissenschaften-,  er  holte  sie  sich  vielmehr  aus  der  Beobachtung 
der  Natur  zu  dem  Zwecke,  die  Probleme  der  Natur  mathematisch, 
zu  formulireu.  Im  Gegenwärtigen  aber  handelt  es  sich  nicht  um 
mathematische  Probleme,  sondern  um  philosophische  Fragen  der 
psychischen  Genesis  des  Erkennens.  In  diesen  heisst  cs,  nahm  er 
ein  unmittelbares  Interesse.  Auch  hier  ist  es  die  Freiheit  von  Vor- 
urteilen, was  von  Vielen  der  Originalität  der  Entdeckung  zugerechnet 
wird.  Zunächst  ist  es  nicht  neu,  sondern  in  der  Forderung  Bako's 
alle  Begriffe  zn  ihrer  scientiven  Gültigkeit  durch  Erfahrung  zu  be- 
gründen enthalten,  dass  mau  den  Ursprung  der  Grundbegriffe  der 
Mathematik  und  Mechanik,  in  Betreff  des  Raumes,  der  Zeit  und  der = 


Digltized  by  Google 


18 


Litterarischer  Bericht  LXII, 


Masse  in  der  Erfahrung  gesucht  hat.  Unterbrochen  und  beiseite 
geschoben  dnrch  Kant’s  unwissenschaftliche,  aber  populäre  Lehre 
vom  Apriori  ward  dann  die  Untersuchung  wieder  aufgenommen  vou 
Riemaun,  welcher  die  nnterschiedlichen  empirischen  Elemente  des 
Ranrabegriffs  ermittelte.  Für  ihn  war  das  Problem  ein  mathematisch 
logisches.  Für  Helmholtz  war  die  Aufgabe  Vorbehalten  den  exacteu 
Nachweis  der  Erfahrung  durch  präcise  Experimente  zu  geben.  Der 
Anfang  nnd  das  nnmittelbare  Interesse  seiner  Tätigkeit  war  daher 
anf  Beobachtung  der  Sinnesorgane  und  ihrer  Functionen  gerichtet* 
Diese  physiologische  Untersuchung  eröflfneto  ihm  die  Bahn  zur  Lo- 
sung der  p8ychologi.schen  Aufgabe,  die  Construction  des  dreifach 
orthogonalen,  homogenen  , unendlichen,  translocabelu  und  drehbaren 
Raumsystems  und  des  Congruonzbegriffs  von  Seiten  des  erkennenden 
Geistes  zum  Bewusstsnin  zu  führen  und  die  Axiome  der  Geometrie 
in  Betreff  der  Geraden , der  Ebene,  der  Parallelen  empirisch  zu  be- 
gründen, d.  h.  auf  rein  gegebene  Tatsachen  zurückzuführen.  Die  Lö- 
sung mag  unvollendet,  zum  Teil  bestreitbar  seiu,  immer  ist  doch 
Helmholtz  der  erste,  der  sie  ernstlich,  mit  Bewusstsein  der  Erfor- 
dernisse in  Angriff  genommen  hat.  So  gilt  denn  Koenigsberger’s 
charakteristische  Bemerkung  nicht  allein  von  mathematischeu  Pro- 
blemen, sondern  auch  von  einer  philosophischen  Frage  von  didaktisch 
pädagogischer  Bedeutung  für  den  mathematischen  Schulunterricht. 
— ln  der  Mechanik  handelt  cs  sich  um  das  Princip  der  summarisch, 
unveränderlichen  lebendigen  Kraft,  anticipirt  von  Cartesius  iu 
voller  Allgemeiuheit  für  die  gesamten  Naturvorgänge , wiewol  bei 
problematisch  bleibendem  Wesen,  begrifflich  exact  aufgestellt  vou 
Leibniz,  nach  Ergänzung  durch  das  Potential  als  Magazin  der 
lebendigen  Kraft  für  Bewegung  fester  Körper  (und  deren  Atome) 
durch  bewiesenen  Lehrsatz  bestimmt  von  Huygens,  ausgedehnt  auf 
die  Wärme  von  Robert  Mayer.  Die  Existenz  dieses  iu  alleu 
Naturvorgäugen  herrschenden  Gesetzes  ist  also  kein  Gedanke  der 
Neuzeit.  Uebrig  blieb  und  bleibt  die  Entdeckung  und  der  Nachweis 
des  unveränderlichen  Elements  iu  der  Hydrodynamik,  der  Aerody- 
namik, der  Elcktricität,  des  Magnetismus  und  dem  Lichte.  Was 
Helmholtz  für  diese  Aufgabe  geleistet  hat,  wird  im  übrigen  Teile  der 
Rede  dargelegt.  H. 


Die  Zahl  und  das  Unendlichkleine.  Von  Dr.  Karl  Go e bei* 
Soest  Leipzig  1896.  Gustav  Fock.  47  S. 

Der  Titel  nennt  den  Gegenstand,  über  den  der  Verfasser  sich 
äussern  will;  was  er  zu  geben  gedenkt,  sagt  der  Titel  nicht.  Die 
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Anfaugsworto  der  Schrift  scheinen  die  Absicht  zu  verraten  ihn  nicht 
erklären,  soudoru  in  mystisches  Dunkel  hüllen  zu  wollen.  Doch 
fern  von  aller  täuschenden  Kunst  setzt  sie  auseinander,  was  keinem 
Rechner  unbekannt  ist,  ohne  je  die  Punkte  zu  berühren,  welche  zu 
principiellen  Untersuchungen  Anlass  geben.  Die  ganze  hinzugefügte 
Logik  besteht  im  Gegensatz  des  Allgemeinen  und  Besondern.  Das 
Motiv  der  Schrift  ist  also  aus  ihr  so  wenig  wie  aus  dem  Titel  zu 
ersehen.  Zu  erwähnen  sind  einige  historische  Angaben  betreifend 
Galilei,  Fermat  und  Newton.  Hoppe. 


Kritik  der  exacteu  Forschung.  Von  Friedrich  Ego.  Gedruckt 
auf  Kosten  dos  Verfassers.  Leiden  1897.  B.  J.  Hrill.  81  S. 

Kritik  ist  im  ganzen  Buche  nicht  zu  finden;  die  eigentümlichen 
Meinungen  des  Verfassers  werden  stets  imperatorisch  ausgesprochen 
und  nirgends  ein  Versuch  gemacht  sie  dem  Leser  überzeugend  dar- 
zutun. Auch  wird  dies  Verhalten  gar  nicht  verhehlt;  denn  gleich 
im  Anfang  erklärt  der  Verfasser  das  Gemüt  für  den  Grund  aller  Er- 
ken ntniss  und  Richter  über  dieselbe  und  äussert  sich  geringschätzig 
über  die  Ohjectivität  des  Urteils.  Für  richtig  gilt  ihm , was  dem 
Ego  zusagt,  der  stets  im  Namen  aller  urteilt.  Da  nun  die  Schrift 
nur  beliebige  Stücke  aus  Doctrineu  bespricht,  die  für  sich  weder 
instructiv  noch  anziehend  sind,  so  dürfen  wir  sie  wol  für  ganz  un- 
schädlich halten,  nur  berechnet  auf  das  Gemüt  des  Ego  als  einzigen 
Lesers.  Hoppe. 


Introductioii  ä la  g^ometrie  differentielle  suivant  la  methode  de 
H.  Grassmann.  |Par  G.  Burali  Forti,  Professeur  k TAcademie 
militaire  de  Turin.  Paris  1897.  Gauthier-Villars  et  ffls.  165  S. 

„Das  Buch  enthält  eine  kurze  Darlegung  des  geometrischen 
Calculs  nebst  mehreren 'Anwendungen  auf  die  elementare  differentielle 
Geometrie.  Der  geometrische  Calcul  ist  1679  erfunden- von  Leibniz, 
dem  ersten,  der  es  für  bequem  oder  notwendig  hielt,  direct  auf  die 
geometrischen  Elemente  zu  operiren,  während  die  analytische  Geo- 
metrie auf  Zahlen  operirt,  die  eine  indirecte  Beziehung  zu  den  re- 
präsentirten  Elementen  haben.“  Die  Gegenstände  sind;  die  geome- 
trischen Formen,  nämlich  Definitionen  und  Regeln  dos  Calculs, 
Vectoren  und  ihre  Producte,  Reduction  der  Formen,  regressive  Pro- 
ducte,  Coordinaten;  variable  Formen,  nämlich  Derivirte,  Linien  und 
Enveloppen,  Regelflächen,  Fresnel’schen  Formeln;  Anwendungen, 
nämlich  Helix,  Regelflächen  bezüglich  auf  eine  Curve,  orthogonale 
Trajectorien.  H. 
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An  essay  on  the  foundatious  of  geonietry.  IJy  Bertrand  A. 
W.  Russell.  M.  A.  Fellow  of  Trinity  College,  Cambridge.  Cam- 
bridge 1897.  University  press.  201  S. 

Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  folgende.  Einleitung,  unser  Pro- 
blem definirt  durch  seine  Beziehungen  zur  Logik,  Psychologie  und 
Mathematik.  Geschichte  der  Metageometrie.  Kritischer  Bericht 
über  einige  der  Geometrie  ivorausgehende  philosophische  Thcoricu. 
Die  Axiome  der  projectiveu  Geometrie,  die  der  metrischen  Geome- 
trie, die  der  Freiheweglichkeit.  das  Axiom  der  Dimensionen,  das 
der  Entfernung.  Philosophische  Consequenzen  Der  Verfasser  ist 
Anhänger  von  Kaut,  dem  gegenüber  er  wcMiig  eigenes  Urteil  dar- 
hictet.  Er  lässt  es  oft  bei  kurzer  Formuliruiig  buweudeu,  wo  ciu- 
geheude  Erörterung  erwartet  werden  durfte.  11. 


Die  Grundlage  dor  modernen  Wertlehre:  Daniel  Bernoulli, 
Versuch  einer  neuen  Theorie  der  Wertbcstiinmung  von  Glücksfiillcn. 
llerausgegeben  |von  A.  P rings  beim.  Leipzig  18%.  Duncker 
u.  Humblot.  60  S. 

Daniel  Bernoulli,  Sohn  des  Professors  der  Mathematik  Johann 
Bernoulli,  geboren  1700  in  Groningen,  ward  1725  ^Professor  in 
Petersburg,  1733  Professor  in  Basel,  zunächst  für  Anatomie  und 
Botanik,  später  auch  für  Physik,  und  starb  1782.  Die  von  ihm  ver- 
fasste, 1738  von  der  Petersburger  Akademie  herausgegebeue  Abhaud- 
luug,  von  welcher  hier  die  Rede  ist,  hat  den  Titel;  Specimen  theoriae 
novae  de  mensura  sortis,  auctore  Daniele  Bernoulli  Von  ihr  wird 
im  Vorliegenden  eine  deutsche  Uebersetzung  gegeben.  Voraus  geht 
eine  Einleitung,  unterschrieben:  Ludwig  P'ick.  Hauptsächlich  in  letz- 
terer tritt  besonders  deutlich  undauttallig  der  verhängnissvolle  Fehler 
der  Forschung  hervor,  dass  man  nach  Lösung  von  Fragen  sucht 
che  man  die  Fragen  verstanden  hat.  Seit  Jahrhunderten  ist  die 
richtige  Wertschätzung  in  Frage,  und  bis  heute  hält  mau  cs  für  zu 
umständlich,  und  Fick  denkt  gar  nicht  daran , die  Bedeutungeu  des 
Wortes  aus  den  verschiedenartigen  Bedürfnissen  seiner  Anwendung 
herzuleiten.  Er  betrachtetjioch  immer  das  Wort  als  Vertreter  eines, 
wenn  auch  bcsserungsbedürftigen  Begriffs  und  die  Zuziehung  zu  be- 
rücksichtigender Umstände  als  Fortschritt  und  Berichtigung.  In  der 
Tat  besitzen  wir  auf  gegenwärtigem  Standpunkt  erst  eine  Vielheit 
von  Begriffen  des  Wertes  gültig  für  die  respectiven  in’s  Auge  ge- 
fassten Fälle , deren  manche  sich  vielleicht  nachweisbar  vereinigen 
lassen.  Fick  sieht  in  Bernoulli’s  Schrift  einen  epocheraacheudeu 
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Fortschritt  der  Theorie  des  Wertes  über  die  bisherige,  welche  auf 
objectiver  Grundlage  ruht.  Bernoulli  selbst  legt  nur  Gewicht  dar- 
auf, dass  seine  Theorie  neu  ist.  Neu  ist  sie  durch  die  Annahme, 
dass 'Jeder  seinen  Gewinn  und  Verlust  nach  dessen  Quotienten  durch 
sein  Vermögen  schätzt  (nach  gleichem  Princip,  wie  später  Fechner 
die  Grenze  der  Empfindbarkeit  von  Sinnesreizen  als  den  Quotienten 
des  Unterschiedes  durch  den  gesamten  Reiz  mit  Experimenten  nach- 
wies). Aber  ein  Fortschritt  der  Theorie  ist  aus  der  Zuziehung  eines 
subjectiven  Elements  nicht  ersichtlich:  cs  sind  eben  nur  andre  Fälle 
in  Betracht  gezogen,  auf  welche  der  neue  Begriff  des  Wertes  passt 
(sei  cs  dass  mau  fragt,  ob  oder  bei  wieviel  Einsatz  man  auf  ein  ge- 
botenes Spiel  eingelien  will,  oder  dass  man  mit  der  Spielregel  Gimpel 
zu  fangen  gedenkt  u.  s.  w.)  Auf  die  Fehler,  welchen  dadurch  Kaum 
gegeben  wird,  dass  man  Bernoulli’s  Hypothese  allgemein,  mithin  auch 
au  unpassender  Stelle,  wo  die  Frage  mit  subjectiver  Schätzung  nichts 
zu  tun  hat,  auwendet,  wollen  wir  nicht  eingeheu,  sondern  nur  einen 
von  Bernoulli  .selbst  begangenen  Fehler  erwähnen,  der  au  einem 
Beispiel  das  Ungenügende  der  alten  Theorie  zeigen  will.  Er  lässt 
wiederholt  ein  Geldstück  werfen,  so  dass  2 Fälle  gleich  möglich 
sind;  nach  jedem  Wurfe  soll  sich  der  Preis  für  den  glücklichen 
Wurf  von  a au  verdoppeln;  mit  letzterem  endet  das  Spiel.  Er  be- 
hauptet, nach  alter  Theorie  wäre  der  Wert  der  Hotl’uuug  olfeubar 
unendlich.  Nach  einfacher  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist  derselbe 

= (•2«-i . 2»)  = ia 

und  anfangs  eiuzusetzen.  Um  den  Irrtum  zu  erklären,  könnte  man 
anuehmeu,  Bernoulli  habe  im  Siuue  gehabt  (wovon  er  nichts  sagt,  wie 
er  überhaupt  von  veränderlichen  Werten  nie  spricht)  der  Spieler 
habe  nach  dem  witcu  unglücklichen  Wurfe  seinen  Anspruch  au  einen 
andern  verkauft  (auch  die  Zulässigkeit  der  Uebertraguug  durfte  nicht 
verschwiegen  werden)  Das  Spiel  wäre  dann , vorher  um  die  Einheit 
a,  von  da  au  in  ein  ein  gleiches  um  die  höhere  Einheit 

Ij  = 2”‘-i  a 

übergegangeu.  Ist  nun  der  Käufer  kein  Freund  von  hohem  Glücks- 
spiel, so  kann  er  sich  mit  dem  ersten  Spieler  auch  auf  einen  niederu 
Preis  c einigen,  wenn  nämlich  dieser  den  gewissen  Gewinn  der  Hoff- 
nung dermassen  vorzieht,  dass  er  gern  ein  Geschenk  von  a—c  dazu 
verwendet,  die  Unlust  des  Käufer's  zu  überwinden.  So  lassen  sich 
in  der  Tat  subjective  Elemente  beim  Handel  mitwirkend  denken ; nur 
sind  diese  ganz  verschieden  von  den  in  Bernoulli’s  Hypothese  vor- 
ausgesetzten. Das  angeführte  Beispiel  zeigt  weder  einen  Maugel  der 
alteu  Theorie  noch  eine  Besserung  durch  die  neue. 
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Erd-  und  Himmelskuiide. 

Los  metliodes  uouvelles  de  la  mecauique  celcste.  Par  H.  Poin- 
care,  Membre  de  .Tlnstitut,  Professeur  ä la  Facult^.  Tome  II. 
Methodcs  de  M.  M.  Newcomb,  Gyldeu , Lindstedt  et  Bohlin.  Paris 
1893.  Gauthier- Villars  et  fils.  479  S. 

Der  2.  Baud  enthält  folgende  Capitel:  Formelle  Rechnung,  Me- 
thoden von  Ncwcomb  und  Lindstedt,  Anwendung  zur  Untersuchung 
der  säeularen  Variationen,  Anwendung  auf  das  Problem  der  3 Kör- 
per, Anwendung  auf  die  Bahnen,  Divergenz  der  Reihen  von  Lind- 
stedt, dircctc  Berechnung  der  Reihen,  anderes  Verfahren  directer 
Rechnung,  Methoden  von  Gyldeu,  Fälle  linearer  Gleichungen,  Fälle 
nicht  linearer  Gleichungen,  Methoden  von  Bohliu,  Reihen  von  Boh- 
lin, Ausdehnung  der  Methoden  von  Bohlin.  Die  neuen  Methoden 
sind  dadurch  charakterisirt,  dass  die  säeularen  Terme  entfernt  wer- 
den, mithin  die  Reihen  nur  periodische  Terme  haben. 

H. 


Annuaire  pour  Tan  1896,  pour  Tun  1897,  pour  l’an  1898.  Publik 
par  le  Bureau  des  Longitudes.  Avec  des  notices  scicntifiques.  Paris. 
Gauthier-Villars  et  tils. 

La  maison  ^Gauthier-Villars  (55,  quai  dos  Grands-Augustins) 
vient  de  publicr,  comme  chaque  annee,  l’Annuaire  du  Bureau  des 
Longitudes  pour  1898.  — Co  petit  volume  compact  contient  comme 
toujours  uno  foule  de  renseignements  scientifiques  qu’on  ne  trouve 
que  lä.  Le  volume  de  cette  annee  contient  en  outre  les  Notices 
suivantes:  Sur  la  stabilitö  du  systöme  solaire;  par  M.  H.  Poincare. 

— Notice  sur  l’oeuvre  scientifique  de  M.  H.  Fizeau;  par  M A.  Cornu 

— -Sur  quelques  progr^s  accomptis  avec  l’aide  de  la  Photographie 
daus  Fetude  de  la  surface  lunaire;  par  MM.  M.  Loewy  et  P.  Puiseux. 

— Sur  les  travaux  executes  1897  ä l’observatoire  du  mont  Blanc; 
par  M.  J.  Jausson.  — Discours  prononces  au  cinquauteuaire  acad6- 
inique  de  M,  Faye,  le  25  jauvier  1897;  par  MM.  J.  Jaussen  et  M. 
Loewy.  In- 18  de  VI -806  pages,  avec  2 Cartes  maguetiques:  1 fr.  50 
franco  1 fr.  85). 

Gauthier-Villars  et  fils. 


Das  erste  (für  1896).  enthält  als  Anhang  folgende  Aufsätze. 
A.  Cornu:  Die  Fernkräfte  und  die  ündulationen.  — Die  Arbeiten 
FresneFs  in  der  Optik.  — De  Bernardieres;  Ueber  die  Con- 
struction  der  neuen  magnetischen  Karten  des  Globus  unternommen 
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unter  der  Dircction  des  Bureau  des  Longitudes.  — J.  J aussen: 
Ueber  eine  dritte  Besteigung  des  Gipfels  des  Montblanc  zum  Observa- 
torium und  die  während  des  Jahres  1H95  im  Grunde  dieses  Gebirgs 
ausgeführteu  Arbeiten.  — Bernardi6res:  Notiz  über  das  Leben 
und  die  Arbeiten  des  Contreadmirals  Fleuriais. — J.  Janssen  und 
F.  Tisserand:  Rede  gehalten  beim  Leichenbegängniss  von  E. 
Brunner.  — Das  Annuaire  für  1897  gibt  im’Anhang  folgende  Aufsätze. 
F.  Tisserand:  Notiz  über  die  eigene  Bewegung  des  Sonnensystems.  ~ 
H.  iPoincar^:  Die  kathodischen  und  die  Röntgen-Strahlen.  — J. 
Janssen:  Die  Epochen  in  der  astronomischen  Geschichte  der  Pla- 
neten. — F.  Tisserand:  Notiz  über  die  4.  Versammlung  des  inter- 
nationalen Comites  für  Ausführung  der  photographischen  Karte  des 
Himmels.  — Notiz  über  die  Arbeiten  der  internationalen  Commission 
der  fundamentalen  Sterne.  — A.  Cornu:  Rede  gehalten  beim  Lei- 
chenbegänguiss  von  Tisserand.  — J.  Janssen:  Arbeiten  auf  dem 
Montblanc  189G.  H. 


Annuaire  de  l’observatoire  de  Montsouri’s  pour  Tann^e  1896, 
p.  Ta.  1897,  p.  l’a.  1898.  (Analyse  et  travaux  de  1894  Meteorologie). 
— Chimie.  — Micrographie.  — Applications  ä Thygiene.  Paris.  Gau- 
thier-Villars.  5Ü3  + 6‘J4  + 636  S. 

Dieses  Annuaire  enthält  ausser  dem  Kalender,  der  Auf-  und 
Untergang  der  Sonne  und  des  Mondes  anzeigt,  viele  tabellarisch 
aufgcstelltc  physikalische  und  hygienische  Beobaclitungsrcsultate  be- 
züglich auf  Paris  und  Frankreich.  II. 


Matliematisclie 

lind  physikalisclie  Bildioj^rapliie. 

LV. 


Oesciliclite  der  Matlieniiitik  und  Physik. 

Dirichlet’s,  G.  Lejeune,  Werke  hrsg.  auf  Veranlassg.  der  köuigl. 
preuss.  Akademie  der  Wisseuschaften  v.  L.  Kronecker.  Fortgesetzt 
V.  L.  Fux.  2.  (Schluss)  Bd.  gr.4*^.  (X,  422  S.)  Berliu,  G.  Reimer. 
18  Mk. 

Fortschritte  der  Physik,  hrsg.  v.  d.  physikal.  Gesellschaft 
zu  Berlin.  Namensregister  nebst  e.  Sach-Ergänzungregister  zu  Bd.  XXI 
(1865)  bis  XLIII  (1887)  unter  Berücksicht,  der  in  den  Bdn.  I— XX 
enthaltenen  Autorennamen.  Boarb.  v.  B.  Schwalbe.  1,  Hälfte,  gr.8®. 
(VII,  640  S.)  Berlin,  G.  Reimer.  30  Mk. 

— , dass.  i.  J.  1891.  47.  Jahrg.  2.  Abth.  Physik  des  Aethers. 
Red.  V.  Rieh.  Börnstein.  gr.8^  (XLII,  752  S.)  Braunschweig, 
Vieweg  & Sohn,  30  Mk.  — dass,  im  Jahre  1896.  52.  Jahrg.  Ebd. 
1.  Abth.  Physik  der  Materie.  Red.  v.  Rieh.  Börnstein.  gr.S'^. 
(LXX,  476  S.)  20  Mk.-,  3.  Abth.  Kosmische  Physik.  Red,  v.  Rieh. 
Assmaun.  (XLV,  531  S.)  gr.  8".  21  Mk. 

Haentschel,  E.,  über  die  verschiedenen  Grundlegungen  in  der 
Trigonometrie.  Eine  historisch-krit.  Studie,  gr.  8®.  (8  S.  m.  1 Fig.) 
Leipzig,  Dürr’sche  Buchh.  40  Pf. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  von 
Carl  Ohrtmann.  Herausg.  von  Emil  Lampe.  26.  Bd.  Jahrg.  1895. 
(ln  3 Hftn.)  1.  u.  2.  Hft.  gr.  8®.  Berlin,  G.  Reimer.  19,90  Mk. 

Kronecker’s,  Leop.,  Werke.  Hrsg.  v.  K.  Hensel.  2.  Bd. 
gr.4®.  (VIII,  541  S.)  Leipzig,  Teubner.  36  Mk. 
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LXIII. 


L e h r b U c li  e r. 

Die  Elemente  der  Mathematik.  Für  höhere  Lehranstalten  be- 
arbeitet von  Fr.  Buss  1er,  Professor  am  Sophieu  Gymnasium  zu 
Berliu.  Teil  I.  Pensum  für  die  Miitelelassen  (Quarta  bis  Unter- 
seeuuda).  Zweite,  durchgesehene  Auflage.  — Teil  II.  Pensum  für 
die  Oberclassen  (Obersecunda  und  Prima).  Zweite  Auflage.  — 
Dresden,  Berliu  1897.  L.  Ehlermanu.  151+234  S. 

lu  Berücksichtigung  wenig  entwickelten  Denkvermögens  der  An- 
fänger übertrifft  das  vorliegende  Lehrbuch  wol  jedes  andere.  Die 
Zergliederung  und  Umformung  der  Sätze  geht  so  weit,  dass  nach 
einer  Aussage,  eines  sei  grösser  als  ein  andres,  als  Folgerung  be- 
sonders ausgesprochen  wird  (§  16):  letzteres  sei  kleiner.  Dies  Ver- 
halten, welches  im  weitern  Verlauf  des  Vortrags  allmählich  in  cou- 
cime  Darstellung  übergeht,  also  dem  Wachsen  logischer  Fähigkeit 
sehr  wol  Rechnung  trägt,  mag  durch  Erfahrung  des  Verfassers  ge- 
rechtfertigt sein,  wenn  man  auch  die  vielen  selbstverständlichen 
„Folgerungen“  lieber  durch  Fragen  ersetzt  gesehen  hätte.  Wich- 
tiger ist  natürlich  die  Forderung  eines  überall  genauen  Ausdrucks. 
In  dieser  Beziehung  ist  es  nun  auffällig,  dass  zwar  der  Anfang  nichts 
vermissen  lässt,  dass  aber  im  weitern  Fortgang  mehr  und  mehr 
Mängel  und  Nachlässigkeiten  zutage  kommen,  wo  der  Verfasser 
darauf  zu  rechnen  scheint,  der  Schüler  werde  in  richtiger  Deutung 
der  Worte  seiner  Meinung  entgegeukommen.  Einzelne  Unbestimmt- 
heiten durchzugehen  würde  zu  umständlich  sein;  dagegen  darf  die 
ärgste  Verletzung  didaktischer  Pflicht  nicht  stillschweigend  hin- 
genommen werden.  Die  Lehre  von  den  Parallelen  beginnt  (nach 
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euklidischer  Definition)  mit  dem  „Giundsatz“:  „Zwei  parallele  Gera- 
den haben  dieselbe  Richtung'*.  Was  „Richtung“  heisst,  ist  nirgends 
erklärt.  Auch  ist  es,  wie  leicht  erhellt,  unmöglich  die  Richtungen 
zweier  unverbundenen  Geraden  zu  vergleichen.  Daher  sind  die 
Sätze  über  die  Winkel,  w'elche  eine  schneidende  Gerade  mit  2 Geraden 
bildet,  vorausgehend  notwendig,  um  von  den  Richtungen  der  Geraden, 
ihrer  Gleichheit  und  ihrem  Unterschiede  exacte  Begriffe  zu  gewinnen. 
Die  ganze  Parallelentheorie  ist  demnach  auf  ein  W’ort  ohne  bekann- 
ten Sinn  gebaut.  Jeder  zu  ihr  gehörige  Beweis  setzt  schon  die 
Theorie  im  ganzen  voraus.  Der  Betrug,  durch  welchen  die  schein- 
bare Begründung  plausibel  gemacht  und  ein  eingebildetes  Wissen 
erzeugt  wird,  ist  zu  versteckt  um  von  den  Schülern  durchschaut 
zu  werden.  Zu  diesem  Blendwerk  zu  greifen  war  nun  überhaupt 
kein  Anlass.  Bekanntlich  lautet  der  Grundsatz  der  Parallelentheorie, 
aus  dem  alle  ihre  Sätze  fiiessen,  in  einfachster  Form : Durch  einen 
gegebenen  Punkt  lässt  sich  mit  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine 
Parallele  ziehen.  W''arum  der  Verfasser  statt  dieses  Satzes  einen 
solchen  gewählt  hat,  der  wegen  fohlender  Begriffsbestimmung  nicht 
verstanden  werden  kann,  lässt  sich  kaum  anders  erklären  als  durch 
den  Zweck,  der  Verstandcscontrole  von  Seiten  der  Schüler  und  Leser 
zu  eutgeheu.  — Im  ganzen  ist  der  Lehrstoff’  ungemein  ausgedehnt; 
von  allen  Vorgefundenen  Theorien  ffudot  man  Teile  zu  Nutzen  eifriger 
Mathematiker  unter  den  Schülern  dem  Sta!)dpunkt  der  Classe  ent- 
sprechend bearbeitet:  Teile  der  neuern  synthetischen  Geometrie,  der 
Combinatorik,  der  Reihen,  der  W^ahrscheinlichkeitsrechnuug,  der 
complexen  Zahlen,  der  Zinseszinsrechnuug  u.  a.  m. 

H 0 p p e. 


Aufangsgiünde  der  ebenen  Geometrie.  Nach  den  neuen  Lehr- 
plänen bearbeitet  von  Karl  Schwering,  Dircctor  des  stiftischen 
Gymnasiums  in  Düren,  und  WMlhelm  K ri m p h o ff , Oberlehrer 
am  Gymnasium  in  Paderborn.  Zweite  Auffage.  Mit  15 1 Figuren. 
Freiburg  im  Breisgau  1897.  Herder.  133  S. 

Besprochen  im  51.  litt.  Bericht,  S.  31. 

II 0 p p e. 


Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  II.  Köstler.  Achte,  ver- 
besserte Auffage.  Mit  47  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Halle  a.  S.  1897.  Louis  Nebort.  21  S. 

Die  3.  und  die  verbesserte  4.  Auffage  sind  im  8.  litt.  Bericht, 
S.  41  besprochen.  II. 
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Leitfaden  der  elementaren  Mathematik.  Von  AdolfSicken- 
berj^er,  K.  Gymnasialprofessor  und  Rector  der  Luitpold-Kreisreal- 
schule in  München.  Zweiter  Teil:  Planimetrie.  Dritte  Auflage. 
München  18%.  Theodor  Ackermann.  123  S. 

Besprochen  im  61.  (und  25.)  litt.  Bericht,  S.  36. 

H. 

Ebene  Geometrie.  Lehrbuch  mit  systematisch  geordneter  Auf- 
gabensammlung für  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Von  Ür.  Georg 
Recknagel,  Professor  und  Rector  «les  K.  Realgymnasium  zu  Augs- 
burg, Mitglied  der  K.  B.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München. 
Fünfte  Auflage.  Müuehen  1896.  Theodor  Ackermann  222  S. 

Die  4.  Auflage  ist  besprochen  im  46.  litt.  Bericht,  S.  15. 

Hopp  e. 

Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  Zum  Ge- 
brauch beim  Selbstunterricht  und  in  Schulen,  besonders  als  Vor- 
bereitung auf  Geodäsie  und  sphärische  Astronomie  bearbeitet  von 
l)r.  E.  Hammer,  Professor  an  der  K.  Technischen  Hochschule 
Stuttgart.  Zweite,  umgearbeitete  Auflage.  Stuttgart  1897.  J.  B.  Metz- 
ler. 572  S. 

Nach  Aussage  des  Verfassers  soll  das  Buch  nur  ein  Hülfsmittel 
zur  Vorbereitung  auf  die  Geodäsie  und  die  sphärische  Astronomie 
für  Schule  und  Selbstunterricht  sein.  Dies  ausschliesslich  praktische 
Ziel  der  Bearbeitung  darf  man  jedoch  in  keiner  Weise  als  Beschrän- 
kung der  Lehre  in  theoretischer  Beziehung  ansehen.  Obgleich  es 
sich  allerdings  durch  besonders  ausführliche  Behandlung  des  Ver- 
fahrens und  der  Apparate  kund  gibt,  so  wird  das  Lehrgebiet  der 
Trigonometrie  als  Teiles  der  Mathematik  in  gleicher  Gründlichkeit 
und  grösster  Vielseitigkeit  umfasst.  Selbstverständlich  nimmt  hier  die 
Behandlung  keine  Rücksicht  auf  die  Schuleiiirichtung  und  die  Stel- 
lung der  Trigonometrie  im  Pensum;  vielmehr  ist  es  einzige  Sorge, 
die  betreffenden  Lehren,  nahen  und  fernen  Beziehungen  und  geo- 
metrischen Anwendungen  zu  erschöpfen.  Da  hierbei  sehr  viele  Ge- 
sichtspunkte massgebend  sind,  so  lässt  sich  nicht  wol  eine  systema- 
tische Ordnung  des  Lehrstoffes  aufstellen.  H. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  mit  Beispielen  und  280 
Übungsaufgaben  für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht. 
Von  0.  Bürklen,  Professor  am  kgl.  Realgymnasium  in  Schw.  Gmünd. 
Mit  40  Figuren,  lleilbronn  a.  N.  1897.  Schröder  u.  Co.  122  S. 
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Die  im  Vorwort  ausgesprochenen  didaktischen  Grundsätze  kann 
man  wol  billigen,  doch  lässt  ihre  Ausführung  viel  vermissen.  Dass 
der  Lehrgang  hier  vom  Speciellen  zum  Allgemeinen  fortschreitet, 
ist  in  der  Tat  sachgemäss;  wie  gew'öhnlich  wird  mit  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  angefangen,  hieran  schliesst  sich  im  Vorliegenden,  was 
allein  diesem  besonders  zukommt,  das  gleichschenklige  Dreieck  und 
das  regelmässige  Vieleck.  Diesen  Specialitäten  gegenüber  können 
mit  dem  Allgemeinen  nur  (goniometrisch)  die  Functionen  des  all- 
gemeinen, also  variabeln  Winkels,  (trigonometrisch)  das  allgemeine 
Dreieck  gemeint  sein.  Darauf  bezüglich  lässt  das  Lehrbuch  Vieles 
im  Dunkeln.  Die  allgemeinere  Auffassung  wird  nämlich  hier  in  der 
Anwendung  der  Coordinateu  gesehen.  W'as  diese  zur  Allgemeinheit 
beitragen  soll,  ist  nirgends  zu  erkennen.  Elementar  geometrische 
Deduction,  welche  genetische  Betrachtung  nicht  ausschliesst,  liefert 
in  einfachster  Weise  die  gesamte  Theorie.  Zuziehung  der  Coordi- 
naten  hat  für  den  Lernenden  nur  die  vexirende  Wirkung  eines  un- 
nötigen  Wechsels  der  Bezeichuungs-  und  Betrachtungsweise.  Die 
Erklärung  des  FunctiousbegrifFcs,  dessen  Bedeutung  w'esentlich  auf 
genetischer  Betrachtung  beruht,  ist  im  Anfang  gegeben,  aber  nur  in 
einer  Note,  die  sich,  da  kaum  je  von  Variation  der  Argumente  die 
Rede  ist,  durchweg  der  Betrachtung  entzieht.  Sie  zu  vergessen,  bietet 
besonderu  Anlass  der  abweichende,  daher  unzulässige  Gebrauch  des 
Wortes  „Grenzwert‘‘  bezüglich  auf  Periodenabschluss.  Es  wurden 
nämlich  in  einer  Tabelle  sogen.  Grenzwerte  u.  a.  die  falschen  und 
sinnlosen  Aufstellungen  gemacht:  tgOO®  = -f-oo,  tg  270®  = — oc  ohne 
jede  Angabe  der  Variationsrichtung.  Beide  als  Functionswerte  (die 
natürlich  nicht  existiren)  geschriebene  Angaben  deuten  nur  auf  vorher- 
gehende und  nachfolgende  Variation ; letztere  ist  also  hier  vergessen 
und  die  Vorzeichen  irrigerweise  an  die  Argumente  geknüpft.  Sollte 
also  die  Anwendung  der  Coordinaten  bei  Winkeln  ]>  \R  zur  Orieu- 
tiruug  dienen,  so  hat  sich  gezeigt,  dass  im  Gegenteil  der  Verfasser 
dadurch  zur  Unklarheit  verführt  worden  ist.  Allerdings  fordert  die 
Coordinatenlehre  Unterscheidung  der  Strecke  von  der  absoluten 
liäuge,  aber  nicht  sie  allein,  mau  braucht  also  nicht  erst  Coordinateu 
einzuführen,  um  sie  zu  unterscheiden.  Hoppe. 


Schulphysik  für  die  Gymnasien  nach  Jahrgängen  geordnet.  Von 
Prof.  Dr.  G.  Brandt.  Erster  Teil.  Obertertia:  Mechanik  und 
Wärmelehre.  Uiitersecunda:  Magnetismus,  Elektricität,  Akustik  und 
Optik.  Zweite  Auflage.  Berlin  1896.  Leonhard  Simion.  90  S. 

Besprochen  im  06.  litt.  Bericht,  S.  47.  In  2.  Auflage  ist  die 
Lehre  von  der  Erhaltung  der  Kraft  hinzugekommen. 

H oppe. 


Digltized  by  Google 


LiUerarischer  ßtricM  hXlll. 


28 


Sammlungen. 

Aufgaben  über  kubische  und  diopliantische  Gleichuugeu,  Deter- 
minanten und  Ketteubrüche,  Combinationslehre  und  höhere  Reihen. 
Herausgegeben  von  Dr.  H.  Lieber,  weil.  Professor  am  Friedrich- 
Wilhelni-Realgymnasium  in  Stettin,  und  C.  Müsebeck,  Oberlehrer 
am  Gymnasium  in  Wareu  in  Mecklenburg.  Berlin  1808.  Leonhard 
Simion.  129  S. 

Dem  auf  dem  Titel  augegeheneu  Inhalt  ist  wenig  hinzuzufügen. 
Aufgaben  über  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
gehen  den  daselbst  genannten  voraus.  Die  Determinanten  beginnen 
mit  2.  Ordnung  und  steigen  bei  recurrenter  Bestimmung  durch  Unter- 
determiuanten  zu  hohem  Ordnungen  auf.  An  die  Combinationslehre 
schlicsst  sich  auch  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Unter  jeder 
Aufgabe  steht  das  Resultat.  Von  einigen  Aufgaben  ist  die  Lösung 
ausgeführt  oder  auf  den  Weg  zu  ihr  hingeleitet.  H. 


Die  Aufgaben  aus  der  Elementar-Mathematik,  welche  bei  der 
Prüfung  für  das  Lehramt  der  Mathematik  und  Physik  an  den  k.  bayeri- 
schen humanistischen  und  technischen  Unterrichts-Anstalten  in  den 
Jahren  1873  bis  1893  gestellt  wurden.  Bearbeitet  von  Engelbert 
Sailer,  k.  Rector  der  Realschule  in  Pirmasens.  München  lb‘98. 
Theodor  Ackermann.  167  S. 

Der  L Teil  enthält  Aufgaben  aus  der  Planimetrie  über  Gerade 
und  Kreise,  der  2.  Teil  aus  der  Stereometrie  über  Polyeder,  Kegel^ 
Kugeln.  Unter  ihnen  befinden  sich  auch  zu  beweisende  Sätze.  Von 
allen  sind  die  ausgeführten  Lösungen  nebst  Determination  dazu  ge- 
geben. H. 


Repertorio  di  matematiche  superiori  (detinizioui,  formole,  leoremi, 
cenni  bibliografici).  Per  Ernesto  Pascal,  Prof,  ordiario  uella  r. 
universitä  di  Pavia.  I.  Analisi.  Milano  1898.  Ulrico  Hoepli.  642  S. 

Ueber  den  Inhalt  der  Lehre  wird  hier  im  Zusammenhang  kurz, 
aber  mit  Erklärung  aller  darin  eingeführteii  Begriffe  Rechenschaft 
gegeben.  Die  einzelnen  Themata  sind  der  Reihe  nach  folgende. 
Theorie  der  Substitutionsgruppen,  Determinanten,  Reihen,  unendliche 
Producte,  Kettenbrüche,  algebraische  Gleichungen,  Differentialrechnung, 
lutegralrechuung,  Differentialgleichungen,  Functionen  complexer 
Variabein,  Fuuetionstheorie  in  Relation  mit  der  Gruppentheorie, 
Periodicität,  Automorphismus,  algebraische  Functionen  und  Abel’sche 
Integrale,  elliptische  Functionen,  hyperelliptische  und  Abelsche  Fuue- 
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tionen,  spcciclle  Functionen,  analylisclie  Darstellung  der  Functionen, 
ganze,  rationale  oder  coinplexe  Zahlen,  algebraische  und  trans- 
scendente  Zahlen,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  analytische  Instru- 
mente und  Apparate.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Von  Heinrich  Weber,  Professorder 
Mathematik  au  der  Universität  Strassburg.  Zweite  Auflage.  Erster 
Band.  Braunschweig  1898.  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  703  S. 

Die  1.  Auflage  ist  iin  54.  litt.  Bericht  Seite  21  besp^;ochon.  In 
2.  Auflage  sind  einzelne  Intüiner  beridiligt.  Eine  wesentliche  Er- 
weiterung hat  die  Theorie  der  Elimination  (Theorem  von  Bezout. 
Elimination  aus  3 Gleichungen)  im  4.  Abschnitt  (sy;nmetrisch(^  Func- 
tionen) gefunden.  ’ 11. 


Theorie  des  fonctions  algebriques  de  dcux  variables  indepen- 
dantes.  Par  l^milc  Picard,  Membrc  de  l’lnstitut,  l’rofesseur  ä 
rUuiversite  de  Paris,  et  Georges  Simart,  Capituino  de  fregate, 
Kepetiteur  ä l’^colc  polytechnicjue.  Tome  1 Paris  1S97.  Gauthier 
Villars  et  Als.  244  S. 

Die  Gegenstände  der  einzelnen  Capitel  des  1.  Buchs  sind  fol- 
gende. Vielfache  Integrale  von  Funct-.oiien  mehrerer  Variabein. 
Geometrie  der  Lage.  Integrale  rationaler  Functionen  von  2 com- 
plexcn  Variabein.  SingularitäUm  einer  algebraischen  Fläche,  Inva- 
rianten einer  Fläche  vom  Gesichtspunkt  der  Geometrie  der  Lage- 
Integrale  totaler  Differentiale  1.,  2.,  3.  Gattung.  Doppelintcgralc 
1.  Gattung  und  darauf  bezügliche  Invarianten  Algebraische  liaum- 
curven  und  Formel  geeignet  das  Geschlecht  einer  Fläche  zu  geben. 

H. 


Vorlesuugeji  über  Kreis-  und  Kugel-Functionen* Keihen.  Von 
Dr.  Johannes  Frischauf,  Professor  an  der  Universität  Graz. 
Leipzig  1897.  B.  G.  Teubner.  GO  S. 

Die  Abschnitte  sind  fol.;ende.  Reihenentwickelung  nach  Kreis- 
functionen (Fourier’sche  Theorie).  Kugelfunctionen  eiuer,  dann  zweier 
Veränderlichen.  Reihenentwickelung  nach  Kngelfunctioneu. 

II. 
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Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  einer 
coinplexen  Veränderlichen.  Von  Heinrich  Hnrkhardt,  Professor 
an  der  Universität  Zürich.  Mit  zahlreichen  Figuren  iin  Text.  Leipzig 
1807.  Veit  u.  Comp.  213  S. 

Die  Abschnitte  sind  folgende.  Cornplexe  Zahlen  und  ihre  geo- 
metrische. Darstellung.  Die  rationalen  Functionen  einer  coinplexen 
Veränderlichen  und  die  durch  sie  vermittelten  conforinen  Abbildun- 
gen. Detiiiitionen  und  Sätze  aus  der  Theorie  reeller  Veränderlichen 
und  ihrer  Functionen.  Eindeutige  analytische  Functionen  einer  com- 
plexeii  Veränderlichen.  Mehrdeutige  analytische  Functionen  einer 
coinplexen  Veränderlichen.  Allgerneino  Functionentheorie. 

H. 


Hauptsätze  der  Ditterential-  und  Integral-Kechnung,  als  Leitfaden 
znni  Gebrauch  bei  Vorlesungen,  zusaminengcstellt  von  Dr.  Robert 
Fr  icke,  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
— Erster  Teil:  Mit  45  — Zweiter  Teil:  Mit  15  — Dritter  Teil  ; 
Mit  0 in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Braunschweig  1807.  Fried- 
rich Vieweg  und  Sohn.  SO -j- OG -|- 38  S. 

Der  Leitfaden  ist  keine  blosse  Zusammenstellung  von  Haupt- 
sätzen, sondern  gibt  die  vollständige  Lehre  in  Form  und  Umfang, 
wie  es  nach  Erachten  des  Verfassers  für  die  Studirenden  an  tech- 
nischen Hochschuleu  geeignet  ist.  Auch  ist  diese  Lehre  hinsichtlich 
ideell  wissenschaftlicher  Forderungen  grösstenteils  correct.  Wenn 
gleichwol  derselbe  zuvorkommend  einräumt,  dass  er  die  Strenge  nur 
bis  zu  einem  gewissen  Masse  getrieben,  und  „wol  wisse,  dass  verein- 
zelte Wendungen  dem  scharfen  Urteil  nicht  genehm  erscheinen^' 
würden,  so  ist,  da  die  betreffenden  Punkte  nicht  genannt  sind,  wol 
zu  unterscheiden,  ob  nur  der  Kürze  und  Einfachheit  wegen  auf 
manche  Begründung  oder  Frage  nicht  eingegangen  worden  ist,  oder 
ob  der  Popularität  wegen  irgend  welche  vulgäre  Irrtümer  beibehal- 
ten w'orden  sind.  Ein  hier  vorkommendes  Beispiel  letzteren  Falles 
ist  die  Einführung  von  x als  Ausdruck  einer  Grosse  und  als  Grenz- 
wert mit  Berufung  auf  eine  gemeine  (d.  i.  nachlässige)  Redeweise, 
ln  solchen  Fällen  bietet  die  Hinweisung  des  Verfassers  auf  den  Zweck 
ihm  natürlich  keine  „Entschuldigung“;  denn  das  Vorgehen  dient 
nicht  zur  Erleichterung  des  Lernens,  sondern  ist  eine  unnütze,  ver- 
fehlte Speculatiou.  Im  1.  Teil  wird  nach  der  Lehre  vom  Differen- 
tiircu  davon  Anwendung  gemacht  auf  Maxima  und  Minima,  auf  den 
Verlauf  der  Functionen,  auf  die  Aufangsgründe  der  Integralrechnung; 
dann  folgt  die  Theorie  iler  unendlichen  Reihen,  dann  die  Bestim- 
mung der  (Quotienten  unendlicher  Grossen  und  Besprechung  ähnliciicr 
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Aufgaben.  Der  2.  Teil  enthält  folgende  Capitel:  Complcxe  Zahlen 
und  P'unctionen  coinplexcr  Variabein.  Hülfssätze  aus  der  Algebra. 
Weiterführuug  der  Integralrechnung.  Differentiation  und  Integration 
der  Functionen  mehrerer  unabhängigen  Variabelu.  Bestimmung  der 
Maxima  und  Minima  einer  Function  mehrerer  Variabein.  Geome- 
trische Anwendungen  der  Functionen  mehrerer  Variabein.  Der 
3.  Teil  folgende:  Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster,  dann 
höherer  Ordnung  mit  2 Variahein.  Andeutungen  über  Differential- 
gleichungen mit  mehr  als  2 Variabelu.  Hoppe. 


Zur  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  des  dritten  Grades. 
Von  Eduard  Grohmann.  Wien  1895  Alfred  Ilölder.  22  S. 

ln  der  kubischen  Gleichung 
wird  gesetzt: 

r = BC—AD-,  s = . ~ AC)',  l - 2(6'«  - BD) 


— 8t ; 


k 


A r — Bx 


, — : w positiv 

A w * 


Dann  ist  für  positives  uA  die  einzige  reelle  Wurzel 


r w 

« = — ; + ^ tggp;  tgv^  = k 


fi?  (<P  + i — V i 

für  negatives  sind  die  3 reellen  Wurzeln 


^ ^ ^ 4-  ^ K) ; p ==  0,  1 , - 1 

tg  3qp  = /»’ 


n. 


Beiträge  zur  Theorie  der  Gleichungen.  Von  Dr.  Hermann 
Scbeffler.  Leipzig  1891.  Friedrich  Foerster.  133  S. 

Die  Schrift  untersucht  allgemeine  Fragen,  die  aus  dein  Problem 
der  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  hervorgehend  bereits  von 
andern  Autoren  behandelt,  jedoch  nach  dem  Urteil  des  Verfassers 
nicht  zum  Abschluss  gebracht  worden  sind.  H. 


Au  elemcutary  course  of  infinitesimal  calculus.  By  Horace 
La  mb,  M.  A.,  F.  R S.,  Professor  of  mathematics  in  the  Owens 
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College,  Victoria  University,  Manchester;  formerly  Fellow  of  Trinity 
College,  Cambridge.  Cambridge  1897.  London:  C.  J.  Clay  and  sons. 
Leipzig  F.  A.  Brockhaus.  Bombay  E.  Seymour  Haie.  616  S. 

Einen  leitenden  Gedanken  und  Plan  des  Ganzen  gibt  weder  der 
Inhalt  noch  das  Vorwort  zu  erkennen.  Ausgewählto  Themata  der 
hohem  Analysis,  welche  dem  Verfasser  vorzugsweise  nützlich  für  die 
Ausbildung  der  Studenten  schienen,  machen  das  gesamte  Werk  aus. 

H. 


Theory  of  groups  of  tinite  onlcr.  By  W.  Burnside,  M A., 
F.  R.  S.,  late  Fellow  of  Pembroke  College,  Cambridge;  Professor  of 
inathematics  at  the  Royal  Naval  College,  Greenwich,  Cambridge  1897. 
London  C.  J.  Clay  and  sons.  Leipzig  F.  A.  Brockhaus.  New-York 
the  Macrnillan  Company.  388  S. 

iJic  Capitel  sind  folgende:  Substitutionen.  Detinilion  einer  Gruppe. 
Einfachere  Eigensciiaften  einer  Gruppe  unabhängig  von  ihrer  Dar- 
stellungsweise.  Abel’sche  Gruppen.  Gruppen,  deren  Ordnungszahlen 
Potenzen  von  Primzahlen  sind.  Sylow’s  Theorem.  Compositious- 
rciiien  einer  Gruppe.  Substitutionsgruppen:  transitive  und  intians- 
itive  Gruppen.  Primitive  und  imprimitive.  Transitivität  und  Primi- 
tivität (Schlusseigonschaften).  Zusammensetzung  einer  Gruppe  mit 
sich  selbst.  Graphische  Darstellung.  Gruppen  vom  Geschlecht  U 
und  1.  Cayley’s  Farbengruppen.  Lineare  Gruppe.  Autlösbare  und 
zusammengesetzte  Gruppen.  H. 


Abel’s  theoreme  and  the  allied  theory  includiug  the  theory  of 
the  theta  functions.  By  H.  F.  Baker,  M.  A.,  Fellow  and  Lecturer 
of  the  Johns  College,  üniversity  Lecturer  in  mathernatics.  Cam- 
bridge 1897.  London  C J.  Clay  and  sons.  Leipzig  F.  A.  Brock- 
haus. New-York  the  Macrnillan  Company.  684  S. 

Das  Werk  enthält  folgende  Abschnitte:  Gegenstand  der  Unter- 
suchung. Die  fundamentalen  Functionen  einer  Riemann’schen  Fläche. 
Die  Unendlichkeiten  rationaler  Functionen.  Specificirung  einer  all-* 
gemeinen  Form  von  Riemann’s  Integralen.  Gewisse  Formen  der 
Fundamentalgleichung  der  Riemann’schen  Fläche.  Geometrische 
Untersuchungen.  Coordinirung  einfacher  Elemente;  transsceudeutale 
einförmige  Functionen.  Abel’s  Theorem;  Abel’s  Diiferentialgleichun- 
gen.  Jacobi’s  Inversionsproblem.  Riemann’s  Thetafunctionen;  all- 
gemeine Theorie.  Der  hyperelliptische  Fall  von  Riemann’s  Theta- 
functionen. Eine  besondere  Form  von  Fundameutalfläche.  Radicale 
Functionen.  Factoriale  Functionen.  Relationen  zwischen  Producteu 
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von  Tbetafunctionen.  Transtbnnation  von  Thetafunctioneii.  Com- 
ploxc  Multiplication  von  Tlietafunctionon ; Corrcspondcnz  von  Punk- 
ten auf  einer  Rieinann’schen  P'läche.  Degenerirte  AbePsclic  Integrale. 
Algebraische  Curven  ini  Raume,  Matricen.  H. 


^dements  de  la  theoric  des  fonctions  elliptiques.  Pnr. Jules 
Tannery,  Sous-Directcur  des  J^tudes  scientitiques  a Tlilcole  Nor- 
male superieure,  Jules  Molk,  Prolesseur  a la  Faculte  des  scicnces 
de  Nancy.  Tome  III.  Calcul  integrale  (P^  partic).  Tlieoremes 
generaux.  — Inversion.  Paris  1HD8.  Gauthiur  Villars  et  lils  *267  S. 

Die  Gegenstände  sind  folgende : Allgemeine  Sätze  der  Integral-, 
rechnung,  nämlich:  Anwendnngeu  von  Caychy’s  Theorem  über  <lic 
Integrale  einer  Function  einer  imaginären  Variabein.  Anwendungen 
der  Formel  der  Zerlegung  in  einfache  Elemente.  Addition  und 
Multiplication.  Entwickelung  in  trigonomische  Reihen.  Integration 
doppelt  periodischer  Functionen,  luversionen,  nämlich:  gegeben  k-  und 
g<?sucht  T oder  q)2-  Inversion  der  doppelt  periodischen 
P'unctiouen,  speciell  '2.  Ordnung,  nameutlich  der  Function  i^n. 

II. 


Integrationsmüglichkeiten  der  Hamiltou’schen  partiellen  Diffe- 


rentialgleichung 


Schultz. 
4^  16  S. 


Piogr 


r>‘ 

mit  <liei  Variablen.  Von  Oberlehrer  Dr.  lOrnst 
Stettin,  Schiller-Realgymnasium.  Ostern  1806. 


Es  wird  gezeigt,  dass  bei  der  Ham.  Gleichung 


i) 

in  \ 


2U+2h 


wo  m die  Masse,  U das  Potential,  h die  Constaute  bezeichnet,  ein 
Gleichuugssystem  aufgestellt  werden  kann , welches  die  Trausl'or- 
mationsgleichuugcu  der  rechtwinkligen  Coordiuaten  iu  diejenigen 
liefert,  in  denen  die  Integration  möglich  ist.  Ausgehend  von  der 
•für  einen  angezogenen  Punkt  geltenden  Dilferentialgleichung,  mit  Hin- 
zunahme der  Bedingung,  dass  infolge  der  Transformation  eine  Variable 
explicite  in  der  Dilferentialgleichung  nicht  vorkommt,  wird  mau  bei 
Nachweis  der  Integrationsmöglichkeit  auf  ein  Gleichuugssystem  ge- 
führt, welches  Jacobi  nicht  erwähnt.  H. 


Lc^ous  nouvelles  sur  l’analysc  infinitesimale  et  sur  applications 
geometriques.  Par  M.  Ch.  Meray,  Professeur  ä la  Faculte  des 
Sciences  de  Püniversite  de  Dijon.  Ouvragc  houore  d’uue  souscription 
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flu  Ministere  de  riristruction  publique.  Quatriöme  partio.  Applications 
geometriquos  classiquos.  Paris  1898.  Gautliier  Villars  et  tils.  248  S. 

Der  1.  Teil  ist  im  50.  litt.  Bericht,  Seite  21  besprochen.  Der 
4.  Teil  betrifft  geometrische  Anwendungen,  nämlich  Rectificationen, 
Quadraturen,  Kubaturen,  Berührungen  im  allgemeinen,  Berührungen 
von  Flächen  und  Linien  mit  Gebilden  1.  Grades,  Enveloppen,  Be- 
rührungen zwischen  Kugel,  Kreis  und  gegebenen  Gebilden,  Unstetig- 
kcitseigenschafton  gewöhnlicher  Flächen.  Berührungen  höherer  Ord- 
nung einer  Linie  mit  dem  Kreise;  Fragen,  <lie  sich  an  die  Berührung 
2.  Ordnung  einer  Fläche  mit  dem  Kreise  und  der  Geraden  knüpfen. 

Hopp  c. 


Beitrüge  zur  Zahlenlehre.  Von  G.  Speck  mann.  Oldenburg 
i.  Gr.  1898.  Eschen  u.  Fasting. 

Das  Vorliegende  sind  vermischte  zahlentheoretischc  Studien ; die 
einzelnen  Themata  sind  folgende:  Arithmetische  Reihen.  Beweis  des 
Satzes,  dass  jede  unendliche  arithmetische  Reihe,  in  welcher  das 
Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  viele  Prim- 
zahlen enthält.  Ermittelung  der  Primzahlen.  Anzahl  der  Primzahlen. 
Factoren  der  Zahlen.  Allgemeines  Verfahren  zur  Prüfung  einer 
Zahl  X auf  ihre  Teilbarkeit  durch  einen  Divisor  7i.  Teilbare  Zahlen 
und  Primzahlen.  Productbildung  und  Teilbarkeit.  Auflösung  der 
Congruenzeu  2.  Grades..  Besondere  aritlimetischc  Reihen.  Quadrat- 
zahleu  und  Zerlegung  der  Zahlen  von  der  Form  4n-|-l  in  2 Qua- 
drate. Auflösung  der  Peirschen  Gleichung.  Zur  Poteuzrechnung. 
Auflösung  der  Gleichungen.  Identitäten.  II. 


Memorias  de  Real  Academia  de  ciencias  e.vactas  fisicas  y natu- 
rales de  Madrid.  Tomo  XVIII.  Parte  I.  F.  Go  mos  Teixeira. 
Sobre  o descnvolvimento  das  funyöes  ein  Serie.  Madrid  1897.  Don 
Luis  Aguado.  Kl.  Fol.  110  S. 

Die  Schrift  enthält  Studien  über  die  Taylor’sche  Reihe  für  reelle, 
dann  für  complexe  Variabein;  in  letzterem  Falle  die  Methode  von 
Cauchy,  dann  die  von  Riemaun,  dann  die  Methoden  von  Laurent, 
von  Weierstrass  und  Mittag  Lett'ler,  dann  die  Reihen  von  Burmann, 
von  Lagrange  und  die  Verallgemeinerung  der  ersteren.  11. 


Geometrie. 

Verzeichniss  der  einfachsten  Vielflache.  Vou  Dr.  Oswald  Her- 
mes, Professor.  Mit  1 Figurentafel.  Berlin  1896.  R.  Gaertner. 
Progr.  Berlin-Kölln.  Gymn.  0.steru  1896.  4^.  24  S. 
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Beschränkt  und  individualisirt  sind  die  Polyeder  nach  Zahl  und 
Anoinandergrenzeu  der  Flächen,  Kanten,  Ecken  (/*,  e)  (ohne  Rück- 
sicht auf  Mass),  nämlich  beschränkt  auf  4 bis  10  Seitenflächen  uud 
3 kantige  Ecken  Für  nur  3 kantige  Ecken  gibt  der  Eulersche  Satz 
die  Relation : 


Durch  die  Flächenzahl  sind  also  auch  die  Kanten-  und  Eckenzahl 
bestimmt.  Das  Verzeichniss  führt  1 VierHach,  1 Fünfflach,  2 Sechs- 
flachc,  5 Siebenflache,  14  Achtflache,  59  NeuuHache  und  289  Zehii- 
flache  in  Zahlen  formulirt  auf.  Zur  Zeichnung  der  Netze  wird  ciue 
Fläche  von  grösster  Eckenzahl  nebst  deu  iu  den  Kauten  auschlies- 
seuden  Flächen  zu  Grunde  gelegt,  die  übrigen  als  Deckfiguren  über 
deuselbeu  betrachtet.  Die  gesamte  Deckfigur  besteht  dann  aus 
Gruppen  vou  Kanten.  Die  Zeichnung  auf  der  beigefügten  Tafel 
enthält  uur  die  4 einfachsten  ganzen  Netze;  statt  der  übrigen  sind 
71  Gruppen  gezeichnet.  II. 


Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Von  J.  Schlotke, 
Oberlehrer  der  allgemeinen  Gewerbeschule  zu  Harburg.  IV.  Teil. 
Projectivische  Geometrie.  Mit  223  Figuren.  Dresden  1896.  Ger- 
hard Kühtmann.  177  S. 

Der  II.  und  III.  Teil  sind  im  52.  litt.  Bericht,  Seite  38,  der  erste 
(2.  Aufl.)  im  55stcu,  Seite  31  besprochen.  Im  IV.  Teile  kommen 
folgende  Lehrgegenstände  hinzu:  Collineation  (in  Ebene,  dann  im 
Raume).  Punktreiheu  uud  Strahlenbüschel.  Deren  Erzeugnisse. 
Doppelelemente.  Regel  scharen  und  Regeltlächcn.  Princip  der  reci- 
prokeu  Reihen;  Polarfigureu.  H. 
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Methode  und  PrincipienJ 

Mdlanges  de  g^ometrie  euclidienne  et  non  euclidieune.  Par 
P.  Mansion,  Professeur  ä l’Universitö  de  Gand.  3Ö  S. 

Es  werden  Relationen  zwischen  der  euklidschen  , lobatschefski- 
schen  und  rieraanuschen  Geometrie  ans  Licht  gezogen,  deren  zwei 
letztere  sich  dadurch  von  der  euklidschen  unterscheiden,  dass  die 
Ipbatschefskische  von  den  euklidschen  Axiomen  11.  und  12.  (hier 
genannt  Postulat  5.  und  6.)  nur  das  Axiom  12,  die  riemannsche  nur 
das  Axiom  11.  aufnimmt.  Voraus  geht  die  Zusammenstellung 
der  Sätze  von  Legendre,  Saccheri,  Lambert,  Tauriuus,  Gauss, 
welche  schon  vor  Lobatschefski  die  euklidische  Grenze  in  eukli- 
discher Geometrie  überschritten  haben.  In  vorliegender  Aus- 
gabe ist  mit  dieser  Schrift  eine  andere  desselben  Verfassers  ver- 
bunden: „Methode  el^mentaire  d’exposition  des  principes  de  la  geo- 
metrie  non  euclidienne.“  — welche  von  der  sphärischen  Geometrie 
aus  auf  die  nichteuklidsche  übergeht.  H. 


Eine  Theorie  der  Gravitation  und  der  elektrischen  Erscheinun- 
gen auf  Grundlage  der  Hydrodynamik.  Von  Dr.  Arthur  Korn, 
Privatdocent  'an  der  Universität  München.  Zweite  Auflage.  Berliu 
Ferd.  Dümmler.  277  S. 

Das  Princip  der  Abfassung  des  Werkes  wird  hier  im  Vorwort 
ausgesprochen.  Dass  der  Verfasser  bei  seinen  au  die  Hypothese 

Arcb.  d.  Math.  u.  Pliys.  2.  T.eihe,  T.  XVI. 
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gestellten  Forderungen  über  die  Beziehung  zwischen  Theorie  uud 
Hypothese  ohne  Erörterung  hinweggeht,  ist  freilich  im  Grunde  zu- 
lässig, sofern  diese  Beziehung  als  rein  logische  wol  bekannt  sein 
sollte.  Um  seine  Aufstellung  zu  beurteilen,  können  wir  nicht  umhin 
darauf  einzugehen.  Eine  Theorie  fordert  die  Scheidung  der  einzelnen 
Elemente  der  Erscheinungen,  welche  je  einem  Causalgesetz  unUr- 
liegen.  Das  Causalgesetz  des  isolirten  Elements  ist  die  Hypothese. 
Der  Verfasser  misst  nun  „den  Anspruch  der  Hypothesen  auf  Aner- 
kennung“ nach  zw'ei  Eigenschaften:  1)  ihre  formale  Einfachheit,  2) 
ihre  unmittelbare  Anschauung  (Intuition).  Er  verzichtet  gleich  an- 
fangs auf  exacten  Ausdruck  der  Bedingungen,  ja  er  räumt  sogar,  als 
ob  beide  einander  beeinträchtigten,  der  zweiten  Forderung  ein  veto 
gegen  die  erste  ein.  In  der  Tat  entbehren  beide  der  01)jectivität. 
Wir  wollen  sie  deshalb  nicht  verwerfen:  sie  stehen  nach  der  hier 
waltenden  Auffassung  nur  an  Unrechter  Stelle;  bei  genauer  logischem 
Eingehen  kann  man  sie  wol  in  objectiv  geltende  und  einander  nicht 
beeinträchtigende  Forderungen  überfiiliren.  Dass  die  das  Gesetz  aus- 
drückende  Function  einfach  sei,  ist  nicht  notwendig;  wol  aber 
müssen  die  Erscheinungen  in  ihre  einfachsten  Bestandteile  zerlegt 
werden  (wie  die  Radicale  in  der  Chemie).  So  ist  z.  B.  die  Newtou- 
sche  Function  der  Anziehung  in  ihrer  Einfachheit  nicht  genau 
richtig  (die  genauere,  auch  für  kleine  Entfernung  geltende,  wird  noch 
gesucht);  wesentlich  aber  an  der  Newton’schen  Hypthesc  ist,  dass 
die  Bewegung  aller  starren  Körper  auf  ein  und  dasselbe  Anziehungs- 
gesetz zweier  Massenpunktc  zurück  geführt  wird.  Diese  Bedingung 
ist  exact  und  objectiv.  — Auch  die  unnnttelbarc  Anschauung  können 
wir  nicht  ganz  entbehrlich  machen;  nur  hat  sie  keine  Beziehung 
zum  Causalgesetz,  sondern  beruht  auf  Anticipationen  in  den  ele- 
mentarsten Begriffen  von  Kaum  und  Materie , die  nie  in  Frage 
gestellt  sind.  Von  ihnen  ist  bisher  keine  Hypothese  berührt  worden. 
Dagegen  hat  sich  in  neuster  Zeit  eine  erschreckende  Menge  Litte- 
ratur  breit  gemacht,  die  im  Namen  angeblich  mangelnder  Intuition, 
insbesondere  gegen  die  Hypothese  der  Fernwirkung  die  unsinnigsten 
Einwände  erhoben  hat,  und  der  Verfasser  hat,  obgleich  er  die  mei- 
sten Aufstellungen  derart  widerlegt,  jene  Erzeugnisse  unreifer  Ver- 
staudesentwickelung einer  Berücksichtigung  für  wert  gehalten,  indem 
er  doch  in  der  Hauptsache  auch  von  seinem  Standpunkte  damit 
einverstanden  ist,  dass  der  Fernwirkuug  die  unmittelbare  Anschauung 
fehle,  dieselbe  also  zu  verwerfen  sei.  Diese  Behauptung  zu  begrün- 
den hat  er  nicht  versucht  und  möchte  auch  unmöglich  sein;  das 
Gegenteil  zeigt  sich  beständig  im  gewöhnlichen  Leben : im  Gespräche 
z.  B.  erscheint  die  Wirkung  der  Rede  unmittelbar  als  Fernwirkung; 
erst  hinterher  kann  man  nach  de«  vermittelnden  Vorgängen  fragen, 
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die  nicht  einmal  bis  ans  Ende  bekannt  sind.  Bef^reitiich  smd  freilich 
auch  in  jenen  nachträglichen  Erklärungsversuchen  die  plumpsten 
Irrungen  von  Laien  durch  Befangenheit  in  gedankenloser  Gewohn- 
heit; denn  es  gibt  auch  Fälle  unentbehrlicher  Vermittelung  zur  Er- 
reichung menschlicher  Zwecke.  Minder  begreitlich  ist  es,  dass  ein 
wissenschaftlicher  Forscher  durch  die  vielen  Aeusserungen  derart 
dazu  vermocht  worden  sei,  das  unerfüllte  Bedürfniss  der  Intuition 
auzuerkennen.  Annehmbarer  ist  vielmehr  die  Vermutung,  dass  der 
Verfasser  den  zahlreiclicn  Stimmen  nur  beigetreten  ist,  um  zu  Gun - 
sten  seines  Verlegers  von  der  Menge  etwas  an  Popularität  für  seine 
Hypothese  zu  protitiren.  Dem  Vorstehenden  zufolge  hat  die  Hypo- 
these überhaupt  keiner  subjecten  Forderung  eines  Dilettanten-Publi- 
cums,  sondern  nur  der  einen  objectiven  Bedingung  zu  genügen,  dass 
durch  sie  die  anf  eine  beliebige  Epoche  folgenden  Vorgänge  in 
einem  isolirten  materiellen  System  eindcnitig  bestimmt  sind.  Der 
Verfasser  entscheidet  sich  für  die  von  B;erkncs  der  Hydrodynamik 
zugrunde  gelegte  Hypotlicse,  um  nachznweisen,  dass  sie  auch  auf  die 
Hertz’sche  Theorie  der  Elektricität  anwendbar  ist.  Die  Abschnitte 
des  Werkes  sind  folgende:  1.  Teil:  Grundlage  der  Hydrodynamik 
und  Theorie  der  Gravitation:  Bewegung  starrer  Körper  in  einer  ge- 
wöhnlichen Flüssigkeit.  Bewegung  pulsircnder  Kugel  in  wirbelloser 
Flüssigkeit,  oscillirende  Kugeln  und  starre  Hinge  in  gewöhnlicher 
Flüssigkeit;  2.  Teil:  Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen:  pondero- 
motorische  Wirkungen,  elektrisch  pulsirende  Kugeln,  elektromoto- 
rische^ Wirkungen;  Tiieorie  MaxweU’s  und  ihre  Einwirkung  auf 


neuere  Theorienbilduugen. 
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Grundzüge  der  kinetischen  Natnrlehre.  Von  Baron  N.  Del- 
lingshausen. Heidelberg  18138.  Carl  Winter.  520  S. 

Diese  Bearbeitung  der  Naturlehre  folgt  dem  Gedanken,  dass  die 
Lehre  erst  von  da  an  eine  wissenschaftliche  sei,  wo  sie  alle  Vor- 
gänge als  Bewegungen  eines  allgemeinen,  unterschiedslosen  Substrats 
darzustellcn  vermag.  Die  (iegenstände  der  einzelnen  Lehren  sind 
folgende:  die  Form  der  innern  Bewegungen,  der  innere  Arbeitsvorrat 
der  Körper,  die  Energie  der  freien  Bewegungen,  die  äussere  Be- 
wegung der  Körper,  die  Gesetze  <les  Stosses,  die  Körper  unter  einem 
Drucke,  die  Sonnenenergic  und  die  innere  I^rdwärme,  die  Schwere 
der  Körper,  die  Zustandsäuderungen  der  Kör])er , die  chemischen 
Erscheinungen , verschiedene  Erscheinungen  (darunter  auch  Licht, 
Elektricität  nnd  Maguetismus),  die  weitere  Aufgabe  der  Naturlehre. 

H. 

4* 
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La  th^orie  des  paralleles  demontrec  rigoureusement.  Essai  sur 
le  livre  I®^‘  des  elements  d’  Euclide.  Par  Michel  Frolov.  Paris 
189S.  Carre  et  Naud.  Bale  et  Geneve.  Georg  et  Co.  46  S. 

Die  Schrift  bietet  viel  Interesse  durch  Vereinigung  der  gesamten 
Litteratur  der  Neuzeit,  welche  aus  der  Forschung  betreffend  das 
Parallelenproblem  hervorgegangen  ist,  indem  sie  genügende  Vertraut- 
heit mit  mathematischer  Logik  bekundet,  um  alle  Forschungswerkc 
in  gutem  innern  Zusammenhänge  wiederzugeben.  Dies  wird  schon 
in  der  Vorrede  begonnen,  dann  in  der  Einleitung,  dann  in  dem  bis- 
jetzt  erschienenen , ebene  Geometrie,  erstes  Buch  betitelten  Teile  der 
Schrift  fortgesetzt.  Die  Abschnitte  des  1.  Buches  sind:  geradlinige 
Figuren,  Senkrechte  und  Schiefe,  Dreiecke,  Vielecke.  Summe  der 
Vieleckswinkel,  Parallelen.  Es  enthält  lö  Lehrsätze,  Mit  Lehrsatz 
14.  „Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  kann  nicht  kleiner  als 
2 Rechte  sein“  — macht  der  Verfasser,  nämlich  durch  Ergänzung 
des  Legendre’schen  Satzes  „Sie  kann  nicht  grösser  sein“  — einen 
neuen  Versuch  den  Parallelcnsatz  zu  beweisen.  Da  er  über  seinen 
ersten  Beweisversuch,  dessen  Fehler  im  61.  litt.  Bericht  Seite  6 an- 
gezeigt ist,  sich  nicht  äussert,  so  mag  die  Kritik  des  neuen  Ver- 
suches Vorbehalten  bleiben,  Hoppe. 


L e li  r b ü c li  e r. 

• * s. 

Die  elementare  systematische  und  darstellende  Geometrie  der 
Ebene  in  der  Mittelschule.  Erster  und  zweiter  Curs  für  die  Hand 
des  Lehrers  bearbeitet  von  Dr.  K.  Fink,  Rektor  der  Realanstalt 
zu  Tübingen.  Mit  10  Figurentafelii  und  t4  Blättern  für  die  dar- 
stellend-geometrischen  Uebungen  gezeichnet  von  Reallehrer  Auer  in 
Tübingen.  Tübingen  1896,  H.  Laupp,  151  S- 

Es  wird  eine  Reihe  von  Lehrstunden  vorgeführt,  worin  der 
Lehrer  über  einige  vorgezeigte  Modelle  von  Raumgebilden  grössten- 
teils nur  P’ ragen  au  die  Schüler  richtet,  die  sie  aus  ihrer  Anschauung 
zu  beantworten  haben;  die  daraus  gezogenen  allgemeinen  Urteile 
fügt  er  selbst  einzeln  an.  Von  Beweisen  ist  auch  einmal  die  Rede, 
doch  handelt  es  sich  nur  um  deren  vorgeschriebene  Form.  Im 
1.  Cursus  wird  gezeigt;  die  Elemente  des  Raums;  Richtung,  Dimen- 
sion, Aufgabe  der  Geometrie;  die  elementaren  Mittel  der  Darstellung 
der  mathematischen  Raumgebilde ; Bewegungsfähigkeit  der  Figuren, 
Distanz,  Winkel,  identische  Gebilde,  centrale  und  axiale  Symmetrie , 
parallele  Gerade,  Parallelenbüschel  verschiedener  Richtung;  Ein- 
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Jüitung  in  die  Lehre  vom  Dreieck,  Viereck  und  Vieleck-,  Parallol- 
verschiebung,  Drehung,  ümUlappung  einer  Figur;  das  Dreieck;  der 
Kreis;  das  Viereck,  dessen  besondere  Arten,  einfachsten  Flächen- 
Satze,  -Berechnungen  und  -Verwandlungen,  Verjüngungsmassstab. 
Im  2.  Cursus:  Euklidische  Axiome  und  Beweisformen',  Aufgaben- 
lösung; einige  weitere  Flächensätze,  Ausziehen  der  Quadratwurzel 
auf  geometrischem  und  rechnerischem  Wege ; ähnliche  Figuren, 
Aehulichkeitspuukt;  stetige  Teilung,  Sätze  über  gewisse  regel- 
mässige Figuren;  regelmässige  Vielecke  und  ihre  Berechnung, 
Kreisberechnung;  harmonische.  Elemente;  Sätze  des  Menelaus  und 
C6va,  harmonische  Elemente  am  Viereck  und  Vielseit,  Aehn- 
lichkeitsa.vcn  und  Aehnlickeitscentra  bei  3 Kreisen;  Anwendung  der 
Sätze  des  Menelaus  und  des  Ceva  auf  besondere  Fälle  des  Dreiecks 
und  Vierecks;  Potenz  eines  Punktes  mit  Bezug  auf  einen  Kreis, 
Potenzlinie,  potcnzhaltende  Punkte  zweier  Kreise;  das  Berühruugs- 
problem  des  Apollonius.  Ziel  des  Unterrichts  scheint  hier  überall 
Bekanntschaft  mit  den  Gegenständen  und  Resultaten  der  Doctriu  zu 
sein;  alle  Urteile  beruhen  auf  Autorität  des  Lehrers,  auf  exacte 
Schlüsse  wird  nicht  eiugegaugen.i  Die  Selbsttätigkeit  der  Schüler 
liegt  nicht  sowol  in  der  Beantwortung  der  Fragen,  die  ja  stets  durch 
Controle  des  Lehrers  vor  Irrtum  geschützt  ist,  sondern  im  Zeichnen 
der  Figuren,  wozu  viel  Uebuugsstotf  dargeboteu  ist.  Dem  Buche 
voraus  geht  eine  ausführliche  Darlegung  der  Grundsätze  des  Ver- 
fassers, nach  welchen  es  bearbeitet  ist.  Daraus  sei  hervorgehoben, 
dass  die  projective  Geometrie,  schon  ehe  zu  ihr  übergegangeu  wird, 
bei  jeder  Gelegenheit  vorbereitet  werden  soll.  Dagegen  ist  nirgends 
die  Absicht  ausgesprochen,  noch  zu  rechtfertigen  gesucht,  die  Pflege 
der  mathematischen  Logik  so  geringschätzig  beiseite  zu  lassen,  wie 
es  in  der  Tat  geschieht.  Ein  Anhang  gibt  die  Geschichte  der  Geome- 
trie. Die  für  die  Hand  des  Schülers  bearbeitete  Sammlung  von 
Aufgaben  ist  im  62.  litt.  Bericht,  Seite  16  besprochen.  Hoppe. 


Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere 
Schulen  und  Lehrerseminare,  besonders  zum  Selbstunterricht.  In 
engster  Verknüpfung  mit  der  Geometrie  zur  Versinnlichung  der  Zabl- 
begriffe,  Theorien,  Operationen,  Lehrsätze  und  Auflösungen  von 
Aufgaben  systematisch  bearbeitet  von  Werner  Jos.  Schüller, 
Seminarlchrer  in  Boppard  am  Rhein.  Zweite,  um  die  Logarithmen 
vermehrte  Ausgabe.  Mit  54  Figuren  im  Text.  Leipzig  1897.  B. 
G.  Tcubner.  478  S. 

Das  Buch  ist  nach  wissenschaftlichen  Grundsätzen  bearbeitet. 
Diese  sind  Im  Vorwort  besprochen,  jedoch  nur  nach  sehr  oherfläch- 
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liehen  (losielitspiinkton  motivirt.  Was  liier  als  Verhesseruiig  her- 
vorgehüben  wird,  weist  auf  ein  von  der  trügerischen  formalen 
Logik  geschaffenes  Vorurteil  hin,  das  nur  einzeln  als  pädagogi- 
scher Miserfolg  beachtet  wird,  während  der  allgemeine  Irrtum 
sich  noch  immer  behauptet.  Gleichwie  eine  geschlossene  Linie  im 
Raume  kein  Feld  bestimmt,  solange  dessen  Fläche  nicht  in  extenso 
bekannt  ist,  so  wird  auch  kein  Regriff  durch  Detiuition  Eigentum 
des  Schülers,  wenn  dieser  nicht  vorher  schon  den  Inhalt  gekannt 
hat.  Hieraus  erklären  sich  genügend  die  vom  Verfasser  nur  er- 
fahrungsmässig  angeführten  Umstände,  denen  er  im  vorliegenden 
Ruche  abzuhelfcn  denkt,  die  man  aber  auch,  wenn  man  ihren  Grund 
im  Auge  hat,  durch  Handhabung  des  Unterrichts  vermeiden  oder 
unschädlich  machen  kann.  Es  wird  angeführt,  dass  die  inductive 
Methode  das  Lernen  leichter  macht  als  die  deductive.  Sehr  be- 
greitiieh;  denn  die  deductive  geht,  im  Allgemeinen  beginnend  am 
Regriffsinhalte  vorbei,  die  inductive  in  seinem  Gebiete  herum.  Die 
inductive  liefert  also,  was  die  deductive  voraussetzt;  ist  aber  der 
Regriff  gewonnen,  und  wird  sein  Inhalt  im  Rewusstsein  erhalten,  so 
ist  der  directe  Erkenntnissweg  der  ausschliesslich  deductive.  Das 
anfängliche  Redürfuiss  der  Induction  schwindet  aber  im  Fortgang 
der  Lehre  zu  einem  Minimum  zusammen,  wenn  gemäss  dem  synthe- 
tischen Aufbau  der  Theorie  der  neue  Regriff  immer  seinen  Inhalt 
im  alten  schon  grösstenteils  vortindet.  Ferner  wird  angeführt,  dass, 
wie  viele  Stimmen  behaupten,  die  Arithmetik  wegen  der  abstracten 
Natur  ihrer  Gegenstände  Schwierigkeit  böte,  „ungeniessbar“  sei  und 
mit  Unlust  erlernt  würde.  Der  Verfasser  eilt  dem  Umstand  abzuhelfcn, 
ohne  zu  fragen,  ob  die  Klage  Grund  hat.  In  der  Tat  wird  nirgends 
der  Schüler  unmittelbar  in  das  Gebiet  der  abstracten  Zahl  eingeführt; 
denn  in  der  untersten  Classe,  selbst  der  Gymnasien,  wird  nur  mit 
benannten,  also  concreteu  Zahlen  gerechnet.  Der  nachherige  Ueber- 
gang  zur  abstracten  Zahl  aber  vollzieht  sich  ganz  von  selbst  unmerk- 
lich durch  das  Zählen  und  die  dekadische  Schreibung,  bei  wel- 
cher das  Bewusstsein  vom  verschiednen  Werte  der  Einheit  immer 
erhalten  bleibt.  Dass  es  ein  Misgriff  ist,  wenn  Manche  eine  angeb- 
liche Schwierigkeit  vornehmlich  der  Arithmetik  in  der  abstracten 
Natur  ihrer  Gegenstände  suchen,  erhellt  auch,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  Gegenstände  der  Geometrie  gleicherweise  abstract  sind;  sic 
abstrahirt  vom  Stoffe  wie  die  Arithmetik  von  der  zu  wählenden  Ein- 
heit. Die  Abstraction  ist  ein  notwendiges  Glied  in  der  Entwickelung 
der  Begriffe  und  bezeichnet  darin  eine  neue  Stufe  ebensowol  in  der 
Geometrie  wie  in  der  Arithmetik.  Im  Vorwort  wird  auf  eine  ganz 
andre  Eigenschaft  der  Geometrie  Gewicht  gelegt,  nämlich  die  soge- 
nannte Anschaulichkeit.  Diese  beruht  (was  hier  nicht  ausgespiochcn 
ist)  auf  einer  wesentlichen  und  dem  Verständniss  sehr  förderlichen 
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Traiisfürrnation.  Ein  System,  welches  ursprünglich  vom  Gedanken 
nur  successiv,  also  in  einer  Zeit  durchlaufen  werden  kann,  lässt  sich 
in  einfachen  Fällen,  durch  räumliche  Darstellung  wiedergeben,  so 
dass  es  gleichzeitig  im  ganzen  überschaut  wird,  dem  zufolge  die  ent- 
ferntesten Partien  in  ihrer  Beziehung  erkannt  werden  können.  Die 
Ausführung  berücksichtigt  nun  mit  Mass  und  nach  selbständigem 
Urteil  vorgehend,  unbeirrt  durch  vorgenannte  Stimmen  Unkundigee, 
die  im  Vorwort  berührten  Punkte.  Die  Methode  ist  nicht  wesentlich 
abweichend  von  der  üblichen;  doch  zeichnet  sich  das  Verfahren  aus 
durch  äusserste  Ausführlichkeit  und  Gründlichkeit  in  den  Principieu. 
Zu  erwähnen  ist  besonders  die  Anwendung  der  Construction  zur 
Darstellung  des  Zahlengebiets,  erst  des  reellen  bei  Einführung  der 
Negativen,  später  des  complexen  bei  Einführung  der  Imaginären. 
Zu  vermeiden  ist  natürlich  der  Schein,  als  wäre  der  Begriff  der 
Negativen  und  der  Imaginären  aus  der  Geometrie  entlehnt,  eine 
Täuschung  die  vielleicht  bisher  von  Anwendung  der  Construction 
abgehalten  hat,  aber  bei  vorliegendem  Verfahren  nicht  wol  möglich 
ist.  Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  nach  einer  Einleitung  und  den 
llechiiungsarteu  1.,  2.  und  3.  Stufe  nebst  Inversion  und  Erweiterungen 
des  Zahlbegriffs:  Zahlentheorio,  Proportionen,  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades,  Determinanten,  irrationale,  imaginäre,  complexe  Zahlen. 
Dann  folgen  viele  Ergänzungen , erst  unter  diesen  die  Theorie  der 
Logarithmen  als  zweite  Inversion  der  Potenzen.  H. 


Geometrie. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie.  Zum  Gebrauch  an 
höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  zahlreichen 
üebungsbeispielen.  Erster  Teil.  Die  analytische  Geometrie  der 
Ebene.  Von  Dr.  II.  Ganter,  Professor  an  der  Kantonsschule  in 
Aarau,  und  F.  Rudio,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich.  Mit 
54  Figuren  im  Text.  Dritte,  verbesserte  Auflage.  Leipzig  1897. 
B.  G.  Teubner.  170  S. 

Die  2.  Auflage  ist  im  55.  litt  Bericht,  S 28  besprochen.  Die 
Verbesserung  bezieht  sich  auf  Gruppiruug  und  Präcision  einiger 
Ausdrücke.  Die  Uebungsbeispiele  sind  um  31  vermehrt.  H. 


Projective  Geometrie  in  synthetischer  Behandlung.  Von  Dr. 
Karl  Dochlemann,  Privatdocent  an  der  Universität  München. 
Mit  57  Figuren.  Leipzig  1898.  G.  J.  Göschen.  162  S. 
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Diese  übersichtlicbe  Bchaudluug  wird  nameutlich  deujeuigen , 
welche  sich  nicht  productiv  mit  projectiver  Geometrie  beschäftigen, 
zur  Kenntnissnahme  der  Nomenclatur  und  der  Dogmen  willkommen 
sein.  H. 


Mechanik. 

Over  zekere  trillingen  van  hoogero  orde  van  abnormale  inten- 
siteit  (relatietrillingen)  bei  inechanismen  met  meerdero  gradeu  van 
vrijheid,  Üoor  D.  J.  Körte  weg.  (Verhandlingeu  der  Koninkl. 
Ak.  V.  Wet.  te  Amsterdam.  Eerste  sectio.  Deel  V.  No.  8)  Am- 
sterdam 1897.  Johannes  Müller.  4®.  31  S. 

Ein  System  gleichzeitiger  Vibrationen  wird  durch  eine  nach  Co- 
sinus der  Perioden  fortschreitende  Reiheusumme  dargestellt.  Es 
werden  nun  einzelne  Fälle  berechnet.  Nach  Definition , Auftreten 
und  Untersuchung  der  Gesetze  der  Intensitätserhöhuug  der  „Rela- 
tionsschwiiigungen“,  Bedeutung  in  der  Mechanik,  der  Lehre  vom 
Ton  und  Licht  und  Darlegung  der  Ansicht  von  Routh,  dergemäss 
eine  scharfe  Grenze  bei  Eintiuss  einer  Relation  ist,  je  nachdem  die 
absolute  Coefficientensunune  <1  oder  >4  ist,  werden  3 Arten  von 
Relationsschwingungen  unterschieden,  Rclatiousschwingungen  hohem 
Grades.  iSi]>4;  Erscheinungen  im  Spectrum.  Der  Fall  Sj  = 4. 
Der  Fall  /Si=3;  Pseudo-Summe  und  Pseudo-Octavschwingung. 
Der  Fall  = 2;  Pseudo-Gleichung.  Reine  Relatiousschwingung. 
Aussonderungsmeehanismen.  Symmetrische  Mechanismen.  Kugel- 
schwingungen. H. 


Ur  theorien  för  de  solida  kropparnes  rörelse.  Af  A.  V.  Bäck- 
lund,  E.  0.  Professor  i Lund.  Efter  författarens  universitetsföre- 
läsniugar  tvänne  m^fnader  af  varterininen  I89d.  Lund,  Oleerupska. 
122  S. 

Die  Gegenstände  der  hier  herausgegebenen  Vorlesungeu  sind 
folgende;  Allgemeine  Charaktere  der  Bewegung  fester  Körper.  Ro- 
tation eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  ohne  äussere 
Kräfte.  Unter  Schwere  als  einziger  äusseru  Kraft.  Die  die 
Präcession  und  Nutation  bildenden  Bewegungen  auf  den  Taggleicli- 
heitslinien  und  an  der  Erdaxe.  Rotation  des  Mondes  um  seinen 
Schwerpunkt.  Bewegung  der  Erdpole  infolge  variirender  Massen- 
verteilung der  Erde.  H. 
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De  versnelliiigen  vaii  lioogere  orilen.  Door  Dr.  G.  Schoutcii, 
Verhandelingeu  der  Kouinkl.  Ak  v.  Wet.  to  Amsterdam,  Ecrste 
sectie.  Deel  II.  No.  5.  Amsterdam  1894.  Johannes  Müller.  4®. 
26  S. 

Die  Arbeit  schlicsst  sich  an  die  Kinematik  von  Somoif  an.  Es 
werden  sehr  ausführlich  die  elementaren  Begriffe  der  Kinematik 
entwickelt  und  benannt,  geometrisch  und  in  Rcchnungsform  mittelst 
rechtwinkliger  Coordinaten  dargestellt.  Bescbleunigungsvector  heisst 
die  Strecke  gleich  der  Beschleunigung  eines  Punktes  eines  Ge- 
bildes in  tangentialer  Kiclitung  an  die  Bahn  vom  momentanen 
Punkte  aus  gezogen,  Beschleunigung  nächst  höherer  Ordnung  die 
Beschleunigung  des  Endpunkts  des  Beschleuniaungsvectors.  Die 
Längen  ihrer  Orthogonalprojectionen  Huden  sich  ausgedrückt  in 
höheren  Differentialquoticnten  des  Weges  nach  der  Zeit.  Die  Theorie 
wird  weiter  durchgeführt  in  Betreff  der  Wiukelbeschleunigungcn. 

H. 


Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper  (Hydrodynamik) 
Erster  Baud:  Die  Bewegungserscheinungen  flüssiger  Körper,  welche 
aus  den  Boden-  und  Seitenwänden  von  Gefässen,  sowie  durch  Röhren 
und  Röhrenleitungen  bei  coiistanter  sowie  veränderlicher  Druckhöhe 
fliessen.  — Zweiter  Baud  : Erste  Hälfte:  Die  Bewegungserscheiuungeu 
in  Canälen  und  Flüssen.  Mit  431  — 282  Erklärungen,  mehr  als 
300 — 150  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelver- 
zeichniss  nebst  einer  Sammlung  von  220  -134  gelösten  und  unge- 
lösten Aufgaben  mit  den  Resultaten  der  letztem.  Für  das  Selbst- 
studium und  zum  Gebrauche  au  Lehranstalten  bearbeitet  nach  dem 
System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.  Stuttgart  1893.  Julius 
Maier.  364  + 228  S. 

Dass  Theorie  und  Technik  einander  nicht  entbehren  können, 
gilt,  wie  in  aller  physikalischen  Forschung,  auch,  und  in  besonders 
stark  hervortretender  Weise,  von  der  Hydrodynamik.  Als  Lehr- 
gegenstaud  zeigt  indes  letztere  manches  Eigentümliche.  Zunächst 
sind  die  Hypothesen  der  Theorie  noch  keine  feststehenden,  vielmehr 
muss  zu  deren  empirischer  Entscheidung  approximativ  zu  Werke 
gegangen  werden,  um  erst  für  die  einzelnen  zu  untersuchenden  Fälle 
die  überwiegend  wirkenden  Ursachen,  welche  nicht  unter  allen  Um- 
ständen dieselben  sind  (namentlich  im  1.  Buche),  gegenüber  den  an- 
fänglich zu  vernachlässigenden  zu  isoliren.  Ferner  sind  die  mit- 
wirkenden Ursachen  mannigfaltig,  die  Vorgänge  hingegen  zum  Teil 
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als  innere  der  Beobachtung  entzogen,  während  selbst  die  äusseren 
nur  summarische  Quantitäten  ergeben.  Ba  hiernach  die  Forschung 
von  vielen  Seiten  beginnen  muss,  so  kann,  wenn  schon  auf  gegen- 
wärtigem Standpunkt  eine  Lehre  der  Hydrodynamik  aufgestellt 
werden  soll,  der  Vortrag  schwerlich  ein  pragmatisch  fortschrei- 
tender sein.  Hier  kommt  nun  einmal  die  Kleyer’sche  Teilung  des 
Vortrags  in  Frage,  Erklärung  und  Antwort  einigermassen  zustatten, 
indem,  wo  das  Ganze  noch  keine  sichtliche  Einheit  bildet,  wenig- 
stens die  vielen  Teile  durch  die  jedem  vorangestelltc  Frage  einzeln 
unter  einheitlichen  Gesichtspunkten  behandelt  werden.  Die  Haupt- 
abschnitte des  1.  Bandes  sind:  Ausfluss  des  Wassers  aus)  Gelassen 
und  durch  Röhren  bei  unveränderlicher  Druckhöhe,  und  zwar  I) 
aus  Gefässeu,  2)  Coiitractiou  des  ausHiessen  len  Strahles,  3)  Aus- 
fluss durch  Ansalzröhren,  4)  Bewegung  in  Röhren  und  Röhrenlei- 
tungen , 5)  Hindernisse  in  der  Bewegung  bei  Gewindigkeits-  und 
Richtungsveränderungen,  dann  Abfluss  bei  veränderter  Druckhöhe 
und  zwar  1),  aus  horizonfaler  Bodenöffnung,  2j  aus  Seitenöffuungen; 
die  des  2,  Bandes,  1.  Hälfte:  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen  und 
Flüssen,  und  zwar  die  dabei  zu  beobachtenden  verschiedenen  Ge- 
schwindigkeiten , die  an  fliessenden  Gewässern  vorzunehnienden 
Messarbeiten,  dann  von  dem  durch  Wasser  ausgeübten  Stosse  und 
Widerstande  und  zw'ar  1)  Stoss  des  bewegten  Wassers,  2)  Wider- 
stand des  Wassers  gegen  bewegte  feste  Körper,  3)  Reaction  aus- 
strömender Flüssigkeiten.  In  beiden  Bänden  folgen  noch  Aufgaben 
und  Formeln.  II. 


Over  de  toepassing  der  quaternionen  op  de  mechanica  cii  de 
natuurkunde.  Door  P.  Molcnbrook,  Verhandelingen  der  Kouinkl. 
Ak.  van  wet.  te  Amsterdam.  P^erste  sectie.  Deel  II.  No.  3.  Am- 
sterdam 1893.  Johannes  Müller.  38  S. 

Die  Arbeit  betrifft  die  Bedeutung  des  Operators  welcher  bei 
Hamilton  einigemal  vorkommt  und  von  Tait  ausführlich  erklärt  ist. 

. H. 


Le  calcul  vectoricl  et  ses  applications  en  geometrie  et  en  meca- 
nique.  Par  G.  Nedclec.  Premier  volume.  Paris  1897.  Gauthier 
Villars  et  fils.  246  S. 

Das  Buch  behandelt  der  Reihe  nach:  Ursprung  und  Natur  der 
Vectorenrechnung,  allgemeine  Begriffe  von  den  Vectoreu,  Theorie 
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der  Vcrsoren,  Qii.'itoniiünonversoreniTcljiiung,  vectorielle  Miiltipli- 
catioi),  vcclorielle  Suiiiniatiou  •,  ei  sie  Bcgrifl’e  vou  vectoriellen 
Fuiictionon,  Begriffe  von  den  expliciteu  Functionen,  vectorielle  Be- 
griffe 1.  Grades,  vectorielle  Theorie  der  Ebene,  vectorielles  auharmo- 
niscbes  Verbältuiss.  Bemerkenswert  ist , dass  der  Verfasser  in  der 
Einleitung  als  Denunciant  gegen  die  Ilainilton’scbe  Lehre  auftritt, 
welche  die  analytische  Geometrie  und  Algebra  in  neuer  Verkleidung 
als  neue  Theorie  aufstellt,  und  doch  nicht  zeigt,  inwiefern  die  hier 
vorgetragene  Lehre  nicht  in  gleichem  Falle  sei.  H. 


. Optik,  Akustik  und  Elasticität. 

Die  Elemente  der  photographischen  Optik.  Enthaltend  eine 
gemeinverständliche  Darstellung  der  Einrichtung  photographischer 
Linsensysteme,  sowie  Angabe  über  Prüfung  derselben.  Nach  dem 
neuesten  Standpunkt  der  Wissenschaft  und  Praxis  bearbeitet  von 
Dr.  Hugo  Schroeder,  Optiker  und  Mechaniker.  Zugleich  als  Er- 
gänzungsband  zu  Vogel’s  Handbuch  der  Photographie.  Mit  85 
Figuren  im  Text.  Berlin  1891.  Robert  Oppenheim.  420  S. 

Die  Themata  sind  folgende:  Elemente  der  geometrischen  Optik 
in  Bezug  auf  ihre  Anwendung  auf  photographische  Linsen;  chroma- 
tische oder  Farbenabweichung;  sphärische  Aberration  und  Anomalien 
schiefer  Strahlenkegcl ; perspectivische  Anomalien;  Beugungsaberration ; 
Lichtstärke,  Bildfeld  und  Vergrösserungsapparate ; Untersuchungs- 
methoden der  photographischen  Linsen  und  die  hierzu  dienlichen 
Apparate;  kurze  Beschreibung  der  bemerkenswertesten  Linsensysteme 
für  Photographie.  H. 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  einem  theore- 
tischen Gase.  Bearbeitet  auf  Grund  der  dynamischen  Gastheorie 
vom  k.  u.  k.  Oberstlieutenant  W i Ih  clm  Sch  1 ein üller.  Prag, 
H.  Dominicas.  4®.  12  S. 

Die  Schrift  enthält  resultirende  Sätze  über  Bewegung  von  Gas- 
molecülen  aus  einer  frühem  Arbeit : „V  ier  physikalische  Abhand- 
lungen‘^  Die  zum  Verständniss  jener  Sätze  notwendigen  Data  sind 
nicht  so  weit  mitgetoilt  um  irgend  ein  Urteil  über  die  Schrift  geben 
zu  können.  II. 
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Optique  göometriquc.  G«  moinoiro.  Genese,  vari^te  et  Polari- 
sation axiale  des  faisceaux  de  rayons  luinineux  ou  calorifique.  — 8* 
memoire.  Complement  aux  propri6t6s  polarisatrices  des  faisceaux 
de  rayons  en  g^n^ral.  — Par  M.  TAbbc  Issaly.  Extrait  des  Me- 
moires  de  la  Soeiöte  des  ^Sciences  physiques]  et  naturelles  de  Bor- 
deaux. 50  + 42  S. 


Die  ersterc  Abhandlung  enthält:  die  Genesis  und  axiale  Polari- 
sation der  optischen  (Malns’schen)  StrahleubUschel ; die  der  anopti- 
schen oder  orthogonalen;  geometrische  Anwendung  der  vorgenannten 
Eigenschaften  auf  die  Pseudosphärc  und  Pseudoebene;  Eigenschaften 
der  Doppelreihe  dioptischer,  mittlerer  und  complementarer  Strahlcn- 
büschel ; homographische  Kelationen  zwischen  den  BerUhrungsebenen 
verschiedener  Malus’schen  Kegel  und  der  ihnen  entsprechenden 
axialen  Ebenen;  summarische  Erweiterung  alles  Vorhergehenden  auf 
den  Fall  schiefer  Coordinaten ; die  letztere:  chromatische  Polarisation; 
Fall  zweier  rein  krystallisirter  Lamellen;  Berechnung  des  Falles 
dreier  Lamellen;  Fall  vierer  Lamellen;  Verallgemeineruagi  der  Me- 
thode; neue  Eigenschaften  der  Diagonalen  des  Ausweichungsparalle- 
logramms; Rückgang  zu  den  zweiaxigen,  neutralen  Linien;  Idcuti- 
ticirung  der  optischen  Pole  eines  zweiaxigen  Krystalls  mit  den  re- 
spectiven  Polen  einer  Normalo  und  ihrer  Antiuormaleu;  Bemerkung 
über  2 besondere  Fälle  bezüglich  auf  die  chromatische  Polarisation 
von  n rein  krystallisirten  Lamellen.  U. 


Eene  Studie  over  de  theorie  der  magneto-optische  verschijuselen 
in  verband  met  bet  Halleflfect.  Door  Dr.  C.  H.  Wind.  Verhaiidl. 
der  Koninkl.  Ak.  van  Wet.  in  Amsterdam.  Eerste  sectie.  Deel  V. 
No.  3.  Amsterdam  1896.  Johannes  Müller.  91  S. 

Die  Teile  der  Abhandlung  sind;  die  zu  betrachtenden  Erschei- 
nungen, nach  Zeit  und  Ort  periodische  Veränderungen;  die  Max- 
weirschen  Gleichungen  und  Greiizbedingungen  für  den  Fall , dass 
keine  äussere  magnetische  Kraft  besteht;  die  weitere  Verbindung 
zwischen  elektrischem  Strom  und  elektrischer  Kraft,  im  besondern 
für  den  vorgenannten  Fall;  Grundgleichung  für  den  Fall,  dass  eine 
äussere  magnetische  Kraft  besteht;  Fortpflanzung  einer  Lichtbe- 
wegung in  reinem  willkürlichen  Med»um  bei  Magnetisiruug  parallel 
der  Einfallsfläche;  Zurückwerfung  und  Berechnung  an  der  Grenze 
zweier  Media,  in  deren  einem  das  gebrochene  Licht  sich  bewegt; 
Theorie  des  KcrreflFects;  Vergleichung  der  Theorie  mit  den  Wahr- 
nehmungen des  Kerreffects;  Abweichungen  zwischen  Theorie  und 
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Wahrnehmung;  Fortpflanzung  einer  Lichthewegung  in  einem  Medium 
und  Zurückwerfung  gegen  eine  Grenzfläche;  magnetische  Drehung 
der  Polarisationsfläche  in  Dielektrika;  Theorie  von  Drude;  Theorie 
von  Goldharamer;  Anwendung  eines  Symmetrieprincips  auf  Zurück- 
werfung gegen  ein  nicht  magnetisirtes  Metall;  Anwendung  auf  den 
Beginn  der  Gegenseitigkeit;  eine  mögliche  physische  Erklärung  des 
Halleffects  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Elektricitätsbewegung 
durch  Jonen.  H. 
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